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Geleitwort

Das Physikstudium orientiert sich — auch bei der Betrachtung der Ein-
zelphdnomene — an strukturellen Zusammenhéngen in Begriffsentwicklung
und Theoriebildung. Wer als Physikstudent wihrend seines Studiums die
Abstraktionen innerhalb der vier kanonischen Teilgebiete der Theoretischen
Physik (Klassische Mechanik, Klassische Elektrodynamik, Quantenmechanik
und Thermodynamik/Statistische Physik) im Hinblick auf deren experimen-
telle Beobachtung sowie in ihrer operationalen Bedeutung erfaflt hat, der ist
fiir sein Abschluflexamen in Theoretischer Physik wohl vorbereitet.

Genau dies wollen die beiden jungen Autoren dieses Repetitoriums er-
reichen. Dank ihrer wissenschaftlichen Jugend konnen sie sich noch gut in
die Situation der Studierenden wihrend der Priifungsvorbereitung hinein-
versetzen, wenn diese den Stoff der theoretischen Kursvorlesungen in der
Gesamtschau noch einmal Revue passieren lassen.

Aus ihrer Erfahrung als Lernende und Priiflinge, aber auch als Ubungs-
leiter haben sie den Versuch unternommen, das Material der theoretisch-
physikalischen Kursvorlesungen zur Priifungsvorbereitung ,auf des Pudels
Kern“ zu konzentrieren, nicht formelhaft-verkiirzt aber auch nicht als Ersatz
fiir bewéhrte Lehrbiicher. Wéhrend letztere aus der ,, Vogelperspektive® erfah-
rener Professoren verfafit sein mégen, wollen die Autoren mit dem vorliegen-
den Werk einen erginzenden Stoffzugang aus der eigenen Studienerfahrung
anbieten.

Physik ist seit jeher und in besonderem Mafle eine internationale Wissen-
schaft. Dem entsprechend koénnen die Autoren européische Erfahrungshori-
zonte aus dem Lehrbetrieb der Universitdten Hamburg, Wuppertal und Edin-
burgh aus eigener Anschauung einbringen. Inwieweit ihnen dies tatséchlich
gelungen ist, miissen die Leser, also wiederum die Studierenden entscheiden.

Moge also das Repetitorium vielen Examenskandidaten bei ihrer Prii-
fungsvorbereitung von Nutzen sein!

Wuppertal, Prof. Dr. K. Schilling
Juli 1998
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Vorwort zur 2. Auflage

Es ist sehr erfreulich, dafl das Repetitorium Theoretische Physikin den letzten
sechs Jahren immer mehr Anhéinger gefunden hat. Offenbar trifft dieses Buch
mit seinem axiomatisch-deduktiven Ansatz den ,Nerv“ vieler Studierenden,
die an einer kompakten und iibersichtlichen Darstellung der kanonischen Ge-
biete der Theoretischen Physik interessiert sind. Genau dies jedenfalls wird
uns durch die zahlreichen Zuschriften unserer Leser bestéatigt.

Unter anderem aufgrund der Fehlerhinweise, die uns von aufmerksamen
Lesern erreicht haben und fiir die wir uns an dieser Stelle bedanken mé&chten,
haben wir die 2. Auflage des Repetitorium Theoretische Physik zum Anlaf3
genommen, das Buch einer griindlichen Priifung zu unterziehen. Dabei stellte
sich heraus — und wir sind uns nicht zu schade, dies zuzugeben —, dafl die
1. Auflage neben textuellen und argumentativen Schwachstellen auch For-
melfehler enthélt, von denen allerdings die meisten marginaler Natur sind.
Gleichwohl ist uns bewuflt, dafl es auch kleine Zeichenfehler in mathemati-
schen Formeln sind, die dem Leser unter Umstédnden viel Zeit kosten, weil er
verstédndlicherweise dazu neigt, die Ursache von Nachvollziehbarkeitsproble-
men zunéchst bei sich zu suchen.

Obwohl wir natiirlich auch fiir die vorliegende 2. Auflage keine Garan-
tie fiir Fehlerfreiheit geben konnen, so sind wir aufgrund unserer kritischen
Uberarbeitung doch sehr sicher, die Lesbarkeit und Nachvollziehbarkeit von
Text, Argumentation und Formeln erheblich verbessert zu haben. Moge al-
so die 2. Auflage des Repetitorium Theoretische Physik einen dhnlich grofien
oder gar grofleren Zuspruch bei Studierenden der Theoretischen Physik fin-
den; fiir Anregungen, Kommentare und Hinweise sind wir selbstverstandlich
auch weiterhin sehr dankbar.

Koln und Newcastle, Armin Wachter
Juli 2004 Henning Hoeber

P.S.: Zur Vermeidung von Mifverstdndnissen sei darauf hingewiesen, dafl wir
in dieser 2. Auflage dazu iibergegangen sind, die Elektronladung mit +e zu
bezeichnen, anstelle von —e wie in der 1. Auflage.



Vorwort zur 1. Auflage

Unser Buch Repetitorium Theoretische Physik enthélt die Gebiete
e Mechanik,

e Elektrodynamik,

e Quantenmechanik sowie

e Statistische Physik und Thermodynamik,

also den , kanonischen Lehrstoff* der Theoretischen Physik der ersten sechs
Semester an deutschen Universitidten. Es wendet sich hauptséchlich an Stu-
dierende der Physik hoherer Semester, die an einer iibersichtlichen und zu-
sammenhingenden Darstellung des Lehrstoffes interessiert sind oder sich in
Priifungsvorbereitungen zum Diplom oder Magister befinden. Dariiber hin-
aus ist dieses Buch auch als begleitendes und ergédnzendes Lehrbuch fiir Phy-
sikstudenten in den ersten Semestern geeignet. Fiir sie gibt das Buch einen
niitzlichen Leitfaden zur Klassifizierung und Einordnung des in den verschie-
denen theoretischen Physikvorlesungen vermittelten Wissens. Schliefllich soll-
ten auch Physiker im Beruf oder in der Forschung aus diesem Uberblick der
Theoretischen Physik Nutzen ziehen kénnen.

Selbstversténdlich gibt es zu jedem der o.g. Gebiete ausgesprochen gute
Lehrbiicher (einige Anregungen sind in unserem kommentierten Literatur-
verzeichnis zu finden). Dieses Buch ist deshalb keinesfalls als Ersatz zum
Durcharbeiten solcher Biicher gedacht; kein Student wird auf eine ausfiihr-
liche Erarbeitung des Lehrstoffes mittels anderer, didaktisch und historisch
gut aufbereiteter Darstellungen der Theoretischen Physik verzichten konnen.
Dennoch erschien uns das Schreiben eines Buches in der vorliegenden Form
notwendig, um den Lernenden einen zu vielen anderen Lehrbiichern komple-
mentiren Zugang zur Theoretischen Physik zu bieten, in welchem der Auf-
bau, die Struktur und nicht zuletzt auch die Eleganz physikalischer Theorien
— w.a. durch den Verzicht auf historisch-phdnomenologische Begriindungen —
hervorgehoben und leichter erkennbar wird.

Wir verfolgen durchweg den axiomatisch-deduktiven Ansatz, indem wir
die Grundgleichungen der verschiedenen Theorien voranstellen und aus ihnen
konsequent die einzelnen physikalischen Zusammenhiinge und Gesetzméfig-
keiten in logischer (und nicht chronologischer) Reihenfolge entwickeln. Unser
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Ziel ist, durch den konsequenten Gebrauch einer einheitlichen Darstellung
und Notation die Verbindungen zwischen den verschiedenen Theorien deut-
lich herauszuarbeiten. Man denke hierbei etwa an den Hamilton-Formalismus,
der nicht nur in der Mechanik, sondern auch in der Quantenmechanik und
der Statistischen Physik ein grundlegendes Konzept darstellt.

Im ersten Kapitel Mechanik stellen wir den oftmals {iberbetonten New-
tonschen Zugang zur Mechanik mit den Lagrangeschen und Hamiltonschen
Formulierungen Seite an Seite. Denn jeder dieser dquivalenten Darstellun-
gen zeichnet sich durch spezielle Vorteile aus. Wahrend der Newtonsche An-
satz durch das Aufstellen von Bewegungsgleichungen iiber die Kraft intuitiv
am leichtesten zugénglich ist, wird erst mit dem Lagrange- und Hamilton-
Formalismus ein tieferes Verstdndnis der Mechanik sowie anderer theoreti-
scher Konzepte ermoglicht. Zum Beispiel eignet sich gerade der Lagrange-
Formalismus besonders zum Verstdndnis der Verkniipfung von Symmetri-
en und Erhaltungssétzen. Dementsprechend beschéftigen sich die ersten drei
Abschnitte in gleichberechtigter Weise mit diesen drei Zugéngen und ihrer
inneren Verbindung. Dariiber hinaus fithren wir in Abschnitt Relativistische
Mechanik bereits die korrekte Lorentz-Tensorschreibweise ein und erleichtern
dem Leser somit den Ubergang zur relativistischen Theorie der Elektrodyna-
mik, in der sich die disziplinierte Einhaltung dieser Notation als sehr bequem
und iibersichtlich erweist.

Der Vorteil der deduktiven Methode wird vielleicht besonders in unse-
rem zweiten Kapitel Flektrodynamik deutlich. Im Gegensatz zu fast allen
Lehrbiichern der Elektrodynamik stellen wir die Maxwell-Gleichungen in ih-
rer allgemeinsten Form oben an. Dies ermdglicht es, sofort die Struktur der
Theorie zu erkennen und die allgemeine Losung der Maxwell-Gleichungen
mittels des iiberaus wichtigen Konzeptes der Eichinvarianz zu erarbeiten.
Aus ihr ergeben sich dann auf recht iibersichtliche Weise die verschiedenen
Gesetzmafigkeiten wie etwa die Losungen im freien Raum oder die Spezi-
alfille der Elektro- und Magnetostatik. Aufbauend auf der relativistischen
Mechanik wenden wir auch hier an geeigneten Stellen die kovariante Schreib-
weise an und diskutieren den Lagrange- und Hamilton-Formalismus in Bezug
auf den feldtheoretischen Charakter der Elektrodynamik.

Abweichend von allen anderen Kapiteln beginnen wir das Kapitel Quan-
tenmechanik mit einem mathematischen Einfiihrungsteil, in dem einige Ge-
biete der linearen Algebra in der Diracschen Schreibweise rekapituliert wer-
den. Insbesondere wird dort das fiir die Quantenmechanik unentbehrliche
Konzept des Operators und das mit ihm verbundene Eigenwertproblem dis-
kutiert. Hieran schlieft sich der allgemeine Aufbau der Quantentheorie an,
wo die fundamentalen quantenmechanischen Konzepte darstellungsfrei eta-
bliert und diskutiert werden. Uberhaupt versuchen wir in diesem Kapitel die
Uberbetonung einer bestimmten Darstellung zu vermeiden.

Ahnlich wie in der Mechanik gibt es auch in der Statistischen Phy-
sik/Thermodynamik verschiedene Zugéinge zur Beschreibung von Viel-Teil-
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chensystemen. Zum einen hat man den statistischen Ansatz, welcher quan-
tenmechanische bzw. mechanische Gesetzmafigkeiten mit einem statisti-
schen Prinzip zu einer mikroskopischen Beschreibungsweise in Form von
Ensemble-Theorien verkniipft. Demgegeniiber steht die Thermodynamik, als
eine rein phdnomenologische Theorie, die lediglich von makroskopischen Er-
fahrungssétzen ausgeht. Ein dritter Zugang ist der informationstheoretische
Ansatz, bei dem ein System vom Standpunkt der Unvollstindigkeit von Infor-
mation aus betrachtet wird. Um die innere Verbindung dieser drei Zugangs-
weisen deutlich zu machen, diskutieren wir in Kapitel Statistische Physik und
Thermodynamik alle drei Konzepte und zeigen die Aquivalenz der Zuginge
auf.

Wichtige Gleichungen und Zusammenhénge werden in Form von Defini-
tions- und Satzkésten zusammengefaft, um so dem Leser ein strukturiertes
Lernen und schnelles Nachschlagen zu ermoglichen. Zudem geben wir uns
Miihe, zusammenhingende Argumentationen auch optisch deutlich zu glie-
dern; im Prinzip sollte es dem Leser jederzeit moglich sein, das Ende eines
Argumentationsstranges, etwa eine Herleitung oder ein Beweis, zu erkennen.
Desweiteren befinden sich nach jedem Abschnitt eine Kurzzusammenfassung
sowie einige Anwendungen samt Losungen, mit deren Hilfe das Versténd-
nis des behandelten Stoffes tiberpriift werden kann und die zum Teil wei-
terfithrende Themen behandeln. Im Anhang geben wir schliellich eine kurze
Zusammenstellung einiger wichtiger und haufig benutzter mathematischer
Formeln.

Natiirlich erheben wir keinesfalls den Anspruch auf Vollstandigkeit. Statt-
dessen wurden die Themen der vier behandelten Gebiete so ausgewahlt, daf3
sie einerseits die jeweils grundlegenden Ideen und Konzepte enthalten, ande-
rerseits aber auch die wichtigsten priifungsrelevanten und mehr anwendungs-
orientierten Gebiete abdecken. Aufbauend auf dem hier présentierten Stoff
sollte der Leser in der Lage sein, andere Gebiete der Physik selbst zu erar-
beiten. Zu diesem Zweck haben wir im Anhang einige Literaturvorschlige
gemacht.

Insgesamt hoffen wir, mit diesem Buch einen Vermittler zwischen Lehr-
biichern, Vorlesungen und Kurzrepetitorien geschaffen zu haben, mit dem es
moglich ist, die Konzepte der Theoretischen Physik besser zu verstehen.

Koln und London, Armin Wachter
Juli 1998 Henning Hoeber
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1. Mechanik

Die klassische Mechanik beschéftigt sich mit der Dynamik materieller Korper.
Bis zu Anfang des 20. Jahrhunderts galt sie als die fundamentale Theorie
der Wechselwirkung zwischen materiellen Objekten. Durch das Aufkommen
der speziellen Relativitdtstheorie im Jahre 1905 und der Quantentheorie in
den 20er Jahren wurde der Giiltigkeitsbereich der klassischen Mechanik in
der Weise eingeschréinkt, dafl sie als Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten im
Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit innerhalb der Relativitédtstheorie und als
Grenzfall grofler Energien im Vergleich zu atomaren Energien innerhalb der
Quantentheorie einzuordnen ist.

Das auffallendste Merkmal der klassischen Mechanik ist die Vielfalt der
Zuginge, mit denen es moglich ist, ein spezielles Problem zu 16sen. Aquiva-
lente Formulierungen der Mechanik sind

e die Newtonsche Mechanik,

e das d’Alembert-Prinzip,

e die Lagrange-Gleichungen und generalisierte Koordinaten,
e das Hamilton-Prinzip und

e die Hamilton-Jacobi-Theorie.

Im Prinzip ist es moglich, ein gegebenes Problem mit jedem dieser Zugéinge
zu l6sen. Wie sich jedoch zeigen wird, sind spezielle Arten von Problemen mit
einigen dieser Ansitze sehr viel einfacher zu formulieren als mit anderen. Ein
Beispiel hierfiir sind Probleme mit Zwangsbedingungen (man denke etwa an
die Bewegung von Perlen auf einer Schnur), die in der Lagrangeschen Mecha-
nik auf sehr einfache Art gelost werden konnen. Weiterhin zeigt sich, dafl in
bestimmten Formulierungen tiefere Zusammenhénge, insbesondere zwischen
Symmetrien und Erhaltungssétzen, leichter erkennbar sind. Schliellich spie-
len gewisse formale Strukturen der Mechanik, etwa die Poisson-Klammer und
die Hamilton-Jacobi-Gleichung, eine besondere Rolle im Zusammenhang mit
dem Ubergang zur Quantenmechanik.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden die physikalischen Grund-
lagen der Newtonschen Mechanik dargelegt und einige erste grundlegende
Folgerungen diskutiert. Wir diskutieren ferner physikalische Konsequenzen,
die sich innerhalb von beschleunigten Bezugssystemen ergeben. Dies wird uns
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zum iiberaus wichtigen Begriff des Inertialsystems und zur Galilei-Invarianz
der Newtonschen Mechanik in Inertialsystemen fiithren.

Die néichsten beiden Abschnitte beschéftigen sich mit der Lagrangeschen
und Hamiltonschen Mechanik, welche zwei alternative Formulierungen zur
Newtonschen Mechanik darstellen. Sie sind von grofiem praktischen Nutzen,
wenn man es mit Systemen zu tun hat, die gewissen Zwangsbedingungen un-
terworfen sind. Im Newtonschen Zugang hat man diese Restriktionen explizit
durch Einfithren von Zwangskréiften in den Newtonschen Bewegungsgleichun-
gen zu beriicksichtigen, wéhrend sie im Lagrange- und Hamilton-Formalismus
durch geschickte Wahl von generalisierten Koordinaten, Geschwindigkeiten
und Impulsen eliminiert werden kénnen. Dariiber hinaus gewihrleisten bei-
de Zugénge einen tieferen Einblick in die Struktur der Mechanik und ihren
inneren Zusammenhang mit anderen physikalischen Theorien.

Abschnitt. 1.4 behandelt die Dynamik von starren Koérpern. In diesem
Zusammenhang erweist es sich als giinstig, verschiedene Koordinatensysteme
einzufithren, da sich hierdurch die kinematischen Gréflen iibersichtlich und
transparent formulieren lassen.

In Abschn. 1.5 betrachten wir die wichtige Klasse von Zentralkraftpro-
blemen. Neben der Reduktion von Zwei-Teilchensysteme auf effektive Ein-
Teilchensysteme beschéftigen wir uns mit der Bewegungsgleichung in Zentral-
potentialen und bestimmen die méglichen Teilchenbahnen in 1/r-Potentialen.
Desweiteren behandeln wir die Methode der Streuung von Teilchen. Obwohl
diese Methode fast ausschlielich in der Hochenergiephysik Anwendung fin-
det und somit eine quantentheoretische Beschreibung erfordert, ist es dennoch
sinnvoll, sie bereits im Rahmen der klassischen Mechanik zu diskutieren, da
viele der hier entwickelten Konzepte und Begriffe in anderen Streutheorien
wiederkehren.

Der letzte Abschnitt beschéftigt sich mit der relativistischen Verallgemei-
nerung der Newtonschen Mechanik. Ausgangspunkt hierbei ist die experi-
mentelle Tatsache, dafl die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Licht in allen
Inertialsystemen dieselbe ist. Hieraus ergibt sich als notwendige Konsequenz,
dafl Raum und Zeit, anders als in der Newtonschen Mechanik, nicht absolut
sind, sondern vom jeweiligen Bezugssystem abhingen.

1.1 Newtonsche Mechanik

Dieser Abschnitt beschiftigt sich mit den fundamentalen Begriffen und An-
nahmen der Newtonschen Mechanik. Nach einer kurzen Rekapitulation eini-
ger wichtiger mathematischer Begriffe im Zusammenhang mit der Beschrei-
bung von Teilchenpositionen stellen wir die Axiome der Newtonschen Mecha-
nik vor und leiten hieraus einige erste physikalische Folgerungen und Erhal-
tungssétze her, deren Kenntnis fiir das Verstdndnis der folgenden Abschnitte
von grundlegender Bedeutung ist. Im Anschlufl diskutieren wir Teilchenbe-
wegungen in beschleunigten Bezugssystemen und zeigen, wie die Newton-
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sche Bewegungsgleichung in solchen Systemen zu modifizieren ist. In die-
sem Zusammenhang werden wir auf die innere Verbindung zwischen der
Galilei-Invarianz und dem Begriff des Inertialsystems stoflen. Desweiteren
beschéftigen wir uns mit allgemeinen dynamischen Eigenschaften von Viel-
Teilchensystemen und leiten verschiedene Erhaltungssétze fiir abgeschlossene
Systeme her.

1.1.1 Koordinatensysteme und Vektoren

Bevor wir auf den allgemeinen Aufbau der Newtonschen Mechanik zu spre-
chen kommen, ist es zweckméfig, einige Bemerkungen zu den in diesem Ka-
pitel verwendeten mathematischen Konzepten und Notationen zu machen,
die dem Leser eigentlich vertraut sein sollten und lediglich der Klarstellung
dienen.

Zur Beschreibung mechanischer Systeme benutzen wir, wie allgemein
iiblich, das duBerst effektive Konzept des idealisierten mathematischen Mas-
senpunktes (Teilchen), dessen ortliche Lage durch einen basisunabhéngigen
Vektor « in einem dreidimensionalen reellen Vektorraum représentiert wird.
Um diesen Ort quantifizieren zu kénnen, bendtigt man ein Koordinatensy-
stem, welches durch Angabe seines Ursprungs und dreier linear unabhéngiger
Basisvektoren spezifiziert wird. Die Wahl eines solchen Bezugssystems wird
zumeist durch die Dynamik des betrachteten physikalischen Systems nahe-
gelegt. Solange nicht explizit etwas anderes vereinbart wird, verwenden wir
kartesische Koordinatensysteme mit jeweils kanonischer Orthonormalbasis.
Wir schreiben fiir ein solches Bezugssystem

K:{ei, ez €3},
mit
e.e; = 0, (Orthonormalititsrelation)
und
Z eie; =1 (Volistandigkeitsrelation) .
J

Der Ort « eines Massenpunktes 1d8t sich nun durch Angabe der Projektionen
x; von x auf die Achsen von K entlang der e; eindeutig spezifizieren:

T = Zeixi , T; = xe; . (1.1)

Man nennt x; auch die Koordinaten von @ beziiglich K. Oftmals faflit man
diese zu einem Koordinatentripel zusammen und schreibt

T
r = T 5 (12)
xs3
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ohne ein neues Symbol einzufithren. Wir werden dieser Konvention folgen,
wobei wir mit Nachdruck darauf hinweisen, dafl der basisunabhingige phy-
sikalische Vektor « in (1.1) und der basisabhéngige Tripel « in (1.2) zwei
verschiedene mathematische Objekte sind. Aus dem jeweiligen Sinnzusam-
menhang sollte immer klar sein, ob es sich bei & um einen physikalischen
Vektor oder um seine Projektion auf ein bestimmtes Koordinatensystem han-
delt.

Zeitliche Ableitung von Vektoren. Ein weiterer wichtiger Punkt in die-
sem Zusammenhang sind zeitliche Ableitungen eines Vektors . Wir werden
fiir sie, wie allgemein iiblich, ein oder mehrere Punkte iiber @ schreiben,
also @ fiir die erste Ableitung, & fiir die zweite usw. Beobachtet man die
zeitliche Verdnderung von & von einem zeitabhéingigen Koordinatensystem
K: {e1, e, e3} bzw. K : {€], €}, e;} aus, dessen Basisvektoren sich im Laufe
der Zeit dndern, dann ist man in der Regel nicht an der totalen zeitlichen
Ableitung

&= (ewi+eid;) = (€]} + ejiy)
i i
interessiert, sondern lediglich an der zeitlichen Verénderung, wie sie von K
bzw. K’ aus gesehen wird. Um dies deutlich zu machen, werden in solchen

Fillen die Symbole D und D’ anstelle des Punktes verwendet, die folgende
Bedeutung haben:

Dx = Z ei; , D'x = Ze;j;; ) (1.3)

Rotierende Koordinatensysteme. Betrachtet man zwei Koordinatensy-
steme K : {e1, es,e3} und K’ : {e}, e}, e;} mit demselben Koordinatenur-
sprung, die relativ zueinander rotieren (bzw. deren Basen relativ zueinander
rotieren), dann wird der Ubergang von K zu K’ durch eine eigentliche ortho-
gonale Rotationsmatrix R vermittelt, fiir die gilt:

e;, = Ze;Rﬂ R e’i = ZejRsz , Rij = e;ej (14)
J j

und
RRT=R"R=1,detR=1. (1.5)

Mit diesen Beziehungen lassen sich die Koordinaten x} eines Vektors x
beziiglich K’ in folgender Weise aus den Koordinaten x; von @ in K be-
rechnen:

/ !’ /
x = E e;r; = E ejRjixi = E €;x; = T; = E Rjix; .
( ,J J (

Die letzte Beziehung schreibt man oft auch in der Matrixnotation



1.1 Newtonsche Mechanik 5

wobei auch hier zu beriicksichtigen ist, dal diese Gleichung zwischen den
basisabhéingigen Koordinatentripeln in K und K’ und nicht zwischen zwei
verschiedenen physikalischen Vektoren vermittelt.

1.1.2 Newtonsche Axiome

Nach diesen einleitenden Bemerkungen wenden wir uns nun dem eigentlichen
Aufbau der Newtonschen Mechanik zu. Bevor wir die Newtonschen Axiome
vorstellen, erweist es sich als notwendig, drei mechanische Grundgréfien zu
definieren sowie die Begriffe Impuls und Inertialsystem einzufiihren.

Definition: Mechanische Grundgrséfien
im SI- (oder MKS-)System

Alle mechanischen Grofien lassen sich aus den folgenden drei Grundgréfien
ableiten:

e Linge mit der Einheit Meter: m.
e Zeit mit der Einheit Sekunde: s.
e Masse mit der Einheit Kilogramm: kg.

Wir arbeiten in dem fiir die Ingenieurswissenschaften laut Gesetz tiber Ein-
heiten im MefBwesen vorgeschriebenen SI-System (Systeme International
d’Unités).

Der mechanische Zustand eines Systems ist in der Newtonschen Formulierung
der Mechanik durch die Angabe aller Teilchenpositionen und -geschwindig-
keiten zu einem bestimmten Zeitpunkt eindeutig bestimmt, d.h. diese Gréfien
erlauben die eindeutige Vorhersage der zukiinftigen Bewegung des Systems
aus den Newtonschen Bewegungsgleichungen. Die Bewegungsgleichungen er-
geben sich aus den Newtonschen Aziomen, welche die Bewegung von Mas-
senpunkten mit Hilfe des Impulses beschreiben:

Definition: Impuls p

Der Impuls eines Massenpunktes ist das Produkt aus seiner tragen Masse
und seinem momentanen Geschwindigkeitsvektor:

p(t) = m(t)a(t) .
Somit hat p stets die Richtung von .

Die Bewegung eines Massenpunktes hei3t geradlinig gleichformig, falls sein
Geschwindigkeitsvektor konstant ist.

Wie bereits erwéhnt wurde, wird die Bewegung von Teilchen innerhalb
von Bezugssystemen bzw. relativ zu Bezugssystemen beschrieben. Es stellt
sich heraus, daf} die Bewegungsgleichungen in verschiedenen Bezugssystemen
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i.a. verschiedene Formen haben. Die Mechanik der Massenpunkte in der New-
tonschen Mechanik bezieht sich grundsétzlich auf Inertialsysteme. Dies sind
eben jene Bezugssysteme, in denen die Newtonschen Bewegungsgleichungen
ihre einfache definierte Form haben.

Definition: Inertialsysteme

Ein Bezugssystem, beziiglich dessen

o der Raum homogen und isotrop und
e die Zeit homogen ist,

heif}t Inertialsystem.

Homogenitédt und Isotropie des Raumes besagen, daf§ kein Punkt und keine
Richtung im Raum ausgezeichnet sind. Homogenitét der Zeit bedeutet, dafl
kein Zeitpunkt ausgezeichnet ist. Hieraus folgt, dafl Bezugssysteme,

e die relativ zu einem Inertialsystem verschoben sind oder

e die sich relativ zu einem Inertialsystem mit konstanter Geschwindigkeit,
also geradlinig gleichformig bewegen oder

e die relativ zu einem Inertialsystem gedreht sind oder
e deren Zeitursprung relativ zu dem eines Inertialsystems verschoben ist,

ebenfalls Inertialsysteme sind. Obige Definition fithrt also nicht zu einem spe-
ziellen Inertialsystem, sondern zu einer ganzen Klasse von Inertialsystemen,
die alle iiber die genannten vier Punkte in Beziehung stehen. Diese Punkte
konstituieren die Gruppe der Galilei- Transformationen. Wir werden auf sie
im néchsten Unterabschnitt genauer eingehen und sie insbesondere mit dem
fundamentalen Prinzip der Galilei-Invarianz in Verbindung bringen.

Wir sind nun in der Lage, die vier von Isaac Newton postulierten Grund-
sétze zu priasentieren, auf denen die gesamte Newtonsche Mechanik basiert:

Satz 1.1: Newtonsche Axiome

Trigheitssatz (Lex prima)

In einem Inertialsystem ist der Impuls eines freien Massenpunktes, d.h. ei-
nes Massenpunktes, auf den keine Kraft wirkt, erhalten (Impulserhaltungs-
satz):

F =0 < p(t) = const .
Bewegungsgleichung und Definition der Kraft (Lex secunda)

In einem Inertialsystem wird die Anderung des Impulses eines Massenpunk-
tes durch eine Kraft F' hervorgerufen, so daf gilt:
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_dp

F=—. (1.6)

Wechselwirkungsgesetz (Lex tertia)
Fiir die Kréfte F;; und Fj;, die zwei Massenpunkte ¢ und j aufeinander
ausiiben, gilt

Fij:_Fji~

Somit sind die Kréifte dem Betrage nach gleich und einander entgegenge-
richtet (Actio = Reactio).

Superpositionsprinzip (Lex quarta)
Krifte addieren sich vektoriell:

F:ZFi.
[

Diese vier Axiome implizieren, dafl
e in allen Inertialsystemen eine absolute Zeit existiert und
e die Masse eines abgeschlossenen Systems zeitlich erhalten bleibt.

Vorausgreifend sei hier erwéhnt, daf beide Punkte im Rahmen der speziellen
Relativitédtstheorie (Abschn. 1.6) fallengelassen werden.

Zur Lex prima. Das erste Newtonsche Axiom, offensichtlich ein Spezialfall
des zweiten, beinhaltet die Moglichkeit der Konstruktion eines Inertialsy-
stems. Man nehme dazu die Bahnen dreier kréftefreier Massenpunkte, die
sich vom Ursprung aus wie ein kartesisches Koordinatensystem wegbewegen.
Die Zeit 148t sich dann festlegen, indem man fordert, dafl ein kréftefreier
Massenpunkt, der sich in dem so definierten Koordinatensystem geradlinig
gleichférmig bewegt, in gleichen Zeiten gleiche Strecken zuriicklegt.

Zur Lex secunda. Das zweite Newtonsche Axiom definiert zum einen die
Kraft und besitzt andererseits auch Gesetzescharakter. Ist die Kraft bekannt,
dann stellt (1.6) die dynamische Bewegungsgleichung dar. Fiir den Spezialfall
einer zeitlich konstanten Masse ergibt sich aus ihr die bekannte Gleichung

d d
F = aT):'rn&;jc:’rn:c s m = const . (17)

Bei den meisten, in der Praxis vorkommenden physikalischen Problemen ist
die Kraft lediglich eine Funktion des Teilchenortes, der Teilchengeschwindig-
keit sowie der Zeit: F' = F(x,&,t).

Das Grundproblem der Mechanik besteht in der Bestimmung der Teil-
chenbahn x(t) bei gegebener Kraft. Dies geschieht im Newtonschen Forma-
lismus durch das Lésen der drei (i.a. nichtlinearen) gekoppelten gewohnlichen
Differentialgleichungen 2. Ordnung (1.7). Aus der Tatsache, dal das Grund-
gesetz der Newtonschen Mechanik von 2. Ordnung in der Zeit ist, folgt, daf3
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zur eindeutigen Bestimmung der Teilchenbahn genau zwei Anfangsbedingun-
gen spezifiziert werden miissen.

Trige und schwere Masse. Nach dem 2. Newtonschen Gesetz erfihrt ein
Korper bei Krafteinwirkung eine Beschleunigung, die proportional zu seiner
Masse ist. Neben dieser trigen Masse gibt es noch eine andere Masse. In
Unterabschn. 1.5.3 betrachten wir z.B. die Gravitationskraft Fq, die eine
schwere Masse m aufgrund der Anwesenheit einer schweren Masse M erfihrt:

FG:—'ymM%.
x

Es ist nun ein experimentelles Faktum, dafl trage und schwere Masse zueinan-
der proportional sind. Man wéhlt deshalb praktischerweise die Mafleinheiten
so, daB beide Massen iibereinstimmen.! Diese Erkenntnis der Proportiona-
litdt von tréger und schwerer Masse ist der Ausgangspunkt des Einsteinschen
Aquivalenzprinzips und der Allgemeinen Relativitiitstheorie.

Zur Lex tertia. Das dritte Axiom bezieht sich auf physikalische Vorgéinge,
in denen zwei oder mehrere Teilchen miteinander wechselwirken. Thm ist es zu

verdanken, dafl ein System aus mehreren Teilchen unter gewissen Umsténden
als ein einziges Teilchen aufgefafit werden kann.

1.1.3 Physikalische Folgerungen, Erhaltungssitze

Aus den Newtonschen Axiomen folgen unmittelbar einige wichtige Erhal-
tungssitze, die im folgenden dargestellt werden. Dabei werden wir weitere
grundlegende mechanische Grélen kennenlernen.

Definition: Arbeit W, Leistung P und kinetische Energie T

e Die Arbeit W, die von einer Kraft F' gegen die Triigheit eines Massen-
punktes entlang des Weges I, = {x(t),t € [t1 : t2|} verrichtet wird, ist
gegeben durch

s

W(x1, o, [x) = W(t1,ta, [x) = / F(x,@,t)dz
1,1z
to
_ /F(ac,d:,t)d:dt . [W] = Nm .
t1
e Die Leistung P ist gegeben durch

P(t) = % = F(z,&,t) a(t) , [P] = NTm =W (Watt) .

! Man findet dann fiir die Newtonsche Gravitationskonstante den experimentellen
Wert v = (6.67259 & 0.00085) - 10~ m®*kg~'s 2.

>
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e Die kinetische Energie T ist definiert als

2 -2 2
p=(t) _ ma”(t) ot

5 = 5 [T] = kgs—2 =J (Joule) .
Hieraus folgt sofort: Die Arbeit, die von einer Kraft gegen die Trigheit
eines Massenpunktes verrichtet wird, ist gleich der Differenz der kineti-
schen Energien des Massenpunktes am Ende und Anfang der Bahn:

T(t) =

W(t) = /F(:c,d:,t)a'cdt = % [&(t2)? — &(t1)?]

= ﬁ [P*(t2) —P*(t1)] =To — T .

Konservative Kriifte und Energieerhaltung. Die differentielle Arbeit
bei einer Verschiebung eines Massenpunktes um da lautet
dW = F(x, &, t)dx .

Dabei ist zu beachten, daffl dW i.a. kein totales Differential darstellt, d.h. es
gilt i.a.

j{dW;éO.

Kréfte, die nicht explizit von der Zeit und der Geschwindigkeit abhidngen
und fiir die F'(x)dx ein totales Differential ist, bilden die wichtige Klasse der
konservativen Krifte.

Satz 1.2: Konservative Kriifte

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
e F(x) ist eine konservative Kraft.

o F(x) ist wirbelfrei: V x F = 0.

o F(x) ist als Gradient eines skalaren Feldes, dem Potential V (z), dar-
stellbar, und es gilt
x
F(z) = —VV(z) — V(z) = — /dazF(w) .
o
Dabei ist das Potential nur bis auf eine Konstante bestimmt, die wir so

wéhlen konnen, dafl der Ausdruck fiir das Potential besonders einfach
wird.
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e Die Arbeit ist unabhéngig vom Weg; sie hdngt nur vom Anfangs- und
Endpunkt der Kurve ab:

2}
W(xy, 2, [) = W(x1,z2) = —/VV(m)d:dt
t1
= = [V(w2) = V(a1)] .
e Die differentielle Arbeit dW = F(x)da ist ein totales Differential.

Aus diesem Satz und der Definition der kinetischen Energie erhalten wir so-
fort den wichtigen

Satz 1.3: Erhaltung der Energie in konservativen Systemen

Bei der Bewegung eines Massenpunktes in einem konservativen Kraftfeld
bleibt die Gesamtenergie E erhalten:

FE=T+V = const .

Ist die Energie in einem konservativen System zu irgend einem Zeitpunkt
bekannt, dann kénnen wir dies als eine der erforderlichen Anfangswertbedin-
gungen benutzen.

Eindimensionale Bewegung, konservative Krifte. Die eindimensiona-
le Bewegung in einem konservativen Kraftfeld kann grundsétzlich auf ein
Integral zuriickgefiihrt werden. Aus

E= %m:’cQ +V()=i=+ %[Ef V(z)]

erhalten wir?

_1
2

t—ty = j:/da:’ (i[E - V(x’)]) , (1.8)

Zo

wobei das Vorzeichen durch die Anfangsbedingung i(tp) 20 determiniert

ist. Der lineare harmonische Oszillator ist ein Beispiel fiir diesen Fall. Mit

V(x) = ka?/2 folgt
1
k 2
t—1to =24/ % arcsin |z <2E>

und mit zg = x(tg) =0, @(tp) >0

2 Man beachte, daB sich das Teilchen nur in den Bereichen aufhalten kann, fiir die
gilt: E > V(z). Wir werden diese Gleichungen im Rahmen von Zentralkraftpro-
blemen in Unterabschn. 1.5.2 genauer diskutieren.
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2F . k
J;:\/?sm[w(t—to)],w: -

Drehimpuls und Drehmoment. Neben der Kraft F' und dem Impuls p
sind zwei weitere grundlegende Groflen gegeben durch:

Definition: Drehimpuls I und Drehmoment N

Der Drehimpuls ist definiert als der axiale Vektor

1(6) = 2(1) x pl1) . 1] = ke

Seine zeitliche Anderung definiert das Drehmoment

m2

N(t) = i(t) = 2(t) x p(t) , [N] =ke— .
Der Drehimpuls ist erhalten, falls das Drehmoment verschwindet.

Wir sehen, da8 zur Erhaltung des Drehimpulses entweder F' = 0 oder F||x
erfiillt sein mufl. Im ersten Fall kann man durch eine Verschiebung des Be-
zugssystems um einen konstanten Vektor stets erreichen, dafl gilt: I = 0. Der
zweite Fall fithrt auf die Klasse der Zentralkrdfte:

Satz 1.4: Zentralkrifte und Drehimpulserhaltung

Eine Zentralkraft héngt nur vom Ortsvektor  ab und wirkt in seine Rich-
tung;:

F=F(z)=«f(x), f beliebiges Skalarfeld .

Der Drehimpuls einer Zentralkraft ist erhalten.

Konservative Zentralkrifte. Zentralkrifte sind nicht notwendigerweise
konservativ. Jedoch sind es praktisch ausschlielich konservative Zentral-
krifte, die in physikalischen Fragestellungen auftreten. Fiir sie gilt

rXF=—-xxVV(z)=0.

In Polarkoordinaten ausgedriickt liefert diese Gleichung

ov oV
9 o, 2.
Oy T 00

Hieraus folgt V(x) = V(|x|).

Satz 1.5: Rotationssymmetrisches Potential

Fiir konservative Zentralkréfte ist das Potential V' rotationssymmetrisch
(zentralsymmetrisch):

V(z) =V(|z]) .
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Ist umgekehrt V' = V (|x|), dann sehen wir aus
dV =z
dla| @]

daf3 F' eine konservative Zentralkraft ist.

F=-VV=—

Beispiele sind die Gravitationskraft und die Coulomb-Wechselwirkung. Wir
betrachten die Bewegungsgleichungen dieser Art Krifte im Detail in Ab-
schnitt 1.5.

Homogene Potentiale. Eine weitere wichtige Klasse von Potentialen ist
wie folgt definiert:

Definition: Homogenes Potential
Ein homogenes Potential ist ein rotationssymmetrisches Potential der Form

V(z)=V(z|) =alz|?, dcR.

Fiir ein einzelnes Teilchen gilt

%(ma:az) =m(&® + xz&) = 2T + < F . (1.9)

Mittelt man diese Gleichung iiber ein Zeitintervall 7, dann folgt

T

2 la(r)i(r) - 2(0)#(0)] = 2(T) + (@F) , (1) = * [T
0

Ist die Teilchenbewegung im Intervall [0 : 7] periodisch, d.h. (1) = x(0),
(1) = #(0), dann verschwindet die linke Seite von (1.9), und man erhilt

1
(T) = —3 (xF) (Virialsatz) . (1.10)
Speziell fiir homogene Potentiale finden wir daher

Satz 1.6: Virialtheorem fiir homogene Potentiale

Fiir homogene Potentiale, V(z) = a|z|?, F = —VV (z), gilt
T T
(xF) = —§ /dt:cV|ac|d = —%/dtd|m|d =—d{V),
0 0
und es folgt
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Selbst wenn die Bewegung des Teilchens nicht periodisch ist, gelangt man
zu (1.10), vorausgesetzt die Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten besitzen
eine obere Grenze, so daf fiir hinreichend grofie 7 die linke Seite von (1.9)
ebenfalls verschwindet.
Satz 1.7: Skalentransformation bei homogenen Potentialen
Sei V(x) = a|z|?. Dann ist
d’zx

d—2
mam = —VV(x) = —ad|z|" “x .

Fiihrt man nun eine Skalentransformation der Art
x =&, t=\>"D2y
durch, so folgt

2 2,0
d“x i1 4T

2 =N e Y@ = TIYV@E)
d*z’
= mog = -V'V(z)

Das heifit unter obiger Skalierung ist die Newtonsche Bewegungsgleichung
forminvariant.

Seien nun T, 7" spezifische Zeiten (z.B. Umlaufzeit) und R, R’ spezifische
Lingen (z.B. Amplitude) zweier Bewegungsabliufe, die durch obige Ska-
lentransformation ineinander iiberfithrt werden, dann gilt

- (£ - (5]

Insbesondere ergibt sich hieraus fiir die Gravitations- und Coulomb-Wechsel-
wirkung mit d = —1

\* (R’
(7) (%)
d.h. die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Teilchen um ein Zentrum ver-

halten sich wie die Kuben ihrer Abstinde zum Zentrum. Dies ist das dritte
Keplersche Gesetz (siche Unterabschn. 1.5.3).

1.1.4 Beschleunigte Koordinatensysteme und Inertialsysteme,
Galilei-Invarianz

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen beziehen sich auf mechanische Vor-
génge in Inertialsystemen, die sich relativ zueinander geradlinig gleichférmig
bewegen. Die Frage, der wir uns in diesem Unterabschnitt widmen wollen,
lautet: Wie sieht die Bewegungsgleichung einer Teilchenbewegung in einem
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e \\/‘4"\;
korperfestes System K’

raumfestes System K

Abb. 1.1. Zur Definition von raum- und koérperfestem System

nichtinertialen System K' aus, welches sich relativ zum Inertialsystem K be-
schleunigt bewegt (siche Abb. 1.1)?

Im Hinblick auf die Diskussion von starren Korpern in Abschn. 1.4 fithren
wir bereits hier fiir das Inertialsystem K die Bezeichnung raumfestes System
ein. Das beschleunigte System K’ nennen wir kérperfestes System. Die be-
schleunigte Bewegung von K’ relativ zu K umfat im allgemeinsten Fall eine
Rotationsbewegung um den Ursprung von K und eine translatorische Bewe-
gung, die durch den Vektor x(t) beschrieben wird. Wir behandeln zunéchst
den Fall einer reinen Rotationsbewegung und beziehen im Anschlufl Transla-
tionsbewegungen mit ein.

Rotierende Koordinatensysteme. Wie bereits in Unterabschn. 1.1.1 er-
wihnt wurde, sind zwei Bezugssysteme K : {e1, ez, ez} und K’ : {€], e}, €5},
die relativ zueinander eine reine Drehbewegung ausfithren, durch eine zeitab-
héngige 3x3-Matrix R miteinander verbunden, die den Relationen (1.4) und
(1.5) geniigt. Differenziert man die Orthogonalitétsrelation in (1.5) nach der
Zeit, so ergibt sich
R'R+RTR=0.
Daraus ist zu erkennen, daf die Matrix 2 = RTR schiefsymmetrisch sein
muf:
0 w3 —Ww2
2= RTR = —wz 0 w1 s ij = Zeijkwi , W; € R. (111)
Wy —Wiq 0 i

Diese Relation 148t sich invertieren, und man erhilt

1
w; = 5 Zeijkﬁjk . (112)
Jik
Wie wir gleich sehen werden, sind dies die raumfesten Komponenten eines
zeitabhéngigen Vektors w = Y e;w;, der die Drehachse von K’ relativ zu
i
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K beschreibt. Man nennt deshalb w die momentane Drehachse oder auch
momentane Winkelgeschwindigkeit. Da die Basen von K und K’ relativ zum
jeweils anderen System zeitabhéingig sind, verwenden wir zur Vermeidung von
Mifiverstandnissen die in Unterabschn. 1.1.1 eingefiihrte Schreibweise fiir die
zeitliche Ableitung eines Vektors a beziiglich K und K’ (siehe (1.3)). Damit
berechnen wir fiir einen beliebigen Vektor x

/ —_— !5 —_— / .. ¥ . » .. .
Dx = E eT; = E e; (R,]:z:] —|—szch>
i i,

_ E e E T . E e

= e;jt; + eyRi;Rijx; = Dx + erpf2y;x;

J k,i,j k,j
= Dx — E ererijwir; = D —wxx,
ki, j

und es folgt der

Satz 1.8: Satz von Coriolis

Sei w die momentane Winkelgeschwindigkeit eines relativ zum System K
rotierenden Systems K’ und Dz, D’z die zeitlichen Ableitungen eines Vek-
tors @ beziiglich K bzw. K’. Dann gilt

De=Dx—wxzx.

Hieraus folgt, dafl die Zeitableitung der Winkelgeschwindigkeit unabhéngig
vom Bezugssystem ist:

D'w=Duw .

Betrachten wir zum besseren Verstéindnis dieses Satzes den einfachen Fall,
dafl gilt: D'z = 0 = Dax = w X x. Vom Referenzsystem K aus gesehen
dndert sich der Vektor x in der Zeit 6t um dx = w x xdt. Dieser Vektor ist
zu w und x orthogonal. In K wird die Verdnderung von x also durch eine
(rechtshéndige) Rotation von & um den Betrag |w|dt um eine Achse parallel
zu w erreicht. Dies rechtfertigt fiir w den Namen ,momentane Winkelge-
schwindigkeit .

Bewegungsgleichung in beschleunigten Systemen. Wir kommen nun
zur allgemeinen Relativbewegung zweier Referenzsysteme K und K’ (siehe
Abb. 1.1), wobei wir fir K ein Inertialsystem voraussetzen. x(t) und z(t)
beschreiben die Ortsbahn eines Teilchens, wie sie von K bzw. K’ aus gesehen
wird. Ferner sei ¢ der Ursprung von K’ relativ zu K, so daf gilt:

z(t) = x(t) — xo(t) .
Nun gilt im Inertialsystem K die Newtonsche Gleichung
mD*x = F . (1.13)
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Um den entsprechenden Zusammenhang im Nicht-Inertialsystem K’ zu be-
stimmen, ziehen wir den Satz von Coriolis heran und rechnen wie folgt:

F
— = D%z = D’z + D%z,
m
= D(D'z+w x z)+ D’z
= D24 (D'w) x z+2w x D'z 4+ w x (w x 2) + D%z .

Hieraus 148t sich sofort die Bewegungsgleichung ablesen, die wir im beschleu-
nigten System K’ anstelle der einfachen Newtonschen Gleichung (1.13) anzu-
setzen haben:

Satz 1.9: Newtonsche Bewegungsgleichung
in beschleunigten Systemen

Beschreiben & und z die Teilchenbewegung im Inertialsystem K bzw. im
relativ zu K beschleunigten System K’, dann lauten die Bewegungsglei-
chungen in beiden Bezugssystemen

mD?z = F
mD?z = F+Fr+F,+ Fy + Fc ,

mit
Fr = —mD?%z, (Translationskraft)
Fy; = —mw X (w X 2) (Zentrifugalkraft)
F;, = —m(D'w) x z (Linearkraft)
Fc = —2mwxD'z (Coriolis-Kraft) .

Neben der urspriinglichen Kraft F' treten in beschleunigten Systemen al-
so vier zusétzliche Scheinkrdfte auf, von denen F'r von der translatorischen
Bewegung des Koordinatenursprungs &g und die anderen drei von der Rota-
tionsbewegung herriihren.

Galilei-Invarianz der Bewegungsgleichung. Mit Hilfe dieses Satzes kon-
nen wir nun den in Unterabschn. 1.1.2 qualitativ diskutierten Begriff des
Inertialsystems mathematisch genauer fassen. Nach dem zweiten Newton-
schen Axiom ist die Newtonsche Bewegungsgleichung in allen Inertialsyste-
men forminvariant. Dies ist offensichtlich gleichbedeutend mit der Forderung

D?zy=0, w=0,
weil dann alle Scheinkrifte verschwinden. Wir kénnen diese Bedingung im
allgemeinsten Fall erfiillen, indem wir setzen:

xo(t)=vt+q, R(t)=R, v,q,R = const .

Das heifit relativ zu K darf das System K’ konstant gedreht und verscho-
ben sein und sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegen. Ist iiberdies die
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Kraft F' nicht explizit zeitabhingig, dann darf zusétzlich der Zeitursprung
von K’ relativ zu K verschoben sein. Wie man sieht, fiithrt die Forderung nach
(bzw. die axiomatische Voraussetzung von) Forminvarianz der Newtonschen
Bewegungsgleichung wieder genau auf die in Unterabschn. 1.1.2 genannten
vier Punkte, durch die Inertialsysteme ausgezeichnet sind. Wir erhalten somit
den fundamentalen

Satz 1.10: Inertialsysteme und Galilei-Invarianz

Der Ubergang von einem Inertialsystem zu einem anderen wird durch die
Koordinatentransformationen

xT; —)ilf/i:Rij.’Ej -|—’Uzt+q1 9 t—)tlzt-l-to,
mit
R,v,q,tg =const , RRY =1, detR=1

vermittelt. Diese Transformationen bilden eine eigentliche orthochro-
ne 10-parametrige Lie-Gruppe, welche man die Gruppe der Galilei-
Transformationen nennt.

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen sind in allen Inertialsystemen
forminvariant. Man sagt auch: Die Newtonsche Mechanik ist galilei-
imwariant. In Inertialsystemen bewegen sich kriftefreie Korper geradlinig
gleichférmig.

Die Mechanik ist demnach nicht in der Lage, den Zustand der Ruhe von dem
der gleichférmigen Bewegung zu unterscheiden.

Es ist ein generelles Prinzip der Physik, nicht nur der klassischen Mecha-
nik, dafl eine Symmetrie mit einer Erhaltungsgrofie zusammenhéngt. Da die
Galilei-Gruppe durch 10 Parameter beschrieben wird, folgern wir, daf} die
Bewegung eines Systems von Teilchen bei Abwesenheit duflerer Kréfte durch
10 entsprechende Erhaltungsgrofien gekennzeichnet ist. Wie wir im néchsten
Unterabschnitt und in Unterabschn. 1.2.2 sehen werden, sind dies der Impuls,
der Drehimpuls, die Energie und die Schwerpunktsbewegung.

Absolute Zeit. Die Form der Galilei-Gruppe zeigt, dal der Zeit in der nicht-
relativistischen Mechanik eine besondere Bedeutung zukommt. Unter Galilei-
Transformationen bleiben Zeitabstéinde invariant; in diesem Sinne hat Zeit
einen absoluten Charakter. Dagegen ist der Abstand zweier Punkte, in de-
nen sich ein Teilchen aufgrund seiner Bewegung zu zwei verschiedenen Zeiten
aufhélt, in zwei unterschiedlichen Inertialsystemen nicht identisch, denn die
Geschwindigkeiten des Teilchens sind in beiden Systemen verschieden. Der
Ortsraum ist also in diesem Sinne nicht absolut.

Foucaultsches Pendel. Als Beispiel fiir den Umgang mit der Newtonschen
Bewegungsgleichung in beschleunigten Koordinatensystemen diskutieren wir
die von der Erdrotation hervorgerufene Drehung der Schwingungsebene ei-
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Abb. 1.2. Zur Festlegung des raum- und korperfesten Systems auf der Erdober-
flache

nes Pendels. Abbildung 1.2 legt die Achsen des Inertialsystems? K und des
relativ zu K beschleunigten (erdfesten) Systems K’ fest. Wir betrachten ein
mathematisches Pendel, das aus einem masselosen Seil der Lénge L besteht,
dessen oberes Ende frei drehbar aufgehéngt ist und an dessen unterem Ende
eine Punktmasse m befestigt ist. Der Koordinatentripel der Winkelgeschwin-
digkeit w in K’ lautet

0
w=w/| cosA | , w
sin A

Nach Satz 1.9 gilt

- 27
T 24n

mz = Fg(z) + Fp(z)
+F1(q)+ Fz(w,2) + Fr(w,2) + Fe(w, 2) ,

wobei die Koordinatentripel der Gravitationskraft F'¢ und Zentripetalkraft
Fp des Pendels in K’ gegeben sind durch

0 _ag
FG = —mg 0 ) FP = _ng )
1 Ss

mit den zunichst unbekannten Seilspannungen S und S;. Wegen w? < 1 und
w ~ 0 konnen Zentrifugal- und Linearkraft, F'y, F';,, vernachldssigt werden.
Die Translationskraft Fp wirkt in Richtung der z3-Achse und sorgt fiir eine
Abschwichung der Gravitationskraft auf der Erdoberfliche in Abhéingigkeit

3 Streng genommen ist dieses System natiirlich schon allein aufgrund seiner be-
schleunigten Bewegung um die Sonne kein Inertialsystem. Dies kénnen wir jedoch
fiir unsere Zwecke vernachlassigen.
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von der geographischen Breite; sie kann deshalb in der Konstanten g absor-
biert werden. Es verbleibt die zu l6sende Gleichung

mZ=Fg+ Fp(z) —2mw x 2

bzw.
mi = —%S — 2mw (23 cos A\ — £ 8in \)
mzo = —%S — 2mwZz1 sin A
mzZz = —mg + S3 + 2mwzi cos A .

Interessiert man sich nur fiir kleine Auslenkungen aus der vertikalen z3-
Richtung, dann gilt S ~ mg , 23 < 2o, und es folgt fiir die z;zo-Bewegung
des Pendels

hi=-7a + 2%, W =wsin A
. g 7.
Zo = — 29 —2W' 2 .

L

Die Parametrisierung
21(t) = up(t) cosw't + us(t) sinw't
29(t) = ua(t) cosw't — uy(t) sinw't
fithrt auf
1o e g e g _
cosw't (U1 + ZU1 +sinw't (us + ZUQ =0

— i+ Tu=0,i=1,2.
L

Dies sind die Bewegungsgleichungen eines einfachen Pendels mit den Losun-
gen

u;(t) = a;cos 2t + b;sin 2t , 2= % ,i1=1,2,
wobei die vier Integrationskonstanten ai, by, as, by iiber gewisse Anfangsbe-
dingungen festgelegt werden. Das Pendel schwingt also mit der Frequenz
2 = /g/L um seine Ruhelage, wihrend seine Schwingungsebene mit der
Frequenz ' = 27/24h - sin A rotiert. Dies fiihrt zu sog. Rosettenbahnen,
deren Form wesentlich von den Anfangsbedingungen abhéingt. Die linke Fi-
gur von Abb. 1.3 zeigt die Bahn fiir ein Pendel, das bei Maximalausschlag
losgelassen wurde. Bei der rechten Figur wurde das Pendel aus seiner Ru-
helage herausgestofien. Offensichtlich ist am Aquator (A = 0) die Rotation
der Erde mit Hilfe des Foucaultschen Pendels nicht nachweisbar. Dort be-
schreibt das Pendel unter obigen Nidherungen die gleiche Bahnkurve wie in
einem Inertialsystem, ndmlich eine Ellipse, gegeben durch die Parametrisie-
rung z;(t) = w;(t) , i =1,2.
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Abb. 1.3. Verschiedene Rosettenbahnen des Foucaultschen Pendels

1.1.5 N-Teilchensysteme

Wir erweitern nun unsere Betrachtungen auf Systeme, die aus vielen Mas-
senpunkten bestehen, und diskutieren insbesondere ihre kinematischen Ei-
genschaften. Man unterscheidet die auf ein solches System wirkenden Kréfte
wie folgt:

e Innere Krifte: Diese wirken nur zwischen den einzelnen Teilchen. Um die
nachfolgende Diskussion zu vereinfachen, nehmen wir an, daf§ die inneren
Krifte konservative und zentrale Zwei-Teilchenkrifte sind, die sich in der
Weise

Fij = Fij(z; — x;) = =V Vij(|lz; — z;])
aus Potentialen herleiten lassen.
o Aupere Krifte: Hiermit sind alle {ibrigen Kriifte gemeint, die von auflen auf

das System wirken. Sind keine dufleren Krifte vorhanden, dann nennen wir
das System abgeschlossen.

Unter diesen Voraussetzungen lauten die Newtonschen Bewegungsgleichun-
gen fiir ein N-Teilchensystem
mq;a;-i=ZF,»j+Fi,i:1,...,N. (1.14)
J#i
Bevor wir die zugehorigen kinematischen Groflen Impuls, Drehimpuls und

Energie untersuchen, bietet es sich an, den Begriff des Schwerpunktes ein-
zufithren. Er ist wie folgt definiert:

Definition: Schwerpunkt xg eines N-Teilchensystems

1N N
xs(t) = MZmlmz(t) , M= Zmi .
i=1 i=1
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Im Falle einer kontinuierlichen Massendichte p(x,t) gehen diese Gleichungen
iiber in

1
xzs(t) = M/a:p(ac,t)d?’x , M = /p(m,t)d%c = const .

Gesamtimpuls p und Schwerpunkt xg. Addieren wir die einzelnen Glei-
chungen in (1.14), dann heben sich die Beitriige der inneren Krifte aufgrund
des Prinzips ,,Actio=Reactio® auf, und wir erhalten

. . .. 1

p:Zpi :Zmzwz: §ZZ(F”+FW)+;F122F1 .
@ i J

Das heift der Gesamtimpuls p ergibt sich allein aus den dufleren Kréften.

Falls alle dufleren Krifte verschwinden, ist der Gesamtimpuls eine erhaltene
Grofle. Desweiteren gilt

MiS:pa

d.h. der Schwerpunkt bewegt sich so, als sei die gesamte Masse in ihm verei-
nigt und als ob alle &ufleren Krifte auf ihn einwirken. Im Falle abgeschlosse-
ner Systeme ergibt sich deshalb eine geradlinig gleichformige Bewegung des
Schwerpunktes.

Gesamtdrehimpuls | und Drehmoment N. Fiir den Gesamtdrehimpuls
und das Gesamtdrehmoment findet man

N = l:Zmiwi Xii = %Z(mi—mj) xFij—&—Zmi XFi .

g 2 = 0 fiir F;; zentral 4

Demnach ist auch der Gesamtdrehimpuls in einem abgeschlossenen System
erhalten. Zerlegen wir den Ortsvektor x; in den Schwerpunktsvektor xg und
in einen zum Schwerpunkt bezogenen Vektor mls, also ¢; = g + (Bis, dann
koénnen wir wegen Y m;x? = 0 fiir den Drehimpuls schreiben:

?
l = E:mwZ X &; = Zml(:cs + %) x (&g + &)
3 K3

= Zmi [(zs x @5) + (x5 x &) + (f x @g) + (2] x &7)]

= lS—FZ:ICZ»SXp? s lszmsxps .
i
Der Drehimpuls setzt sich also zusammen aus dem Drehimpuls des Schwer-
punktes, bezogen auf den Koordinatenursprung, plus der Summe der Teil-
chendrehimpulse, bezogen auf den Schwerpunkt xs.



22 1. Mechanik

Energie. Durch skalare Multiplikation von (1.14) mit &; und anschlieflender
Summation iiber alle ¢ erhdlt man

T R

% ,]

d .
— &(T'i_‘/innen) = ;wze 5

wobei
1 . 1
T= izmiw? 5 ‘/;nncn: iz‘/lj(|wl_w]|)
7 1,7

die gesamte kinetische bzw innere potentielle Energie bedeuten. Demnach ist
die Anderung der gesamten inneren Energie gleich der Leistung der duBeren
Krifte. Fiir abgeschlossene Systeme folgt hieraus direkt die Erhaltung der
Gesamtenergie. Sind andererseits die dufleren Krifte ebenfalls durch Poten-
tiale darstellbar, dann gilt

. dVauBen d
’LF’L = - —(T V;nnen Vau en) =0 y
Zw TR dt( + + Vaugen)

?

d.h. die totale Energie ist auch hier eine Erhaltungsgroie. Machen wir wieder
von der Aufteilung x; = x5 + x5 Gebrauch, dann 148t sich fiir die gesamte
kinetische Energie auch schreiben:

1 . 1 . . M . 1 9\ 2

Ahnlich wie beim Drehimpuls setzt sich diese zusammen aus der kinetischen
Energie des Schwerpunktes plus der kinetischen Energie der Bewegung des
Systems um den Schwerpunkt.

Satz 1.11: Erhaltungsgréfien
im abgeschlossenen N-Teilchensystem

Bei einem N-Teilchensystem, auf das keine dufleren Krifte wirken, gelten
folgende Erhaltungssétze:

P = const (Impulssatz)
Mag — tp = const (Schwerpunktsatz)

l = const (Drehimpulssatz)
E=T+V = const (Energiesatz) .

Das System besitzt somit 10 Erhaltungsgrofien, die den 10 Parametern der
Galilei-Gruppe entsprechen.
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Zusammenfassung

e Alle dynamischen Variablen eines Teilchens sind Funktionen seines
Orts- und Impulsvektors x, p.

Die zeitliche Entwicklung eines Teilchens in Inertialsystemen ist durch
die Newtonsche Gleichung F' = dp/dt determiniert, wobei F' der auf
das Teilchen einwirkende Kraftvektor ist.

Je nach Form der einwirkenden Kraft ergeben sich Erhaltungssétze fiir
gewisse dynamische Grofen.

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen sind galilei-invariant, d.h. sie
beziehen sich auf Inertialsysteme, die tiber Galilei-Transformatio-
nen miteinander verbunden sind. In beschleunigten (nichtinertialen) Be-
zugssystemen treten in den Bewegungsgleichungen zusétzliche Schein-
krifte auf, die aus der translatorischen und rotierenden Bewegung des
Koordinatensystems resultieren.

In abgeschlossenen Systemen sind der Gesamtimpuls, -drehimpuls und
die Gesamtenergie erhalten.

Anwendungen

1. Raketenproblem. Man betrachte eine Rakete, die in Abwesenheit dufe-
rer Kraftfelder geradlinig gleichférmig mit der Geschwindigkeit v relativ
zu einem Inertialsystem K fliegt. Thre Gesamtmasse setze sich zusammen
aus der Leermasse M, der Rakete und der Treibstoffmasse mg. Zum Zeit-
punkt t = 0 beginne die Rakete, Gas in Flugrichtung mit der Austrittsrate
a = dm/dt = const und der konstanten Geschwindigkeit w relativ zur Rakete
auszustoflen. Wann kommt die Rakete in K zum Stillstand?

Loésung. Die Masse der Rakete zur Zeit t ist

M(t):MO+m0—at.

Damit ergibt sich fiir ihren Impuls P:

P(t) = M(t)i(t) = P = M@ + Mi = (Mo + mg — at)# — i .

Fiir den Treibstoffimpuls p gilt

dp(t) = dm(t)[w + ()] = p = a(w + @) .

Da keine dufleren Krifte wirksam sind, gilt

F=P+p=0
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<— (Mo +my — at)i = —aw
#(t)

t
/d. / dt
e r = —Oow e —
MO—FTTLQ—Oét
v 0

. at
= &(t) —v=wln <1 i, +m0> .
Der Zeitpunkt ¢1, an dem die Rakete zum Stillstand kommt, @(¢;) = 0, ergibt
sich somit zu
g = Mot mo (1-e)
«
Da nur eine begrenzte Treibstoffmasse zur Verfiigung steht, mufl zusétzlich
gelten: mg > oty .
2. Gedampfter harmonischer Oszillator. Man betrachte eine eindimen-
sionale Feder, deren eine Ende fixiert und an deren anderem Ende eine Masse
m befestigt ist, welche auf einer Schiene entlanggleitet. Zusétzlich wirke auf
das Massenstiick eine Reibungskraft, die proportional zu seiner Geschwindig-
keit ist. Wie lauten die Newtonsche Bewegungsgleichung und ihre Lésungen?
Losung. Nach dem Hookeschen Gesetzist die Kraft, welche die Feder auf die
Masse ausiibt, proportional zur Auslenkung der Masse aus ihrer Ruhelage.
Legen wir den Ursprung unseres Koordinatensystems in den Ruhepunkt der
Masse, dann gilt fiir die Federkraft Fr bzw. fiir das Potential Vg

d k
Fr = —£Vp(x) , Vr(z) = §x2 , k>0, (1.15)
wobei k die Federkonstante ist. Fiir die Reibungskraft setzen wir an:
Fr=—ct,c>0,
mit ¢ als konstantem Reibungskoeffizienten. Die Bewegungsgleichung fiir das
vorliegende nichtkonservative Problem lautet
c k

mg'@:FF+FR:>:i+2fyi=+w3x:O,’y:f,wng- (1.16)
2m m

Zur Losung dieser Differentialgleichung des eindimensionalen gedimpften
harmonischen Oszillators bietet sich der Ansatz

x(t) = e f(t)

an, der, in (1.16) eingesetzt, zu folgender Bestimmungsgleichung fiir {2 und
die Funktion f fithrt:

F4fy+2102) + f(wg +2i72 - 2%) =0. (1.17)

Das Problem vereinfacht sich, wenn der letzte Klammerterm identisch ver-
schwindet. Dies konnen wir erreichen, indem wir setzen:

Do=iy+\/wi—~2.

Je nach dem Wert der Wurzel sind nun drei Félle zu unterscheiden:
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e Schwache Dampfung: w? > 7. Wir erhalten fiir f(t) = 1 zwei linear
unabhéngige Losungen von (1.16):

Zl(t) _ ef'yteiw't ’ $2(t) _ ef'ytefiw't 7 W = \/ﬂ

Die allgemeine reelle Losung lautet somit
z(t) =e " (acosw't + bsinw't) ,

wobei a und b zwei Integrationskonstanten sind, die durch Anfangsbedin-
gungen z.B. der Form x(0) = zy , #(0) = vy festgelegt werden.

e Starke Dampfung: w3 < ~2. Fiir f(t) = 1 ergeben sich wieder zwei
Losungen,

xl(t) = e_(’H_UJI)t ) x2(t) = e—(’y—w')t ) w/ = \/ 72 - w(% )

deren Linearkombination zu der allgemeinen Losung
x(t) = et (ae_“/t + be“’/t)
fiihrt.

e Kritische Déampfung: w? = 72. In diesem Fall erhilt man fiir f(t) = 1
die Losung

ri(t) =e .

Da nun auch der erste Klammerterm in (1.17) verschwindet, ergibt sich fiir
f(t) =t eine zweite Losung zu

wo(t) =te™ " .
Insgesamt folgt
z(t) =e "(a+bt) .
Abbildung 1.4 zeigt verschiedene Losungen in Abhéngigkeit von der Grofle
wd — 72, wobei iiberall die Anfangsbedingung z(0) = —i:(0) gewihlt wurde.
Ist keine Reibungskraft vorhanden, v = 0, dann reduziert sich (1.16) auf

die Gleichung des ungeddmpften harmonischen Oszillators, deren allgemeine
Losung nach dem Fall der schwachen Dampfung gegeben ist durch

z(t) = acoswot 4+ bsinwot .

Der harmonische Oszillator findet in vielen Problemen der Physik An-
wendung, da kleine Auslenkungen eines Systems aus dem Gleichgewicht
grundsétzlich durch harmonische Schwingungen beschrieben und damit auf
ein harmonisches Potential der Form (1.15) zuriickgefiithrt werden kénnen.

3. Erzwungene Schwingung des Oszillators. Man betrachte die Bewe-
gung eines geddmpften harmonischen Oszillators, dessen Schwingung durch
eine zeitabhiingige duflere Kraft f(t) erzwungen wird:

mi + 2ymi + mwiz = f(t) .
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z(t)

wg >’y2

[

Abb. 1.4. Verschiedene Losungstypen des geddmpften harmonischen Oszillators

Losung. Zur Losung dieses Problems verwenden wir die Methode der Green-
Funktionen, die uns insbesondere in der Elektrodynamik von besonderem
Nutzen sein wird. Demnach 148t sich die Losung fiir lineare inhomogene Glei-
chungen der obigen Art ganz allgemein mit

o(6) = shom(t) + [ G0V (V)

ansetzen. Tpem(t) ist die allgemeine Losung des homogenen Problems und
G(t,t") die Green-Funktion, die offenbar folgender Gleichung zu geniigen hat:
mG(t,t") + 2ymG(t,t") + mwiG(t, t') = 6(t' —t) . (1.18)

Sobald die Green-Funktion gefunden ist, kénnen wir mit ihr fiir jede Inho-
mogenitéit sofort die zugehorige Losung konstruieren. Nehmen wir nun die
Fourier-Zerlegung

1 ~ . ’
G(t,t) = —/d G(w)e@ =)
(1) = 7= [ awli(w)
oy i/ iw(t—t')
ot —t") = 5 dwe

vor und setzen diese Ausdriicke in (1.18) ein, dann folgt

~ 1 1
Gw) = —
) my/2r w? — 2iyw — w3
1 1

T 2 (w— iy + o) (w— iy — W)
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bzw.

eiw(tft')

G(t,t') = (1.19)

—— [ d .
2m w(w—i’y—i—w’)(w—i’y—w’)

Dieses Integral wertet man am besten mit Hilfe des Residuensatzes in der
komplexen w Ebene aus (siche Abb. 1.5), wobei folgende Punkte zu beachten
sind:

Im w

i’y+w’
L]

Re w

t<t

Abb. 1.5. Zur Festlegung des Integrationsweges bei der w-Integration in (1.19)

e Der Integrand von (1.19) besitzt in der oberen Halbebene zwei Pole 1.
Ordnung fiir w2 # 72 bzw. einen Pol 2. Ordnung fiir wZ = ~2.

e Fiir t — ¢ > 0 ist der obere Weg C zu wihlen, damit der Beitrag der
Kriimmung exponentiell geddmpft ist und somit im Limes R — oo ver-
schwindet. Entsprechend ist fiir ¢ — ¢’ < 0 der untere Weg C’ zu nehmen.

Fiir t—t' < 0 liefert die Integration somit keinen Beitrag, was im Einklang mit
dem Kausalitdtsprinzip steht, nach dem der Zustand eines Systems zur Zeit
t nur von der Vergangenheit (¢’ < t) beeinflufit werden kann. Fiir t —¢' > 0
erhalten wir:

e Schwache Dampfung: w3 > +2.

1 /
G(t,t) = We_wt_t ) sin[w'(t — )], w' = /w2 —~2 .

e Starke Dampfung: w3 < 2.

1 ’
G(t,t') = We*WH Vsinh[w/(t — )] , W' = /72 — w2 .
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e Kritische Déampfung: w3 = 2.

Gt 1) = Lot
m

1.2 Lagrange-Formalismus

In den bisherigen mechanischen Problemstellungen sind wir von den Newton-
schen Bewegungsgleichungen ausgegangen und haben daraus die physikalisch
relevanten Zusammenhénge abgeleitet. Voraussetzung fiir diese Vorgehens-
weise ist die Kenntnis aller auf das zu untersuchende System einwirkenden
Krifte. In vielen Fillen kann jedoch die Bestimmung dieser Krifte sehr auf-
wendig werden, insbesondere dann, wenn die Dynamik des Systems durch
Nebenbedingungen eingeschrinkt wird. Man betrachte z.B. ein Teilchen, daf3
sich unter dem Einflu8 der Schwerkraft entlang einer vorgegebenen Bahn (z.B.
Rutsche) bewegt. Hier miifite man die Einschrinkung der Bewegungsfreiheit
durch Zwangskrdifte beschreiben, die wiahrend des gesamten Bewegungsab-
laufes die Einhaltung der vorgeschriebenen Teilchenbahn garantieren. Des-
weiteren haben wir in Unterabschn. 1.1.4 gesehen, dafl die Giiltigkeit der
Newtonschen Axiome in Inertialsystemen (und eben nur in Inertialsystemen)
auch bedeutet, dal man recht komplizierte Formen der Bewegungsgleichun-
gen in beschleunigten Bezugssystemen erhélt.

In der Lagrangeschen Formulierung wird das Hindernis der Bestimmung
aller einwirkenden Kréfte elegant umgangen, indem physikalische Problem-
stellungen so umformuliert werden, daf§ die Zwangsbedingungen in den zu
l6senden Lagrange-Gleichungen nicht mehr vorkommen, sondern in geschickt
gewahlten Koordinaten absorbiert sind. Dariiber hinaus sind die Lagrange-
Gleichungen gerade so konstruiert, daf§ sie in allen Koordinatensystemen gel-
ten und somit wesentlich flexibler anzuwenden sind als die Newtonschen Glei-
chungen.

Die Herleitung der Lagrange-Gleichungen kann auf verschiedene Arten er-
folgen. Wir benutzen hier zunédchst das d’Alembertsche Prinzip der virtuellen
Verriickungen. Es besagt, dafl die Summe der Arbeiten der an einem System
angreifenden Zwangskrifte verschwindet. Im Anschlufl zeigen wir, wie man
den Lagrange-Formalismus auch aus dem Hamiltonschen Prinzip aufbauen
kann, einem Extremalitédtsprinzip, das auch iiber die klassische Mechanik hin-
aus von fundamentaler Bedeutung ist. Auf dem Weg dorthin wird es sich als
notwendig erweisen, eine Einfiihrung in die Konzepte der Variationsrechnung
zu geben.
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1.2.1 Zwangskrifte, d’Alembertsches Prinzip
und Lagrange-Gleichungen

Wir betrachten ein N-Teilchensystem, dessen Bewegung durch Zwangsbedin-
gungen eingeschrankt wird, so dafl weniger als 3N Freiheitsgrade vorhanden
sind. Man unterscheidet folgende Arten von Zwangsbedingungen:

e Holonome Zwangsbedingungen: Sie lassen sich in unabhéngigen Gleichun-
gen der Form

fe(xe,...,zn,t) =0, k=1,...,s (1.20)

darstellen. Beim Vorliegen s holonomer Zwangsbedingungen lassen sich die
3N Koordinaten der x; auf n = 3N — s unabhéngige generalisierte Koor-
dinaten q; reduzieren, die implizit die gegebenen Bedingungen enthalten:

wi:wi(ql,...,qn,t),z’:l,...,N,n:BN—s. (1.21)

e Nichtholonome Zwangsbedingungen: Sie erlauben keine Darstellung der
Form (1.20). Besitzt ein N-Teilchensystem aufler s holonomen zusétzlich r
nichtholonome Zwangsbedingungen, dann sind die generalisierten Koordi-
naten ¢; nicht mehr unabhéingig voneinander, sondern z.B. {iber Zwangs-
bedingungen in der nichtintegrablen, differentiellen Form

> aydg +apdt=0,1=1,...,r (1.22)
J

miteinander verkniipft.
e Rheonome Zwangsbedingungen: Sie sind explizit zeitabhéingig.
o Skleronome Zwangsbedingungen: Sie sind nicht explizit zeitabhéngig.

Im folgenden wollen wir uns bei nichtholonomen Zwangsbedingungen immer
auf den Spezialfall (1.22) beschrénken. Die weiteren Herleitungen sind dann
fiir holonome und nichtholonome Systeme in diesem Sinne giiltig.

Gleichung (1.21) entsprechend lautet die Geschwindigkeit des i-ten Mas-
senpunktes, ausgedriickt durch die generalisierten Koordinaten,

" 31‘1 " 3:131
ag; 7 " ot

dzi: :;bi(qlv"'7Q7LaQ17"'7q.nvt) ) (123)
J

=1
wobei die ¢; = dg;/dt als generalisierte Geschwindigkeiten bezeichnet werden.
Virtuelle Verriickungen und d’Alembertsches Prinzip. Unter einer
virtuellen Verriickung dx; versteht man eine infinitesimale Verschiebung des

i-ten Massenpunktes zu einer festen Zeit ¢ (dt = 0), die mit den vorgegebenen
holonomen und nichtholonomen Zwangsbedingungen vertréglich ist:

n
(9(12Z‘

qu

8qj , Y adg;=0,1=1,..7. (1.24)

j=1

(5331‘ =
Jj=1
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Diese Verriickung wird ,,virtuell“ genannt, um sie von einer reellen Verriickung
zu unterscheiden, die sich wihrend eines Zeitintervalls dt ereignet, in dem sich
die Krifte und Zwangsbedingungen édndern kénnen. Betrachten wir zunéchst
ein N-Teilchensystem im Gleichgewicht (m;&; = 0), dann gilt fiir die Summe
der virtuellen Verriickungen

N
> Fiw; =0, (1.25)
=1

wobei in dieser Summe sogar jeder Term einzeln verschwindet. Teilt man die
Krifte F'; in der Weise

F; = F® 4 F*

auf, wobei F'? die von auBlen angelegten Krifte bezeichnen und F% die
Zwangskréfte, welche fiir die Einhaltung der gegebenen Zwangsbedingungen
sorgen, dann wird (1.25) zu

> Fibwi+ Yy Fiow=0.

In vielen Féllen, z.B. bei Bewegungen auf Flachen oder Kurven, ist die
virtuelle Verriickung dx; senkrecht zur Zwangskraft F%, die auf den i-ten
Massenpunkt wirkt, so dafl von keiner Zwangskraft Arbeit verrichtet wird
(6x;F? = 0). Es gibt jedoch auch Beispiele dafiir, daf} die einzelnen Zwangs-
krafte durchaus Arbeit verrichten. Das Prinzip der virtuellen Arbeit sagt
nun aus, dal in jedem Fall die Summe der Arbeiten aller Zwangskrifte
verschwindet:*

Satz 1.12: Prinzip der virtuellen Arbeit
(Gleichgewichtsprinzip der Statik)

Ein N-Teilchensystem ist im Gleichgewicht, wenn die Summe der virtuellen
Arbeiten aller Zwangskrifte verschwindet:

N N
Y Fiz, =0= > Fix;=0.

=1 =1

Aus diesem Prinzip 148t sich nun durch einen Trick von d’Alembert ein
dhnliches Prinzip gewinnen, welches die allgemeine Bewegung eines Systems
umfafit: D’Alembert dachte sich das System mit den Bewegungsgleichungen
F; = p; als ein System im Gleichgewicht, mit den Kriften F'; und den sie
kompensierenden Gegenkréften —p,. Dadurch reduziert sich das dynamische
Problem auf ein Problem der Statik, und man erhilt

4 Dies gilt nicht mehr, wenn Reibungskrifte auftreten; wir miissen deshalb solche
Systeme aus unseren Betrachtungen herauslassen.
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Satz 1.13: D’Alembertsches Prinzip

N
Wegen (F; — p,;)ox; = (F2 + F? — p,)ox; =0 und Y FZ0x; = 0 folgt

i=1

N
Z —p;)ox; =0.

p=ll

Wie man sieht, sind die Zwangskrifte mittels dieses Prinzips eliminiert. Im
allgemeinen folgt das d’Alembertsche Prinzip nicht aus den Newtonschen Ge-
setzen, sondern kann als weiteres Axiom der klassischen Mechanik angesehen
werden; auf ihm baut der Lagrangesche Formalismus auf. Unter Beriicksich-
tigung von (1.24) folgt aus dem d’Alembertschen Prinzip die Gleichung

25% lz:mt |:dt < ) _m‘dtaqj} = ;Q](Sq] . (1.26)

Hierbel ist Q; die sog. generalisierte Kraft:

Definition: Generalisierte Kraft Q)

Da die g; nicht die Dimension einer Lénge haben miissen, besitzen die @); i.a.
nicht die Dimension einer Kraft. In jedem Fall ist aber das Produkt Q;dg;
eine Arbeit. Unter Ausnutzung der aus (1 23) folgenden Beziehungen

dq;  0q;  dt\"ag; )~ 2dt aqj At dg; | 0g;
geht (1.26) iiber in
- d aTr T
6. _——— — — - :O’n:?)N—S’ 127
; o (dt 9q;  0g; Q]) (1.27)
wobei

N
T:Z 11’12((]17~~~7QmQ17~~~,(Imt)

die gesamte kinetische Energie des Systems ist. Gleichung (1.27) beschreibt
die Zeitabhingigkeit der generalisierten Koordinaten g;. Dank des d’Alem-
bertschen Prinzips treten hier die Zwangskréifte nicht mehr explizit auf, son-
dern sind in den generalisierten Koordinaten verborgen.

Im Falle rein holonomer Zwangsbedingungen sind alle virtuellen Ver-
riickungen der generalisierten Koordinaten unabhéngig voneinander, so dafl
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jeder Klammerterm in der Summe (1.27) identisch Null gesetzt werden
kann. Wir wollen jedoch annehmen, dafl unser N-Teilchensystem s holono-
me Zwangsbedingungen und r nichtholonome Bedingungen der Form (1.22)
besitzt. Von den insgesamt n virtuellen Verriickungen dg; sind dann r iiber

ZagjéquO,lzl,...,r (dt =0)
j=1

voneinander abhéngig und die verbleibenden n — r Verriickungen voneinan-
der unabhingig. Um die Zahl der d¢; auf die der unabhéngigen Verriickun-
gen zu reduzieren, fithren wir die frei wiahlbaren Lagrange-Multiplikatoren Ay,
l=1,...,r ein. Im allgemeinen sind dies zeitabhéngige Funktionen, die zu-
dem von den generalisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten abhéingen.
Mit ihnen schreiben wir die letzte Beziehung um zu

Z&]j Z)\lalj =0. (1.28)
=1

j=1

Die Differenz der Gleichungen (1.27) und (1.28) ergibt

Fiir die unabhéngigen dg; lassen sich die entsprechenden Koeffizienten (Klam-
merterme) gleich Null setzen. Die Lagrange-Multiplikatoren kénnen wir so
wahlen, dal die Koeffizienten der abhéingigen Differentiale ebenfalls ver-
schwinden. Wir erhalten also insgesamt

dor orT

—— - — — Q- ) Na;=0,j=1,...,n. 1.29
waq, og ; = ! (29

Dies sind die Lagrange-Gleichungen I. Art. Fiir den Fall, daf} die dufleren

Krifte konservativ sind, ergibt sich

ov oV

F?:—VlVa:,,:I: :Q':_iai.: )
( 1 N) J 8%‘ 8(]]'

und es folgt der®

Satz 1.14: Lagrange-Gleichungen I. Art fiir konservative Krifte
mit s holonomen und r nichtholonomen Zwangsbedingungen

Die Lagrange-Funktion eines konservativen N-Teilchensystems ist gegeben
durch

® Man beachte, da (1.30) keine Bestimmungsgleichung (also keine Differential-
gleichung) fiir L darstellt. Diese Gleichung ist vielmehr ein Funktional, aus dem
man die Bestimmungsgleichungen fiir die generalisierten Koordinaten erhélt.
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N
L=T-V = § 2Zm12(q17'"7qnaQ17"'7QTl7t)_V(Q17"'7qn) °
=1

Aus ihr ergeben sich die Bewegungsgleichungen (Lagrange-Gleichungen) fiir
die generalisierten Koordinaten im Falle s holonomer und r nichtholonomer
Zwangsbedingungen zu

d oL 0L <
Sl S Nay; =0, j=1,....3N-s=n, (1.30)

Zaquj—i—altzo, l=1,...,r.

J=1

Die Lagrange-Gleichungen sind ein System gekoppelter gewthnlicher Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung fiir die Zeitabhingigkeit der generalisierten
Koordinaten. Zusammen mit den aus (1.22) stammenden r nichtholonomen
Zwangsbedingungen, die jetzt als Differentialgleichungen aufzufassen sind,
ergeben sich also insgesamt n + r Gleichungen fiir die n generalisierten Koor-
dinaten und die r Lagrange-Multiplikatoren. Im Falle rein holonomer Zwangs-
bedingungen reduziert sich Satz 1.14 auf n Lagrange-Gleichungen fiir die n
generalisierten Koordinaten:

Satz 1.15: Lagrange-Gleichungen II. Art fiir konservative Krifte
mit s holonomen Zwangsbedingungen

___—:07j:17...,3N_8:n-

Ein wichtiger Satz, dessen Beweis wir in Anwendung 4 fiihren, ist der folgen-
de:

Satz 1.16: Invarianz der Lagrange-Gleichungen
unter Koordinatentransformationen

Die Lagrange-Gleichungen sind forminvariant unter den Koordinatentrans-
formationen g — Q(q,t). Das heifit aus

___—:O7j:1,...,3N—$:n

folgt die Giiltigkeit der Lagrange-Gleichungen auch fiir
L(Q.Q.1) = L[g(Q.1),4(Q, Q. 1), 1] .
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Aquivalenz des Lagrange- und Newton-Formalismus. Bei Abwesen-
heit von Zwangsbedingungen muf} der Lagrange-Formalismus fiir ein N-Teil-
chensystem auf die Newtonschen Bewegungsgleichungen fithren. Wahlen wir
die kartesischen Koordinaten als generalisierte Koordinaten, ¢ = x, dann
sehen wir dies (in Vektornotation) wie folgt:

N
L:T—V:Z%:bf—V(:cl,...,wN,t)
=1

d
— Va:,L = —V%V =F;, &leL = m;x; .
Die Lagrange-Gleichungen lauten demnach

Interpretation der Lagrange-Multiplikatoren. Es steht uns frei, die
Zwangskréfte F'% als zusétzliche duflere Kréfte F' zu interpretieren, die so an-
gelegt werden, daf} sich die Bewegung des Systems nicht d&ndert. Die Zwangs-
bedingungen sind dann eliminiert, und wir erhalten die Lagrange-Gleichungen
AL 0L,
dt 8q] (9qj A
Ein Vergleich mit Satz 1.14 liefert

T
* .
Q; = E Aiagj
=1

d.h. die Lagrange-Multiplikatoren bestimmen die generalisierten Zwangs-
kréfte.

Generalisiertes Potential. Wie man anhand von (1.29) erkennt, bleiben
die Sédtze 1.14 und 1.15 auch dann giiltig, wenn sich die generalisierten Krafte
Q; durch ein generalisiertes Potential V(q1,...,¢n,d1;-..,dn,t) in folgender
Weise darstellen lassen:
oV dov
Q= “ o + a3t 0g,
Ein Beispiel fiir diesen Fall ist die geschwindigkeitsabhéingige Lorentz-Kraft

(1.31)

Qu(z,z,t) = F{(x,z,t) =q (E(m,t) + % X B(:c,t)) ,

welche die Bewegung eines Teilchens der Ladung ¢ in einem elektromagne-
tischen Feld E, B beschreibt (c=Lichtgeschwindigkeit). Man erhélt sie aus

(1.31) fiir
Ve, @,t) = qi(z, t) — %A(a:,t):b :

wobei die Skalar- und Vektorpotentiale ¢, A iiber
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B=VxA, E_—l%‘?—w

mit E und B verbunden sind (siehe Unterabschn. 2.2.1).

1.2.2 Erhaltungsséitze

In diesem Unterabschnitt betrachten wir Transformationen der verallgemei-
nerten Koordinaten, Geschwindigkeiten und der Zeit, welche die Lagrange-
Funktion invariant lassen oder auf eine dquivalente Lagrange-Funktion fithren.
Solche Transformationen nennt man Symmetrietransformationen. Nach ei-
nem Theorem von E. Noether (siehe Unterabschn. 2.8.3) ist jede Symmetrie-
eigenschaft eines Systems mit einem Erhaltungssatz verkniipft. Wir zeigen
dies hier anhand der uns aus Satz 1.11 bekannten Erhaltungsséiitze fiir ein
abgeschlossenes System von N Punktmassen mit der Lagrange-Funktion

L(x;, @;,t) Z -mx; =V, V= ZV|:I:Z—CEJ|).
i,
Erhaltung der Energie, Homogenitit der Zeit. Soll die Zeitverschie-
bung

t—t =t+t, dx;=06x; =0

eine Symmetrietransformation der Lagrange-Funktion sein, so mufl gelten:

oL oL
0L=1L r,t+ 0t) — L £, t)= —0t=0=—= — =0.
(., +6) — L(w,,0) = .
Ganz allgemein gilt aber fiir die Lagrange-Funktion (in Vektornotation)
dL 9oL
—_— = iV, L 2,V L .
T + T; Vg, L+ Zw Vi,

7

Unter Beriicksichtigung der Lagrange-Gleichungen
d
Vg, L ——=Vi L=0
dt
folgt daher
d oL
" <L Z wZVm1L> 5
Im vorhegenden Fall ist OL/0t = 0, so da8

Z iV, L — L = const .
Wegen
> @iVeL=> Ve T=> m;=2T
erhalten wir schliellich die Erhaltung der Gesamtenergie:
T+V =FE = const .
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Erhaltung des Gesamtimpulses, Homogenitit des Raumes. Betrach-
ten wir als néchstes die Transformation

T, — T, =x;+x, 6t=0.
Analog zur obigen Herleitung ergibt sich
0L = L(w; + 0a;, di,t) — L(wi, &, ) = 6T Y VL =0.

Da éx eine beliebige Verschiebung ist, folgt
d
;VmiL:0:> &;VQL:Ozp: Zpi = const .

Die Invarianz der Lagrange-Funktion unter Verschiebungen aller Teilchen um
dieselbe Strecke dx ist also gleichbedeutend mit der Erhaltung des Gesamt-
impulses des Systems.

Erhaltung des Gesamtdrehimpulses, Isotropie des Raumes. Damit
infinitesimale Drehungen der Form

ox;, =0pxx;, 0k; =0 xx;, 0t =0
Symmetrietransformationen sind, mufl gelten:

SL=Y 06x;Va L+ 6V L=0.
Dies fiihrt auf die Erhaltung des Gesamtdrehimpulses:

. . d
:>l:Zli:const.

Schwerpunktsatz, Invarianz unter gleichférmiger Bewegung. Im Fal-
le der Transformation

x; — T, =x; +vt, v=const, 6t =0

ergibt sich die transformierte Lagrange-Funktion zu
/ . v’
L:L+vzl:mza:z+721:mz

=4 (Mzxsv) + Lare? . (1.32)
dt 2

Nun sind zwei Lagrange-Funktionen, die sich nur um eine Konstante oder um

eine Zeitableitung einer reinen Zeitfunktion unterscheiden, dquivalent und

fithren auf dieselben Bewegungsgleichungen. Auf der anderen Seite kénnen

wir fiir 6L auch schreiben:
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SL=> (0a;Vy L+06&;Vs, L) = Y (vtp; +vp;)

% i

d
T ('Utzi:pZ) . (1.33)

Durch Vergleich von (1.32) und (1.33) erhalten wir somit den Schwerpunkt-
satz

Maxg —thi = const .

(3

Insgesamt sehen wir, dafl die hier betrachteten Symmetrietransformationen
gerade den 10 Erhaltungsgroien aus Satz 1.11 entsprechen.

Satz 1.17: Symmetrien und Erhaltungsséitze

Die Invarianz des Lagrange-Funktion unter einer Symmetrietransformation
ist stets gleichbedeutend mit einer Erhaltungsgrofe:

e Invarianz unter zeitlichen Translationen: Erhaltung der Gesamtenergie.

e Invarianz unter rdumlichen Translationen: Erhaltung des Gesamtimpul-
ses.

e Invarianz unter rdumlichen Drehungen: Erhaltung des Gesamtdrehim-
pulses.

e Invarianz unter gleichférmiger Bewegung: Schwerpunktsatz.

1.2.3 Hamilton-Prinzip und Wirkungsfunktional

Mit der Newtonschen Formulierung der Mechanik und dem auf dem d’Alem-
bertschen Prinzip aufbauenden Lagrange-Formalismus haben wir bereits zwei
Ansiitze zur Behandlung der Punktmechanik gefunden. In diesem Unterab-
schnitt formulieren wir ein weiteres Prinzip, das Hamilton-Prinzip, das eben-
falls als Ausgangspunkt der klassischen Mechanik betrachtet werden kann.
Desweiteren zeigen wir, dafl aus diesem Prinzip die uns bereits bekannten
Lagrange-Gleichungen II. Art folgen.

Wirkungsfunktional. Das Wirkungsfunktional ist definiert als Integral
iiber alle moglichen Bahnen, die ein gegebenes System von Massenpunkten
durchlaufen kann. Das Hamilton-Prinzip macht nun folgende Aussage iiber
die tatsdchliche Bahn, liangs derer die Bewegung des Systems verlaufen wird:
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Satz 1.18: Hamiltonsches Prinzip
fiir konservative holonome Systeme

Gegeben sei die Lagrange-Funktion L(q1, - .., Gn,q1,---,qn,t) = T—V eines
konservativen Systems mit holonomen Zwangsbedingungen. Seine Losun-
gen sind dadurch charakterisiert, dafl das zugehorige Wirkungsfunktional,
also das Zeitintegral der Lagrange-Funktion, lings der tatséchlichen Bahn
extremal wird:

Slq] = /dtL[q(t), q(t),t] — extremal .

Aquivalent hierzu ist die Bedingung, da8 die Variation der Wirkung, 89,
langs der tatsdchlichen Bahn verschwindet.

Offensichtlich beschreibt das Hamiltonsche Prinzip ein Optimierungsproblem,
bei dem es allerdings nicht, wie in der gewShnlichen Differentialrechnung, um
die Bestimmung von Extremstellen einer Funktion geht, sondern um das Auf-
finden von Funktionen selbst, fiir die ein gegebenes Funktional Extremwert-
eigenschaft annimmt. Fiir die weitere Diskussion des Hamiltonschen Prinzips
ist es daher notwendig, einige Elemente der Variationsrechnung zu behandeln.

Variationsproblem mit festen Endpunkten. Ein Beispiel fiir Variati-
onsprobleme ist die Brachystochrone, bei der die Form einer Kurve zwischen
zwei festen Punkten gefunden werden soll, auf der ein Massenpunkt unter
dem Einflu} der Schwerkraft reibungsfrei moglichst schnell den Endpunkt
erreicht (siche Anwendung 5). Es zeigt sich, dafl bei sehr vielen physikali-
schen Problemen dieser Art die allgemeine Struktur des zu optimierenden
Funktionals gegeben ist durch
x2
Sy, Yn] = /dxF(yh...,ymy’l,...,y;,m) , (1.34)
1
wobei F' nur von den Funktionen y;(z), deren ersten Ableitungen y/(z) sowie
der unabhéingigen Variablen x abhingt. Wir beschranken uns auf den Fall,
dafl die Endpunkte der aufzusuchenden Funktionen y; fixiert sind,
[z1,y(z1)] , [w2,y(22)] fest , y = (y1,--,9n)

und suchen nach einer Art Taylor-Entwicklung von (1.34). Hierzu variieren
wir die Funktionen y; durch Einfithren von Hilfsfunktionen h;, die an den
Endpunkten verschwinden:

y(x) — () = y(x) + 9y(z) , oy(z) = eh(z) , h(z1) = h(z2) =0.

Fiir beliebig kleine |e| liegen alle variierten Funktionen - in einer beliebig
kleinen Nachbarschaft von y, und wir kénnen schreiben:

Syl =Sy]+dS+...,
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mit

08 =

€ [ dz[AVLF (7,7, 2) + KW'V F(v,v 2)] _,

/ d /
dx h V,YF(’)/,V ,LU) - aVa/F(’Y,’Y 7£):|

= €

T2
z1
Z2

e=0

Z1
e [V F(, 7 2) )
T2

r d
e/dx h|V,F(y,y, z)— dey/F(y,y’,z)]

T
+E [hvy/F(ya y/a Z‘)]if .

Da die Hilfsfunktionen an den Endpunkten Null sind, verschwindet der letzte
Term. Sei nun y Extremale des Wirkungsfunktionals, dann ist 4.5 = 0, so daf3
der vorletzte Term ebenfalls verschwindet. Wir erhalten somit den

Satz 1.19: Variationsformel und Euler-Lagrange-Gleichungen
fiir feste Endpunkte

In der linearen Naherung variiert das Wirkungsintegral fiir feste Endpunkte
in der Weise

Sly + oyl =Sy +05+...,

mit

58 — / desy [VyF(y,y’,x) _ %vy/F(y,y’,x)

Hieraus folgen als notwendiges Kriterium fiir die Extremalitédt des Wir-
kungsfunktionals die Euler-Lagrange-Gleichungen (ELG):
OF(y,y',x) d 0F(y.y' )
0y; dx oy

=0,75=1,...,n.

Man beachte, daf} dieser Satz ein notwendiges aber nicht hinreichendes Kri-
terium fiir ein Extremum liefert (genau wie f’(z) = 0 in der gewdhnlichen
Differentialrechnung).

Offensichtlich sind die ELG mit den Lagrange-Gleichungen in Satz 1.15
fiir den rein holonomen Fall identisch, wenn F' durch die Lagrange-Funktion
L ersetzt wird und die Funktionen y;(x) als die generalisierten Koordinaten
g;(t) interpretiert werden. Wir haben also



40 1. Mechanik

Satz 1.20: Hamiltonsches Prinzip und Lagrange-Gleichungen
II. Art

Aus dem Hamilton-Prinzip folgt, dafi die tatsdchliche Bahn eines kon-
servativen Teilchensystems mit rein holonomen Zwangsbedingungen den
Lagrange-Gleichungen II. Art geniigt:

ta

d 0L L
S:/dtL—)extremal=> —a—_—a— =0
dt dg;  g;

t1

Es sei daran erinnert, dafl die Lagrange-Gleichungen unter Koordinatentrans-
formationen invariant sind. Demnach ist auch das Hamilton-Prinzip vom Ko-
ordinatensystem, in dem L ausgedriickt wird, unabhéngig. Desweiteren be-
achte man, dafl das Hamilton-Prinzip gegeniiber dem Lagrange-Formalismus
eigentlich keine neue Physik liefert. Es ist jedoch von iibergeordneter Bedeu-
tung, da es auch auflerhalb der Mechanik, insbesondere bei der Formulierung
moderner Feldtheorien, eine entscheidende Rolle spielt.

Aquivalenz des d’Alembert- und des Hamilton-Prinzips. Betrachten
wir ein holonomes System und dessen Bewegungsablauf in einem endlichen
Zeitintervall [t; : t2], dann kénnen wir das d’Alembertsche Prinzip wie folgt
umformen:

Z(F? — mlxz)éac, =0

- ;Zi:mi‘biéwi Z;F?&vwé;?ds? = 6W + 4T,

wobei 6T die virtuelle Anderung der kinetischen Energie bezeichnet. Integra-

tion dieser Beziehung im Intervall [t; : t3] liefert mit dx;(t2) = dx;(t1) =0
to

/ (OW +0T)dt =Y " m; [di(t2)0m;(t2) — ai(t1)0xi(t1)] = 0 .

i1 i

Beschrankt man sich auf den Spezialfall konservativer Kréfte, dann 148t sich
fiir die virtuelle Arbeit der eingepréigten Kréfte schreiben:

SW =Y Fisz;=—->» 6x,ViV(z1,...,an) =6V,

so daf} folgt:

to

to to
/(6W +6T)dt = /6(T —V)dt = /5Ldt ~0.
t1 ty

ty
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Da wir die Endpunkte nicht variieren, konnen wir die Variation vor das In-
tegral ziehen:

ta
(5/Ldt:(5S:O.
ty

Damit ist die Aquivalenz des d’Alembert- und Hamilton-Prinzips fiir konser-
vative holonome Systeme gezeigt.

Nichtkonservative Systeme mit holonomen Zwangsbedingungen.
Unter Benutzung der generalisierten Kréifte konnen wir das Hamiltonsche
Prinzip auch fiir den Fall eines nichtkonservativen Systems formulieren. Die
Stationaritétsforderung
to
0S8 = /dté(TJrW) =0,
ty
mit
N n
SW =Y Fiz; = Q;iq
i=1 j=1

und
- or dor
0T = 0q; ( — )
j; J 6%‘ dt an
fithrt dann sofort auf (1.27).

Aquivalente Lagrange-Funktionen, Eichtransformation. Man macht
sich leicht klar, dafl mit der Lagrange-Funktion L auch die Klasse der
Lagrange-Funktionen

d
L' =al + —F(q.t
al + - (g,t)

zu denselben stationéiren Bahnen fiihrt, denn die Addition der totalen Zeitab-
leitung einer skalaren Funktion F'(g,t) bedeutet lediglich die Addition eines
konstanten Terms in der neuen Wirkung S’:

to
d
S = /dt (aL + th(q,t)> = aS + Flq(t2), t2] — Flq(t1), 1]
t1
= aS + const .

Transformationen dieser Art, welche die Lagrange-Funktion derart verindern,
daf physikalische Resultate unveréindert bleiben, nennt man Eichtransforma-
tionen. Wir werden ihnen in der Elektrodynamik und Quantenmechanik wie-
der begegnen, wo sie (ebenso wie in der theoretischen Hochenergiephysik, die
allgemein als Fichtheorien formuliert werden) eine wesentliche Rolle spielen.
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Zusammenfassung

e Das d’Alembertsche Prinzip besagt, dal die gesamte, von den
Zwangskriiften verrichtete Arbeit verschwindet. Auf diesem Postulat
kann der Lagrange-Formalismus aufgebaut werden.

e Die Lagrange-Gleichungen sind ein System gekoppelter gewohnlicher
Differentialgleichungen 2. Ordnung. Sie beschreiben alternativ zur New-
tonschen Bewegungsgleichung die Dynamik eines mechanischen Systems,
wobei Zwangsbedingungen nicht mehr explizit auftreten, sondern in
geschickt gewihlten Koordinaten absorbiert sind. Hier treten die ge-
neralisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten als Paare von
Variablen auf.

e Die Lagrange-Gleichungen gelten in allen Koordinatensystemen.

e Die Erhaltungssétze der Mechanik sind eine Folge von Symmetrien des
mechanischen Systems.

e Die Lagrange-Gleichungen folgen aus dem Hamilton-Prinzip der ex-
tremalen Wirkung.

Anwendungen

4. Invarianz der Lagrange-Gleichung unter beliebigen Koordina-
tentransformationen. Man zeige, dafl die Lagrange-Gleichungen invariant
sind unter den Koordinatentransformationen

g — Qi = Qi(q, 1) .
Loésung. Es gilt

d 0L 0oL L :

aaql - 87(]1 =0 y i = %.(Qvt) y 4i = QZ(QaQat) .
Wegen

. 94(Q, 1) o Og;

q’_; 20, T 5
gilt

dg;  0q;

0Q;  0Q;

Ausgehend von der transformierten Lagrange-Funktion L(Q, Q, t) berechnen
wir nun die Lagrange-Gleichungen in den neuen Koordinaten. Dazu benotigen
wir:



Anwendungen 43

oL’ <8L aq]' oL 5'qj )
= — + =

0Q; ZJ: 0q; 0Q;  0q; 0Q;

oL’ BL aqj 0L 0g;

d or’ 0q; OL d ([ Jg;
dtoQ, Z dt (aqj> 0Q; Z dg; dt (
d oL oL Z(d oL 8L) dq;

7 dtoo, 0Q; atdq;  dq; ) 9Q;

oy (Lo iy oL
; dt an 8@1 8(]7
Hierbei verschwindet die erste Summe, denn es gelten die Lagrange-Gleichun-
gen in den alten Koordinaten. Die zweite Summe ist ebenso Null, weil

04; :Z 82% Ql—i- 82% :ia% .
0Q; 0Q;0Q 0Q;0t  dt 9Q;

5. Brachystochrone. Dies ist das Paradebeispiel der Variationsrechnung.
Zu bestimmen ist die Form der Bahnkurve zwischen zwei fixierten Punk-

ten, auf der ein Teilchen unter dem Einflul der Schwerkraft am schnellsten
reibungsfrei entlanggleitet.

Loésung. Wir legen das Koordinatensystem so, dafl Anfangs- und Endpunkt
durch die Koordinaten (0,h) und (a,0) gegeben sind. Der Ortsvektor des
Teilchens ist

=) = (yic(z)] ) ’

wobei y(z) die gesuchte Bahnkurve beschreibt. Zur Bestimmung des zu mi-
nimierenden Funktionals S nutzen wir die Energieerhaltung des Teilchens:
. m..
= 5@ =5 [1+y?@)] , V=mgy()

= E=T+V = %3’:2 [1+ y”(z)] + mgy(x) = mgh = const

dez  [2g9(h—y)
7 a \ 112

— T:/dt:S[y]:/dxF(y7ylvx) ) F(yay/7x):7
0

Zur Bestimmung der ELG benétigen wir folgende Ableitungen:
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oF 1 /1+y~
dy — 2y29 (h—y)*?
or _ 1 v
9 V29 /(+y2)(h—y)
dOF 1 y'(h—y)+ (1 +y?)
dwdy VI (1 +y?)(h -y
Es folgt
1
y'(h—y)=5(1+y").
Diese Gleichung, die nicht mehr von x abhéngt, ist l6sbar etwa mit Hilfe der
Substitution ' = p(y), ¥ = (dp/dy)p. Wir verfahren hier anders und nutzen
die folgende Identitét, die gilt, da F' nicht von x abhéngt:

oF A oF\_d (p oF
oy dx oy ) dx 4 oy )

Hieraus folgt entlang von Losungen der ELG

OF
H:y'a—y/—F:const.
Wir werden diesen Zusammenhang im néchsten Abschnitt als Erhaltung der
Hamilton-Funktion wiederfinden. Somit ergibt sich

1 1

> = ¢ = const
(L+y?)(h—y)
dy e—(h—1y) 1
— h—y ’672902
y(z) b
-y
- r=- dyy| ———— .
h/ \/e—(h—y)

Mit der Substitution
y=h—esin? ) = dy = —2esin ) cos 1hdy
folgt

P
x:2e/dwsin2¢:e(w—;sin2w> .
0

Insgesamt erhalten wir als Losung eine Parametrisierung [z (), y(¢)] von Zy-
kloiden mit einem freien Parameter e, der iiber die Bedingung y(z = a) =0
zu fixieren ist. Abbildung 1.6 zeigt die drei moglichen Losungstypen in
Abhiingigkeit vom Verhéltnis a/h.
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Abb. 1.6. Verschiedene Losungstypen des Brachystochrone-Problems

6. Mathematisches Doppelpendel. Ein ebenes mathematisches Dop-
pelpendel mit den Stangenlingen l; = [ = [ und den Punktmassen
my1 = mg = m bewege sich reibungsfrei unter dem Einflufl der Schwerkraft
(Abb. 1.7). Man bestimme die Schwingungsfrequenzen fiir kleine Auslenkun-
gen aus der Vertikalen.

Loésung. Die Ortsvektoren der Massenpunkte, ausgedriickt durch die gene-
ralisierten Koordinaten ¢ und 6, sind gegeben durch

cos p(t) cos p(t) + cos (t)
xi(t) =1 (Sinz(t) ) s xa(t) =1 ( sini(t) +sin 6(t) ) ’

Die rein holonomen Zwangsbedingungen des Systems,
i —12=0, (xp —x,)?—1>=0,

sind somit vollsténdig beriicksichtigt. Fiir die kinetische und potentielle Ener-
gie ergibt sich

T=T1+T,= %12 [2¢2 + 62 + 2¢0(cos ¢ cos 0 + sin @ sin 0)
V=V1+4+Vy=—-mgl(2cos¢ + cosb) .

Die Lagrange-Funktion lautet demnach
L=T-V= %lz [2¢2 + 62 + 20 cos(p — 9)} + mgl(2 cos ¢ + cosb) .

Die Lagrange-Gleichungen ergeben sich aus folgenden Ableitungen:
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Abb. 1.7. Zweidimensionales mathematisches Doppelpendel

oL = —mil?@Osin(p — 0) — 2mglsin g

O

a—lf = 2mi%p + mi?6 cos(p — 0)

9p
ia—L = 2mi%@ + mi6 cos(p — 0) — mI?0(p — 0) sin(p — 6)
dt 0¢

% = mi?pfsin(p — 0) — mglsin b

oL .

— = ml?*0 +mi*pcos(p — 0

% p cos(p — 0)
%g—z = ml%0 + ml>¢ cos(p — 0) — mi*p(p — 0) sin(p — 6)

2@ + 16 cos(p — 0) + 10%sin(p — ) = —2gsing
2 ..
10+ lpcos(p — 0) — lp?sin(¢p — 0) = —gsinf .

Da wir nur kleine Auslenkungen betrachten wollen, gilt cos(p —0) ~ 1,
sing ~ ¢, ¢% 0% < 1, und es folgt

20+ 6 = ~27¢

i+¢=-20.

Der Losungsansatz

plt) = ae', O(t) = e’
fiihrt zu
(2% — 2w2> a—w?B =0
—wla + (%fcﬂ)ﬁ =0.
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Damit dieses lineare Gleichungssystem in a und ( nichttriviale Lésungen

besitzt, muf} die Koeffizientendeterminante verschwinden:
g 2 2
2= — 2w —w
2 g
! g :ozwmzj(zi\/i).
—w S —w

l

Setzt man dieses Ergebnis in obiges Gleichungssystem ein, so ergibt sich:

2+V2) = f=—V2a
2-V2) = 3=V2a.

1.

N\‘Q N\b

Das heiBt im ersten Fall ist w = 1/4(2+ v/2), und die Pendel schwin-
gen entgegengesetzt, wihrend im zweiten Fall die Pendel mit der Frequenz
w=4/9(2 - v/2) in gleicher Richtung schwingen.

7. Kleine Schwingungen und Normalmoden. In dieser Anwendung
wird der allgemeinere mathematische Rahmen der Anwendung 6 aufgezeigt.

Man entwickle einen Formalismus zur Losung gekoppelter Schwingungen, die
durch Lagrange-Funktionen der Form

L=1(q.q)=T(g.9) —V(q) (1.35)

beschrieben werden, in denen das Potential nur von den Koordinaten abhéngt.
Dazu beachte man, daf3 die kinetische Energie ganz allgemein als

o1 ..
T =c(q.t) + Y _bila. )i+ 5 Y ai(a,)dd;  asj = ajs

geschrieben werden kann, was durch Quadrieren von (1.23) ersichtlich wird.
Sind die Gleichungen zwischen ¢; und x; zeitunabhéngig, dann ist die kine-
tische Energie eine homogene quadratische Form

1 .
T = 3 Zaij(q)Qin : (1.36)

Mit diesem Ausdruck suche man nach einer Bedingung fiir den Gleichge-
wichtszustand, leite hieraus die Lagrange-Gleichungen fiir kleine Auslenkun-
gen aus der Gleichgewichtslage her und bestimme die zugehorigen Figenmo-
den.

Losung. Aus (1.35) und (1.36) folgen die Lagrange-Gleichungen

aa’“ 'zqg + Z aifi — Z 8% 6;/ 0.

2%
Hieraus ergeben sich fiir ein System im Gleichgewicht (¢; = §¢; = 0) die
Gleichgewichtsbedingungen
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oV
9q;

:0’

qo

d.h. die potentielle Energie muf} in gy stationir sein.® Der Einfachheit halber
nehmen wir an, daf} gilt: go = 0 und entwickeln das Potential sowie die
kinetische Energie in der Weise

ov
Vig) = V(0)+ ) T
4 1)

=0

. 1 ..
T(q,q) ~ 5 E aij(O)Qin .
%]

1 o2V
Gi+5) 5| 4%
2 ; 8qz—6'qj 0 J

Das System wird demnach in der Néhe seiner Gleichgewichtslage durch die
Lagrange-Funktion
1 .. 1
L=T-V= 3 ZAijQin 3 ZBijQin -V(0),
2% (2¥]
mit
0%V
Aij = aij(0) , Bij = o——
J J( ) J aQian o

beschrieben, woraus man folgende Lagrange-Gleichungen erhélt:
> Apidii+ > Brigi =0 .
i i

Beschrianken wir uns auf Eigenschwingungen, bei denen alle ¢; mit derselben
Frequenz w schwingen, dann lassen sich diese Gleichungen durch den Ansatz

q;(t) = Qe
in die zeitunabhéingige Figenwertgleichung
(B-XA)Q =0, \=0uw? (1.37)

iiberfithren, welche nur dann nichttriviale Losungen besitzt, wenn die zu-
gehorige Koeflizientendeterminante verschwindet:

det(B—XA4)=0.

Diese Gleichung bestimmt die moglichen Figenfrequenzen w des Problems
und — iiber (1.37) — die zugehorigen Eigenvektoren Q. Fassen wir die normier-
ten Eigenvektoren als Spalten einer (orthogonalen) Transformationsmatrix D
auf, dann kann man zeigen, daf} gilt:

5 Genauer gesagt: Das Potential muf in go ein lokales Minimum besitzen, damit
das System dort im stabilen Gleichgewicht ist.
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A 0
DTBD = , DTAD =T .
0 An

Das heifit D erzeugt eine Hauptachsentransformation, die zur gleichzeitigen
Diagonalisierung der Matrizen A und B und somit zur Diagonalisierung der
Lagrange-Funktion

1o, 1
L= 5qTAq — §qTBq —V(0)
fithrt.

1.3 Hamilton-Formalismus

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Hamiltonschen Formulie-
rung der Mechanik und ergénzen somit den Newtonschen Zugang aus Abschn.
1.1 und den Lagrangeschen Zugang aus Abschn. 1.2 um ein weiteres &dqui-
valentes Konzept zur Beschreibung mechanischer Systeme. Der Hamilton-
Formalismus ist insofern gegeniiber den anderen beiden Zugingen ausgezeich-
net, als daf} er einen engen formalen Zusammenhang zwischen der klassischen
Mechanik und der Quantenmechanik erkennen la8t. In der Tat basiert die
Quantenmechanik (und auch die statistische Physik) grofitenteils auf dem
Hamiltonschen Formalismus.

Wir beginnen mit der Herleitung der Hamiltonschen Bewegungsgleichun-
gen, die im Gegensatz zu den Newtonschen und Lagrangeschen Gleichungen
Differentialgleichungen 1. Ordnung sind. Im Anschluf} diskutieren wir einige
Erhaltungssétze und fiithren die Notation der Poisson-Klammern ein, durch
die die formale Verwandtschaft von klassischer Mechanik und Quantenmecha-
nik besonders deutlich wird. Desweiteren beschéftigen wir uns mit kanoni-
schen Transformationen. Dies fiihrt uns auf die Hamilton-Jacobi-Gleichung,
die eine spezielle kanonische Transformation definiert, bei der alle transfor-
mierten Koordinaten und Impulse erhalten sind.

1.3.1 Hamiltonsche Gleichungen

Die Lagrange-Funktion L fiihrt zu Bewegungsgleichungen, in denen die ge-
neralisierten Koordinaten g; sowie deren Geschwindigkeiten ¢; als Paare von
Variablen auftreten. Die Hamiltonsche Theorie verwendet als gleichberech-
tigte Variablenpaare die generalisierten Koordinaten zusammen mit ihren
generalisierten Impulsen, die wie folgt definiert sind:

Definition: Generalisierter Impuls p;

oL

b = B_Qj : (1.38)
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Diese Definition bildet implizite Gleichungen fiir die ¢;, ausgedriickt durch
die Groen g;, pj, t:

4j = 4j(q1s- - qnsP1s- - Pnst) -

Wir beschrinken uns auf den Fall, dal alle Zwangsbedingungen durch
s = 3N — n holonome Bedingungen gegeben sind. Um die Variablentrans-
formation

. oL
L(qi7Qiat) — H <QU aq,t)

durchzufiihren, benutzen wir die Legendre-Transformation
n
H= H(Qla <o dnsP1y - 7pnvt) = vafh - L

und bilden unter Beriicksichtigung von (1.38) die Ableitungen

OH " 9 0L 0g; .
7:%_'_2]% q Z q_j

Op; p ap] 9q; Op;
OH ~ 0 oL dg oL .
dqj ;p’ dq; Z 94 0q;  0q;

Es folgt der

Satz 1.21: Hamilton-Gleichungen
fiir s holonome Zwangsbedingungen

Die Hamilton-Funktion eines N-Teilchensystems mit jeweils n generalisier-
ten Koordinaten und Impulsen ist gegeben durch

n
H = sz(h - L((Ih ooy QnyP1y .- 7pn7t) °
Aus ihr ergeben sich die Bewegungsgleichungen (Hamilton-Gleichungen) fiir

die generalisierten Koordinaten und Impulse im Falle s holonomer Zwangs-
bedingungen zu

%:q'j, g—g:—pj,jzl,...,SN—s:n.
Weiterhin gilt
oL OH
ot ot

Dies sind die grundlegenden Bewegungsgleichungen in der Hamiltonschen
Formulierung der Mechanik. Man nennt sie auch die kanonischen Glei-
chungen. Sie bilden ein System von 2n gewohnlichen Differentialgleichungen



1.3 Hamilton-Formalismus 51

1. Ordnung fiir die n generalisierten Koordinaten und deren Impulse. Fiir
ein System aus N Teilchen mit n = 3N — s Freiheitsgraden beschreiben
die kanonischen Gleichungen die Bewegung des Systems in einem abstrak-
ten 2n-dimensionalen Raum, dem Phasenraum, der von den generalisierten
Koordinaten und Impulsen aufgespannt wird. Die folgende Tabelle stellt die
Resultate der Lagrangeschen Theorie denen des Hamilton-Formalismus ge-
geniiber:

Formulierung  Variablen Funktion Gleichungen
. d OL 0L
Lagrangesche (g, 4;) L=T-V q0g, 9 =
OH OH
Hamiltonsch . H = g — I == =g . = = _p.
amiltonsche  (g;,p;) Zi:pth Op; qj g pj

1.3.2 Erhaltungssétze
Aus den Hamilton-Gleichungen ergeben sich folgende Erhaltungssétze:

Satz 1.22: Impulserhaltung

Hingt H nicht explizit von einer generalisierten Koordinate g; ab, so ist
der zugehorige Impuls p; eine zeitlich erhaltene Grofie:

on
dq;

Man nennt solch eine Koordinate zyklisch.

= 0= p; = const .

Differenziert man die Hamilton-Funktion nach der Zeit,

dH <~ [(0H  0H OH
it =2 (o0, o) 1
dann ergibt sich unter Verwendung der Hamilton-Gleichungen
dH OH
dat oot
Hieraus folgt der

Satz 1.23: Erhaltung der Hamilton-Funktion

Héangt H (bzw. L) nicht explizit von ¢ ab, dann ist H entlang von Losungen
der Hamilton-Gleichungen (bzw. der zugehorigen Lagrange-Gleichungen)
konstant: >
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a—H:O:>H=const.

ot
Energieerhaltung und Interpretation der Hamilton-Funktion. Die
Erhaltung der Hamilton-Funktion 148t sich fiir den Fall skleronomer und ho-
lonomer Zwangsbedingungen, ; = x;(q1, ..., qn), mit konservativen duleren
Kriften (0V/0¢; = 0) als Energieerhaltung verstehen. In diesem Fall gilt
namlich

_oL_or
Pi= 3¢ ~ Bq;
und
N om N o & Oxz; Ox "
T — Mo 2 e (i) =2T
; 2% zz:; 2 kl:laq 9q - ;aj%

Damit folgt

" 0L " T
H:Zf q'j—L=§ —¢ —L=2T—(T-V)=T+V=FE.
j—lan j qu

Satz 1.24: Energieerhaltung

Fiir holonome und nicht explizit zeitabhéngige Systeme ist die Hamilton-
Funktion identisch mit der Gesamtenergie und eine Erhaltungsgrofe:

H(q,p)=T+V = E = const .

Vollstidndige mechanische Information. In der Newtonschen Mechanik
haben wir festgestellt, dal alle dynamischen Variablen eines Systems Funk-
tionen des Orts- und Impulsvektors sind. In der Lagrangeschen Theorie gin-
gen wir iiber zu dem n-dimensionalen Raum der generalisierten Koordinaten
(Konfigurationsraum). Im Zusammenhang mit der Hamiltonschen Theorie
sehen wir nun, dafl die Bewegung des Systems ebenso durch die kanonisch
konjugierten Variablen g und p beschrieben werden kann, also durch Punkte
im Phasenraum bzw. in dem durch die Zeit ¢ erweiterten Phasenraum. Der
Zustand eines mechanischen Systems ist dann durch Angabe der konjugierten
Variablen zu einem bestimmten Zeitpunkt und durch eine zeitliche Evoluti-
onsvorschrift fiir das System eindeutig bestimmt. Da sich der Zustand des Sy-
stems zu einem spéteren Zeitpunkt eindeutig aus einem fritheren Zustand er-
gibt, mufl der Evolutionsprozefl des Systems durch eine Differentialgleichung
1. Ordnung in der Zeit beschrieben werden. Die Hamiltonschen Gleichungen
sind gerade von dieser Form. Dagegen sind die Lagrange-Gleichungen Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung in der Zeit, so dafl zur eindeutigen Spezifika-
tion eines Zustandes fiir jede generalisierte Koordinate jeweils zwei Anfangs-
werte, z.B. g;(to) und ¢;(to), notwendig sind. Der Vorteil der kanonischen
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Beschreibung besteht also darin, dafl sich der Zustand des Systems eindeutig
bestimmen 148t, sobald die kanonischen Variablen zu einem Zeitpunkt be-
kannt sind. Fassen wir die kanonischen Variablen zu einem Punkt 7 im Pha-
senraum zusammen, dann wird die Zustandsentwicklung eines mechanischen
Systems grundsitzlich durch eine geeignete Funktion F[r(t),t] beschrieben,
fiir die gilt: 7(¢) = F[n(t),t].

1.3.3 Poisson-Klammer

Da sich jede mechanische Grofle F' als Funktion der konjugierten Variablen
und der Zeit schreiben 148t, konnen wir folgende Bewegungsgleichung auf-
stellen:

dF oF . oF oF
F=F(q,pt) = Fr Z (%Qi'f'apipz') t 50

_Z(aFaH 6F8H> OF

i

- - . 1.
0q; Op; Op; 0g; ot ( 39)

Diese Formel a8t sich mit Hilfe der folgenden Definition etwas einfacher
schreiben:

Definition: Poisson-Klammer

Fiir mindestens einmal differenzierbare Funktionen F und G in den Va-
riablen « und y definieren wir die folgende Abbildung, genannt Poisson-
Klammer:

{F.GYay =D (8F oG OF aG) : (1.40)

Oz; Oy; Jy; Ox;

Sie besitzt folgende Eigenschaften:
o Antikommutativitit: {F,G} = —{G, F}.
e Linearitdt und Distributivitét:

{aFl +/8F27G}:a{F17G}+ﬂ{F2aG} :

o Identitaten:
{F, GlGQ} = {F, Gl} Gy + Gy {F, GQ}
{FAG,J}} +{G,{J, F}} + {J.{F,G}} =0 (Jacobi-Identitit) .

Mit dieser Schreibweise geht (1.39) iiber in
dF OF
S _FH o
dt gy + ot

und es folgt der
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Satz 1.25: Bewegungsgleichung, Erhaltungsgréflien
und Poisson-Theorem

Die Bewegungsgleichung fiir eine mechanische Grofie F (g, p,t) lautet

dF 8F

Ist F eine Erhaltungsgrofie, dF/dt = 0, und zudem nicht explizit
zeitabhéangig, so gilt

{F,H} =
Der Umkehrschlufl gilt ebenso. Sind weiterhin F' und G zwei solche Erhal-

tungsgrofen, dann ist auch {F, G} eine Erhaltungsgrofie. Dies ist das
Poisson-Theorem. Es folgt aus der Jacobl Identitét.

Beachten wir, daf die ¢; und p; unabhéngige Variablen sind,

9 _ o Opi _ . Oai _ Opi _

aq] 1] 8p] 1] apj aq] bl
dann koénnen wir (1.40) auch auf sie anwenden, und es folgen die kanonischen
Gleichungen in der neuen Schreibweise:

¢ =A{qi.H},, » pi=1{pi,H},, -

Ebenso findet man fiir die Poisson-Klammern der Impulse und Koordinaten

{60k} g p = 0i » {@is Gk} g p = PisPE}gp =0 - (1.41)

Hamilton-Theorie und Quantenmechanik. Die algebraischen FEigen-
schaften der Poisson-Klammer stellen die Grundlage fiir deren Verwendung
bzw. Ubertragung in die Quantenmechanik dar. Dort werden physikalische
Groflen durch lineare hermitesche Operatoren beschrieben, und die Poisson-
Klammer wird durch den Kommutator ersetzt, der alle algebraischen Eigen-
schaften der Poisson-Klammer besitzt:

{F,G} — —ih[F,G] = —ih(FG — GF) .

Man kann in der Tat die Mechanik und Quantenmechanik als zwei verschie-
dene Realisierungen der algebraischen Struktur auffassen, welche die Poisson-
Klammer definieren. Ein Beispiel fiir dieses Korrespondenzprinzip ist die in
der Quantenmechanik geltende Heisenbergsche Bewegungsgleichung

dF oF
lhdi [F,H}"'E 5

die sich aus der in Satz 1.25 stehenden Bewegungsgleichung durch die obige
Ersetzung ergibt.
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1.3.4 Kanonische Transformationen

Nachdem wir den formalen Aufbau der Hamiltonschen Theorie erarbeitet
haben, wollen wir uns nun der Frage widmen, ob es Transformationen gibt,
welche die kanonischen Gleichungen invariant lassen, und ob es moglich ist,
einen speziellen Satz von Transformationen zu finden, die die Hamiltonschen
Gleichungen besonders vereinfachen. Man denke etwa an eine Transforma-
tion, welche die Hamilton-Funktion in eine Funktion transformiert, die nur
noch von Impulsen abhéngt (néchster Unterabschnitt). In diesem Fall wiren
alle Koordinaten zyklisch, d.h. sémtliche Impulse wéren in dieser Darstellung
Invarianten der Bewegung. Wir definieren zunéchst:

Definition: Kanonische Transformation

Eine Koordinatentransformation

heilt kanonisch, wenn die Form der zugehorigen kanonischen Gleichungen
erhalten bleibt:

. oH . OH
H=H(q,p.t): 4

~op pi__aqi
4 A
_om . oM

I A Te P

H =H(Q,P,t): Qs

Notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer kanonischen Transformation
ist, daf fiir die alte und neue Hamilton-Funktion das Hamilton-Prinzip gilt,
d.h.

to to
5/ (qui—H(q,nt)) dt:é/ (ZPZ-Qi—H’(Q,Rt)) dt =0

bzw

5/2 [Z (pi(ji _ PZ-Qi) +(H — H)] dt=0.

Sehen wir von der trivialen Moglichkeit ab, dal die Transformation nur in
der Multiplikation von H und p; mit einer Konstanten besteht, dann kann
der Unterschied zwischen den Integranden in der alten und neuen Wirkung
nur eine totale Zeitableitung dF'/d¢ sein. Wir kénnen daher schreiben:

dF =3 (pidg; — PdQs) + (H' — H)dt . (1.42)

K2

Man nennt die Funktion F' die Frzeugende der kanonischen Transformation.
Sie ist eine Funktion der 4n 4 1 Variablen q, p, Q, P und ¢, von denen
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allerdings 2n iiber obige Transformationsgleichungen voneinander abhéngig
sind und zugunsten von 2n + 1 unabhéngigen Variablen eliminiert werden
konnen. F' kann deshalb eine der folgenden Abhingigkeiten annehmen:

Fi(q,Q.1) , F2(q,P,t), F5(Q,p.t), Fu(p,P,1) . (1.43)
Offensichtlich ist (1.42) gerade das totale Differential von

Fi =Fi(q,Q,t) = Z(piQi - PQ;)+H —H,

K3
woraus sofort folgt:

, oF oF, oF,

H =H+ B , Pi = 34 , P = 90, -
Mit Hilfe der letzten beiden Beziehungen lassen sich die g; und p; als Funk-
tionen der neuen Variablen ausdriicken: ¢; = ¢;(Q, P,t), p; = p:(Q, P,1t).
Diese Ausdriicke, in die rechte Seite der ersten Gleichung eingesetzt, ergeben
dann die transformierte Hamilton-Funktion in den neuen Koordinaten.

Alle weiteren, in (1.43) angegebenen Abhéingigkeiten ergeben sich durch
Legendre-Transformationen von F;. Man erhilt fiir F5 die Relationen

d <F1 + ZQiR) = (pidgi + QudPy) + (H' — H)dt

?

:>F2:F2(qapat):Fl+ZPzQz

g gy, 05

| _0F,
at VT g, -

oP;

7Qi

(1.44)

und fiir F3

d <F1 - Z%‘I%’) = - Z (¢idp; + P,dQ;) + (H' — H)dt

3

— F3=F3(Q,p,t) =F1 — > piai

3F3 5F3 aFB
H=H+2- ¢g=—2> P =—
= T T g, 90,

und schlie3lich fiir Fy

d (Fl ~> aipi +ZPiQi> == (qidp; — QidP;) + (H' — H)dt

7

= [y = Fy(p, P, t)=F — ZpiQi + ZPiQi
i :
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8F4 o 3F4 8F4

J1 A TR S T
= Yo 4T g YT o

Wir sehen also, dafl es vier verschiedene Typen von kanonischen Transfor-
mationen gibt, deren Erzeugende jeweils von anderen 2n + 1 unabhéngigen
Variablen abhéngen. In der Praxis ist es oftmals nicht so einfach, die rich-
tige Erzeugende zu finden, die zu einer Vereinfachung des Problems fiihrt.
Dies gelingt meistens nur bei solchen Problemen, die auch auf anderem We-
ge bequem zu losen sind. Der eigentliche Vorteil der Charakterisierung von
kanonischen Transformationen durch erzeugende Funktionen besteht darin,
dal man hierdurch ein tieferen Verstdndnis der Struktur der Hamiltonschen
Mechanik an sich erlangt.

Infinitesimale kanonische Transformationen. Als eine spezielle kanoni-
sche Transformation betrachten wir die Erzeugende

Fy = Fy(q,P,¢) = Zqui +ef(q, P) + O(e?) , € kontinuierlich .

Sie setzt sich zusammen aus der identischen Abbildung und einer geeigneten
Funktion f(g, P), durch welche die infinitesimale Transformation bestimmt

ist. Nach (1.44) gilt
OF, of OF, of

i = =i = =h
@i=%p ~9% p, g oy,

Da die Ausdriicke edf/0P; und €df/0q; von 1. Ordnung in e sind, kénnen
wir dort die Variable P; durch ihre nullte Ndherung p; ersetzen, so dafl

Dies konnen wir auch schreiben als
6(]% = E{qiaf}q’p 9 §pl = E{phf}q)p .

Setzen wir nun speziell € = df und f = H, so dafl

+0(e) , ps +O(e%) .

dann erhalten wir gerade die Hamiltonschen Gleichungen:

6q; = dt{qi, H}, , = ¢;:dt = dg; , dp; = dt{p;, H}, , = pidt = dp; .

Diese Gleichungen bedeuten, daf§ die durch H erzeugte Transformation die
Koordinaten und Impulse g;, p; zur Zeit ¢ auf diejenigen neuen Werte bringt,
die sie zur Zeit t + dt besitzen. Wir finden also, daf3 die Hamilton-Funktion
die Erzeugende der infinitesimalen kanonischen Transformation ist, die der
tatséchlichen Bewegungsbahn im Intervall d¢ entspricht.



58 1. Mechanik

Invarianz der Poisson-Klammer unter kanonischen Transformatio-
nen. Wir sind nun in der Lage, die fundamentale Bedeutung der Poisson-
Klammer herauszuarbeiten, ndmlich ihre Invarianz unter kanonischen Trans-
formationen. Dazu zeigen wir zunéchst die Invarianz der Relationen (1.41)
zwischen den kanonischen Variablen. Wir fithren den Beweis nur fiir zeitun-
abhéngige Transformationen. Es gilt
. oP; . oF; . OP;0H OP,0H
o (e ) (-
r 8(]]' 8pj - 8(13 8173 ap] a‘b
B Z K@P 0P, 0P 5'Pk> OH n (3]3,; 0Qr 0P an) 8H}
dq; dp;  Dq; 0q; ) Oy dqj Op;  Op; 9q; ) OQu

= Z oP, {Piapk}q7p+2@{Pian}q7p :
k

Hieraus folgt
{ZDika}ILI’ =0, {Qi,Pk}q,p = dik -

Analog verlauft der Beweis fiir

{Qi,Qity, =0

Mit Hilfe der letzten beiden Beziehungen kénnen wir nun schreiben:

OF 0G  OF 0G
{F.G}lqp = 21: (a@i oP, 0P, 3Qi>

< | 8g; g \ 9, op, ~ op, aQ

8F 0G ([ 0q; Op,  Oq; Opy

3(1) Opi <3Qi oP;  OP; 0Q;
8F 0G (Opj Oqr  Opj Oqi
8pj Aqn (8@; oPr;, 0P 8Q7>
6F oG Bpj 8pk 8pj 8pk
3173 Opi <8Qi or; 0P 3Qi)]
B Z OF 0G  OF 0G
- (3%‘ dp;  Op; 0q;

) = (F:Glas.

womit die Invarianz der Poisson-Klammer unter kanonischen Transformatio-
nen bewiesen ist. Der Beweis fiir zeitabhéngige Transformationen l&8t sich
auf ahnliche Weise fiithren.

Satz 1.26: Kanonische Transformation und Poisson-Klammer

Eine Transformation

¢ — Qi = Qi(q,q,t) , pi — Pi = Qi(q,q,t)
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der kanonischen Variablen (g, p) ist genau dann kanonisch, falls gilt:
(P P}y, ={Qi, @5}, , =0, {F,Q5},, =6ij -

Die Poisson-Klammer ist invariant unter kanonischen Transformationen

{F.G},, ={F.Glgp -

Sie wird deshalb meistens ohne Bezug auf ein spezielles Paar von kanoni-
schen Variablen geschrieben.

1.3.5 Hamilton-Jacobi-Gleichung

Wir betrachten nun eine kanonische Transformation mit einer Erzeugenden
vom Typ Fy(q, P,t), welche die Eigenschaft haben soll, dafl alle transfor-
mierten Koordinaten und Impulse konstant sind. Man kann dies am einfach-
sten erreichen, indem man fordert, daf} die transformierte Hamilton-Funktion
identisch verschwindet:

0F, . 0H’ . 0H'
H =H+— = i==> =0, P=— =0. 14
+ ET 0=0Q ap, 0 90, 0 (1.45)
Leiten wir Fy nach der Zeit ab und beriicksichtigen, daf} gilt (siehe (1.44)):
0, 0B
Q’L - 8P7 y Pi = an )

dann kénnen wir schreiben:

dF, oF; . OFy . OFy . .
g = Z (%qu@PZPZ) +W :Z(piQi+Q¢Pi> —H

=> pigi—H=1L.

Hieraus folgt

K2

Fy, = /L(q7q,t)dt + const .

Das heifit die Erzeugende der kanonischen Transformation, welche die Hamil-
ton-Funktion identisch zum Verschwinden bringt, ist lings der Bewegungs-
bahn bis auf eine Konstante identisch mit dem Wirkungsfunktional S. Dies
kann allerdings nicht zur Ermittlung der Losung benutzt werden, da die ge-
neralisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten ja gerade die Unbekannten
des Problems darstellen. Schreiben wir in (1.45) also statt Fy nun S, so ergibt
dies die Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung;:
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Satz 1.27: Hamilton-Jacobi-Gleichung
Die Hamilton-Jacobi-Gleichung

08 08
E"‘H(qlva_qlvt) =0,

S =S(qi, Bi,t), Bi=P,=const , i=1,...,n

ist eine partielle Differentialgleichung 1. Ordnung in den n + 1 Variablen g
und ¢. Sie ist dquivalent zum System der 2n gewohnlichen Hamiltonschen
Differentialgleichungen 1. Ordnung. S ist diejenige erzeugende Funktion,
welche die Hamilton-Funktion H auf rein konstante Koordinaten @ und
Impulse P transformiert.

Hat man aus dieser Gleichung S bestimmt, dann ergeben sich die urspriing-
lichen Koordinaten und Impulse aus den rein algebraischen Gleichungen

oS oS
= 852 =0, Py = 87% = q; _qT(a7ﬁ7t) s Pi _pi(avﬁat) .

Die 2n Integrationskonstanten

Qi

a =@ =const , 3 =P = const
sind hierbei aus den Anfangsbedingungen g(to), p(to) zu bestimmen.

Lésung mittels Trennung der Variablen. Besitzt die Hamilton-Funktion
keine explizite Zeitabhéngigkeit, dann gilt nach Satz 1.23: H = v = const. In
diesem Fall reduziert sich die Hamilton-Jacobi-Gleichung durch den Ansatz

auf die Gleichung

85y
H(q, =22 =
(ql,aq) 7,

wobei Sy verkiirzte Wirkungsfunktion genannt wird. Fiir skleronome Systeme
ist v gerade die Gesamtenergie des Systems. Nehmen wir weiter an, daf§ die
Koordinate ¢; nur in der Kombination

s
¢1 (C]l , %)

eingeht, also von allen anderen Koordinaten entkoppelt, dann haben wir
050 050
H a i#ls | — Vo
{le <¢I1, (’)q1> y Qi#1 8%#1] Y
und der Separationsansatz
So(q,B,t) = Si(qr, B1) + 5" (qiz1, tize1)

fiihrt zu
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051 oS’
H — itl, —— | =
[¢1 (IJ17 6q1> y Qitl 5%;&1} Y

Angenommen wir haben eine Losung fiir Sy gefunden. Dann mufl die letzte
Gleichung nach Einsetzen von Sy fiir alle Werte von ¢; gelten. Da diese Ko-
ordinate aber nur in die Funktion ¢, eingeht, mufl ¢; eine Konstante sein.
Wir erhalten also aus der urspriinglichen partiellen Differentialgleichung mit
n unabhéngigen Variablen eine gewOhnliche Differentialgleichung in ¢,

S\
o1 <Q1, 8ql> =01,

und eine partielle Differentialgleichung mit n — 1 unabhéngigen Variablen:
05’
H{¢1=01,4 1,> =7
< ’ 9qq1
LaBt sich dieses Verfahren sukzessive auf alle Koordinaten anwenden, dann

ist die Hamilton-Jacobi-Gleichung auf n gewthnliche Differentialgleichungen
reduziert,

0S;
@i (q“aq) =a;, Hgi =) =7,

und die allgemeine Losung ist die Summe der S;. Schliefilich betrachten wir
obige Methode noch fiir den Fall, daf§ die Koordinate ¢; zyklisch ist. Dann
ist die Funktion ¢y durch 051/9¢; gegeben, und es folgt S1(q1,51) = Bi1q1-
Die Konstante ist hierbei gleich dem Impuls: p; = ;.

Hamilton-Jacobi-Gleichung und Quantenmechanik. Betrachtet man

die eindimensionale Hamilton-Funktion
2
D
H =—+4+V(q)=F
(@p) = 5~ + V() :

dann folgt die Hamilton-Jacobi-Gleichung
1 (9S)\?
— | = Vig)=F .
<5q> TV

2m
Nun werden wir in Kapitel 3 sehen, daf} fiir den zugehérigen quantenmecha-
nischen Hamilton-Operator die Schriodinger-Gleichung

gilt, mit der Wellenfunktion 1. Setzen wir hier die zeitunabhéngige Wellen-
funktion

w — eiSo/fL

ein, dann folgt

1 [8S,\° ih 952
— (20} %% ~-EB.
2m ( dq ) 2m 9¢? + Vi)
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Offensichtlich resultiert hieraus im Limes i — 0 wieder obige Hamilton-
Jacobi-Gleichung. Fiir eine ausfiihrlichere und sehr lesbare Darstellung des
Zusammenhangs zwischen der Hamilton-Jacobi-Theorie und der Quantenme-
chanik verweisen wir auf [3].

Zusammenfassung

e Aus den Lagrange-Gleichungen ergeben sich durch eine Legendre-
Transformation die Hamilton-Gleichungen. Sie bilden ein System von
gekoppelten gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung in den ge-
neralisierten Koordinaten und den generalisierten Impulsen.

e Die zeitliche Entwicklung eines mechanischen Systems ist im Hamilton-
Formalismus durch Angabe der generalisierten Koordinaten und Impulse
zu einem Zeitpunkt sowie der Hamilton-Funktion eindeutig bestimmt.

e Die Poisson-Klammer erlaubt ein tieferes algebraisches Verstéind-
nis der Hamiltonschen Mechanik. Sie ist invariant unter kanonischen
Transformationen.

e Die Wirkungsfunktion ist die Erzeugende der Bewegung.

e Die Forderung nach einer Hamilton-Funktion mit rein zyklischen Koor-
dinaten fiithrt auf die Hamilton-Jacobi-Gleichung, eine partielle Dif-
ferentialgleichung 1. Ordnung.

Anwendungen

8. Unabhingigkeit der Erzeugenden von Randbedingungen. Man
zeige, daf die Variation der Wirkung
to
dFy
S = [dt PQ;,— H(Q,P,t
/ (z - w@ras i)

t1

t1
die neue Hamilton-Funktion eindeutig festlegt, unabhéingig von den Randbe-
dingungen, und daf} die so erzeugte Transformation kanonisch ist.

Losung. Beachten wir, daf die Anfangs- und Endpunkte [¢1, q(t1)], [t2, g(t2)]
fest sind, dann erhélt man fiir die Variation der Wirkung den Ausdruck

38 = /dtZ(Q(SP—i-P&Qz ZQ 5P)+28F1
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Partielle Integration der 6Q;-Terme liefert

i . oH . OH'
08 = /dt lz (Qi - ag) 5P =) (Pi + &Q-> 5@]

. K2
K2

t1
to

OF,
- Z <Pi - aQi> 5Qi

Offenbar verschwindet der letzte Term, und zwar unabhéingig von §Q; an
den Endpunkten ¢; 2, weil die Klammer bereits Null ist. Es folgen deshalb
die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen in den neuen Variablen Q; und P;,
da diese (und somit natiirlich auch ihre Variationen) unabhéngig voneinander
sind.

ty

9. Poisson-Klammern des Drehimpulses. Man bestimme die Poisson-
Klammern des Impulses und Drehimpulses eines einzelnen Massenpunktes in
kartesischen Koordinaten sowie die Poisson-Klammern der Komponenten des
Drehimpulses untereinander.

Lésung. Nach (1.40) gilt fiir eine beliebige Funktion G(q,p,t) kanonisch
konjugierter Variablen g; und p;: {G,p;} = 0G/0q;. Diese Relation benutzen
wir hier wie folgt:

0

{lampw} = %(ypz - Zpy) =0
0

{le,py} = %(ypz — 2py) = p-

0
{Zxapz} = &(ypz - Zpy) = —Dy -
Insgesamt erhélt man
{li,pj} = €ijupr -
Fiir die Komponenten des Drehimpulses ergibt sich
{Zxalw} = {lyaly} = {ZZalz} =0
{lxu ly} = {ypz — ZPy, ZPx — fﬂpz}
= {ypz; 2pa} — {2py, 2pa} — {yp2, 2p.} + {2py, 2p:}
= {ypz, 2pa} + {2py, 2p.} = y{p2. 2} pe + 2 {2,021} py
= —YPzx +xpy = lz .
Die Berechnung der verbleibenden Poisson-Klammern fithrt auf
{li, ZJ} = eijk:lk .
Hieraus folgt, dal niemals zwei Drehimpulskomponenten gleichzeitig als ka-

nonische Impulse auftreten kénnen, da sonst nach Satz 1.26 ihre Poisson-
Klammer verschwinden miifite. Es 148t sich jedoch leicht zeigen, dafl gilt:
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{l2, ZZ} =0,
so dafl der Betrag des Drehimpulses und eine Drehimpulskomponente gleich-

zeitig kanonische Impulse sein konnen. Dieses Resultat werden wir in der
Quantenmechanik wiederfinden.

10. Hamilton-Jacobi-Gleichung. Man l6se mit Hilfe der Hamilton-Jacobi-
Gleichung folgende Systeme:

a) Freies Teilchen,
b) harmonischer Oszillator.
Losung.

Zu a) In diesem einfachen Fall folgt aus der Hamilton-Funktion

1
H = o— (pi +p3 + 1)

und der Separation

S((Lﬂ?t) = SO(Qvﬂ) — bt
die Hamilton-Jacobi-Gleichung

RS (85) N <8S> N (65)
2m |\ 0q1 92 9q3
Alle drei Koordinaten sind zyklisch, so daf sich diese Gleichung vollstéindig

separieren l&f3t. Man erhilt als Losung

50(61,5)22@%' s Bi=pi iZﬁf:E.

Zu b) Betrachten wir zunéchst die allgemeine eindimensionale Hamilton-
Funktion

jad

H(q,p) = o

dann erhalten wir mit der Separation

S(Q7ﬁat) = So(qvﬁ) _ﬁt ) ﬂ =F
die Hamilton-Jacobi-Gleichung

+V(g),

950\ *
(8;> +2mV(q) =2mg ,

mit der Losung

So(, ) = / dq'\/2mB V(7)) -
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Weiterhin haben wir
q

~ o5 ) v
p =5 = VIR - V@]

Fiir den speziellen Fall des harmonischen Oszillators, V (q) = kq?/2, findet
man aus der ersten Beziehung ohne Miihe als Losung des Problems

o)=L s ﬁ(t—a’)} ,

mit den iiber Anfangsbedingungen zu bestimmenden Integrationskonstanten
o’ und . Die Erweiterung auf drei Dimensionen,

_ 1 2, 1 9
H(q,p) = Qm;pi +5 Ei:kzqi :
fihrt mit

auf die Hamilton-Jacobi-Gleichung

950\ )
Z (3qi ) + E:mquZ =2mE(3) .

i

Sie 148t sich durch den Ansatz
So(q.8) = _ So.i(ai, Bi)

vollsténdig in die drei eindimensionalen Gleichungen

2
((95%) +mkiqi2 =2mp; , Z@‘ =F

dq;

separieren, welche soeben gel6st wurden.

1.4 Bewegung starrer Korper

Die bisherigen Betrachtungen bezogen sich ausschlielich auf einzelne Mas-
senpunkte bzw. auf Korper, deren rdumliche Ausdehnung im Hinblick auf
die zu untersuchende Physik vernachldssigt werden konnte. In diesem Ab-
schnitt wenden wir uns den physikalischen Auswirkungen zu, die ein Korper
aufgrund seiner rdumlichen Struktur erfihrt.

Die allgemeine Bewegung eines N-Teilchensystems (Korper) kann be-
schrieben werden durch die Bewegung eines beliebigen Punktes g (Drehpunkt)
und einer Bewegung aller Teilchen um diesen Punkt. Je nach Art dieser Be-
wegung unterscheidet man zwei Klassen von Korpern, ndmlich
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e laminare Korper, die ihre rdumliche Geometrie mit der Zeit &ndern (z.B.
Fliissigkeiten, Gase, Galaxien), und

o starre Korper, deren Teilchenpositionen x; die Bedingung
|zi(t) — «;(t)| = const Vi,j,t

erfiillen (z.B. Stein, Haus). Hierbei bleibt die rdumliche Gestalt fiir alle
Zeiten erhalten.

Wir beschrinken uns in diesem Abschnitt auf starre Kérper. Nach einer allge-
meinen Diskussion der Dynamik starrer Korper richten wir unsere Aufmerk-
samkeit auf die reine Rotationsbewegung um einen festen Punkt und zeigen,
wie sich die zugehorigen dynamischen Gréfien in eleganter Weise durch den
Trigheitstensor des Korpers ausdriicken lassen. Desweiteren leiten wir mit
Hilfe der Fulerschen Winkel die Lagrange-Gleichungen fiir die allgemeine
Dynamik starrer Korper her.

1.4.1 Allgemeine Bewegung starrer Korper

Fiir die folgende Diskussion benétigen wir zwei Koordinatensysteme (siehe
Abb. 1.8), die wir bereits in Unterabschn. 1.1.4 benutzt haben.

ZRRE'S

korperfestes System K’
raumfestes System K

Abb. 1.8. Zur Definition von raum- und korperfestem System

o Raumfestes System: K : {e1,ea,e3}. Dieses System setzen wir als Iner-
tialsystem voraus, beziiglich dessen ein starrer Korper eine beschleunigte
Bewegung ausfiihrt. Von ihm aus betrachtet lauten die Teilchenpositionen
;.

o Korperfestes System: K' : {e], e}, e}. Dieses beschleunigte System mit
Ursprung im Drehpunkt q ist fest mit dem betrachteten Korper verbunden;
in ihm befindet sich der Kérper in Ruhe. Die zugehérigen zeitunabhéngigen
Teilchenvektoren bezeichnen wir mit z;. Sie sind mit den «; iiber
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xi(t) = q(t) + 2
verbunden.

So wie in Unterabschn. 1.1.4 wollen wir auch hier zur Vermeidung von Mif}-
verstdndnissen die Schreibweise

. / a0
Dz = E et , D'z = E €;T;
i i

verwenden. Unter Beachtung von D’z; = 0 und des Satzes 1.8 berechnen wir
nun die kinematischen Grofien Gesamtimpuls, Gesamtdrehimpuls, Gesamt-
drehmoment und gesamte kinetische Energie des Korpers, wobei

zS:%Zmizi, M:Zmi

den Korperschwerpunkt im korperfesten System bezeichnet.

Gesamtimpuls p:
p=> md;=Mq+Mzg .
Gesamtdrehimpuls I:
I = Z?’nﬂﬂz X DCL‘Z'
= Zmi(q +2z;) x (Dg+ Dz;)

:Mq><Dq+MzS><Dq+Mq><(w><zs)+Zmizi><(wxzi) .

7

lrot

Gesamtdrehmoment IN:
N = Zmiaci X DQwi
= Z m;(q+ z;) X (ng + Din)

= Mqx D*q+ Mzg x D*q+ Mq x D?zg
+Zmizi X [(D'w) X z; + w x (w x 2;)] .

Niot
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Gesamte kinetische Energie T':
1 2
1
= 3 S mi [(Dg)? +2(Dg)(D=)) + (Dz:)?]

= %(Dq) + M(Dq)(w x zs) Zml w X z)” . (1.46)

Trot

In den meisten praxisrelevanten Problemstellungen fillt entweder der Dreh-
punkt mit dem Schwerpunkt des Koérpers zusammen (zg = 0) oder der Dreh-
punkt ist fixiert (z.B. Pendel, Kreisel), so daf§ der Ursprung des raumfesten
Systems K in den Drehpunkt verlegt werden kann (¢ = 0). Im ersten Fall
lassen sich fiir starre Korper p, I, N und T jeweils aufspalten in einen reinen
Drehpunktsanteil und einen reinen Rotationsanteil um den Drehpunkt (ohne
Mischterme), withrend im zweiten Fall p, I, N und T mit ihren Rotations-
anteilen identisch sind.

1.4.2 Rotation des starren Kérpers um einen Punkt

Im folgenden konzentrieren wir uns auf die reine Rotationsbewegung des
starren Korpers um einen beliebigen fixierten Drehpunkt und verlegen unser
raumfestes System in diesen Punkt (g = 0). Unser Ziel ist, die o.a. Ausdriicke
liots Niyot, und Tt in eine bequemere Form zu bringen. Hierzu bietet es sich
an, den sog. Trdgheitstensor © im korperfesten System einzufiithren, dessen
Namensgebung und Bedeutung gleich verstandlich wird:

Definition: Trigheitstensor, Trigheitsmomente

Der korperfeste Trégheitstensor eines starren Korpers ist definiert durch
die symmetrische 3x3-Matrix

Oub = > _ i (230ab — 2igZip) > Oab = /d3zp(z) (2%6ab — 2a2p)

wobei die zweite Gleichung im Falle einer kontinuierlichen Massenverteilung
p(z) anzuwenden ist. Die Diagonalelemente heiflen Trdgheitsmomente, die
Nicht-Diagonalelemente Deviationsmomente.

Offensichtlich ist © eine bewegungsunabhéngige Grofle, die nur von der Geo-
metrie des betrachteten Korpers abhéingt. Fiir den Rotationsanteil I, (Ro-
tationsdrehimpuls) des Gesamtdrehimpulses kénnen wir nun schreiben:
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Lot = Zmizi X (w X z;)
= imi (22w — (ziw)z;|  (Vektorgleichung)
= liot = éw (Koordinatengleichung bzgl. K') .

Hieraus folgt sofort fiir den Rotationsanteil N, (Rotationsdrehmoment) des
Gesamtdrehmomentes

Niot = Dlyoy = D'liop + w X Lor (Vektorgleichung)

= Niot = Ow +w X Lot (Koordinatengleichung bzgl. K').

Fiir den Rotationsanteil T,o; (Rotationsenergie) der gesamten kinetischen
Energie ergibt sich

1
Trot = 5 Z:mz(w X zi)2

1
=3 Zmi [27w® — (2;w)?] (Vektorgleichung)

1
= Trot = in@w (Koordinatengleichung bzgl. K').

Satz 1.28: Rotationsdrehimpuls, -drehmoment und -energie

Bezeichnet w die momentane Winkelgeschwindigkeit eines relativ zu ei-
nem Inertialsystem K rotierenden Korpers und @ seinen Trigheitstensor
im korperfesten System K’, dann sind sein Rotationsdrehimpuls, sein Ro-
tationsdrehmoment und seine Rotationsenergie in Koordinatendarstellung
beziiglich K’ gegeben durch

1
lrot = Ow ; Ny = Ow + w X lrot y Trot = in@w .

Steinerscher Satz. Wir wollen nun den Zusammenhang aufzeigen, der

zwischen dem Triigheitstensor ©, bezogen auf das korperfeste System K’

mit Ursprung im Drehpunkt, und dem Trigheitstensor ©5, bezogen auf

das zu K’ parallele korperfeste Schwerpunktsystem KS mit Ursprung in

A = ﬁ >~ z;m;, besteht. Hierzu nehmen wir eine kontinuierliche Massen-
7

verteilung an, um uns vom Teilchenindex zu befreien. Der Trégheitstensor
O, ausgedriickt durch die KS-Vektoren Z; = z; — A, mit

/d3zp(Z) =M, /d3zzp(Z) =0,

lautet
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Ou = /d3zp(z) [z2(5ab — zazb}
— [ €20(2)(Z + A2+ A)sus ~ (2o + Ao+ o)

_ / PIAZ) [(Z2 + A%) Sur — (ZaZy + Auly)] -
Es folgt der

Satz 1.29: Satz von Steiner

Zwischen den Trigheitstensoren eines Korpers im korperfesten Systems K’
und dem dazu im Abstand A befindlichen parallelen korperfesten Schwer-
punktsystem KS gilt

Oub = O3, + M (A0 — Ady) .

Der Unterschied zwischen © und 6% besteht gerade im Trigheitstensor eines
Massenpunktes der Gesamtmasse M, der um A vom Schwerpunkt entfernt
ist. Ist also der Trigheitstensor eines Korpers beziiglich seines Schwerpunk-
tes bekannt, so 148t sich iiber den Steinerschen Satz leicht der entsprechende
Tragheitstensor fiir jeden beliebigen Punkt berechnen.

Haupttrigheitsmomente und Haupttrigheitsachsen. Es ist klar, daf3
die Form des Trigheitstensors © von der Wahl des korperfesten Koordi-
natensystems K’ : {e], e}, e} abhiingt. Da der Trigheitstensor in jedem
System reell und symmetrisch ist, existiert immer ein korperfestes System
K" : {ef,e}, ey}, indem der zugehorige Trigheitstensor = diagonal ist. Der
Ubergang von K’ zu einem solchen Hauptachsensystem K’ (mit demselben
Ursprung) wird durch eine orthogonale Drehmatrix D und der folgenden
Ahnlichkeitstransformation vermittelt:

=0 0
E=DpeDT=| 0 = 0
0 0 =5

D bestimmt sich hierbei aus der charakteristischen Gleichung von ©:

@e;’:Eie;I7 OSEZ G‘R, 1:1,2,3:>D” :egle;- .

Die orthonormierten Eigenvektoren von @ (bzw. die Basisvektoren von K”),
also e, heiflen Haupttrigheitsachsen, die Eigenwerte von ©, also =;, werden
Haupttrigheitsmomente genannt.

1.4.3 Eulersche Winkel und Lagrange-Gleichungen

Kommen wir nun zu den Lagrange-Gleichungen fiir die allgemeine Bewegung
eines starren Korpers. Nach unserer bisherigen Diskussion ist klar, dafl die-
se Bewegung im allgemeinsten Fall durch 6 Freiheitsgrade festgelegt wird,



1.4 Bewegung starrer Korper 71

entsprechend den drei Koordinaten des Drehpunktsvektors g sowie den drei
Koordinaten der Winkelgeschwindigkeit w.”

Das Problem beim Aufstellen der Lagrange-Funktion besteht darin, 6 un-
abhéngige generalisierte Koordinaten zu finden, welche die Bewegung des
Korpers eindeutig festlegen. Drei von ihnen kénnen wir sofort angeben,
nidmlich die Koordinaten q1, g2 und g3 des Drehpunktsvektors g. Wihlen
wir fiir unser korperfestes System K’ ein Hauptachsensystem mit Ursprung
im Korperschwerpunkt (zg = 0), dann gilt nach (1.46) und Satz 1.28

T = % (4i + 43 +d3) + gw? + gwf + %wg? : (1.47)
wobei A, B, C' die Haupttrigheitsmomente und w} die Koordinaten von w
bzgl. K’ bezeichnen. Desweiteren hat man die Fuler-Gleichungen

Nyo,1 = Ay + (C — B)wpwy

Nigto = Bup + (A~ Clwiwsy (1.48)
Nigz = Cup + (B — A)wiwy .

Unsere Aufgabe besteht darin, die kérperfesten Komponenten w) in (1.47)
durch drei generalisierte Koordinaten zu ersetzen, welche die reine Rotati-
onsbewegung des Korpers beschreiben. Hierzu gibt es verschiedene Moglich-
keiten. Wir verwenden das Fulersche Verfahren und driicken die allgemei-
ne Rotationsbewegung durch drei hintereinander folgende Drehungen aus.
Nimmt man an, dafl die Achsen des raumfesten Systems K und des korper-
festen Systems K’ zu einem Anfangszeitpunkt parallel sind, dann kann man
sich die Drehung von K’ beziiglich K folgendermafien vorstellen: Zuerst dreht
man K um den Winkel ¢ um seine dritte Achse. Dann dreht man dieses
so entstandene Zwischensystem um den Winkel § um seine zweite Achse.
Schliellich dreht man das neu entstandene System um seine dritte Achse um
1. Auf diesem Wege 1id8t sich jede Drehung durch drei unabhéingige Grofien
parametrisieren.

Definition: Eulersche Winkel

Seien K und K’ zwei Orthonormalsysteme. Die (zeitabhéingige) Drehmatrix
R, welche K in K’ iiberfiihrt, kann mit Hilfe der Euler-Winkel ¢, 6 und 1
geschrieben werden als

cos?y siney 0 cosf 0 —sinf cos¢ sing 0
R=| —sinvy cos®¥ 0 0 1 O —sing cos¢p 0 | ,
0 0 1 sinf 0 cosf 0 0 1

7 Natiirlich kann der starre Koérper aufler seiner Starrheit noch zusiitzlichen
Zwangsbedingungen unterliegen, so da die Zahl seiner Freiheitsgrade weiter
reduziert ist.
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mit
0<yY<21,0<0<7m,0<op<2m.
Die Winkel sind durch diese Drehung eindeutig definiert, falls |Rg3| # 1.
Man beachte, daf3 die Reihenfolge der einzelnen Drehungen durchaus eine
Rolle spielt. Mit Hilfe der Beziehungen (1.11) und (1.12) lassen sich nun die

Komponenten von w im raumfesten System K berechnen. Man erhélt fiir sie
nach einiger Rechnung

w1 = —Bsin¢ + ¢ sin b cos ¢

wy = 6cos ¢ + 1 sin O sin ¢

ws = ¢+ 1)cosb .
Die zugehorigen Komponenten im korperfesten System K’ ergeben sich aus
wi =3 Rjjw; zu

J

W) = fsine — $sinf cos 1)

wh = B costp + psinfsin

wh = 1+ dpcosh .

Unser Satz von 6 unabhéngigen generalisierten Koordinaten lautet also
{q1, 92,93, ®,0,%}, und wir sind nun in der Lage, die Lagrange-Funktion fiir
die allgemeine Bewegung eines starres Korpers hinzuschreiben:

L(qlanaq37¢797,¢)) = 7 (q%+q%+q§)

A /. . 2
+§ (QSiH’L/) - ¢sin9€os¢)
B /. . 2
+5 (Gcosw + qzﬁsin@sinw)
c /. . 2
+§ (1/} + ¢cos€) -V.
Im Falle V' = 0 erhélt man hieraus fiir die Winkel die Lagrange-Gleichungen
AWl = (B — O)whwy , Buh = (C — A)wiwsy , Cws = (A — B)wjw) ,
welche fiir Nyt = 0 identisch sind mit den Euler-Gleichungen (1.48).

Zusammenfassung

e Die Bewegung eines starren Korpers ld8t sich in eine translatorische
Bewegung eines beliebigen Punktes und eine Rotationsbewegung des
Korpers um diesen Punkt zerlegen.
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e Die dynamischen Gréflen der Rotationsbewegung lassen sich bequem mit
Hilfe des Tragheitstensors ausdriicken. Er ist eine bewegungsunabhén-
gige Grofle und héngt nur von der Geometrie des betrachteten Korpers
ab.

e Der Satz von Steiner erlaubt bei Kenntnis des Tragheitstensors im
Schwerpunktsystem eine einfache Berechnung des Trigheitstensors fiir
jeden beliebigen Punkt.

e Die reine Rotationsbewegung eines starren Korpers ld8t sich mit Hilfe
der drei unabhingigen Eulerschen Winkel in bequemer Weise para-
metrisieren.

Anwendungen

11. Physikalisches Pendel. Ein massiver Wiirfel der Kantenldnge a und
der Masse M rotiere unter dem Einflul der Schwerkraft reibungsfrei um eine
seiner Kanten (Abb. 1.9). Man berechne die Schwingungsfrequenz des Wiirfels
fiir kleine Auslenkungen aus seiner Ruhelage.

Z3

raumfestes System

/

T

i o/

KS-System

21
korperfestes System

Y

Abb. 1.9. Zur Festlegung des raum- und korperfesten Systems sowie des korper-
festen Schwerpunktsystems eines rotierenden Wiirfels

Lésung. Da die Drehachse fixiert ist (und damit auch der Drehpunkt g
irgendwo entlang der Drehachse), verlegen wir unser raum- und kérperfestes
System in eine an die Drehachse grenzende Wiirfelecke, so dafl ¢ = 0 und
T = Tyot. Fiir die korperfesten Komponenten von w und A gilt

0 a1l
w=¢p| 0 ,A:§ 1
1 1
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Wir benotigen den Trigheitstensor © beziiglich des kérperfesten Systems, den
wir uns unter Anwendung des Steinerschen Satzes iiber den Trégheitstensor
65 des korperfesten Schwerpunktsystems beschaffen:

o

3 s
Ma? M
o5, :p/le/dZQ/dZ3(Z§+Z§): P
-5 -5 -3
= 952:9:%
S —

Offensichtlich ist das KS-System ein Hauptachsensystem. Fiir © folgt aus
Satz 1.29

8 -3 -3

M2
o= 1; 3 8-3
—3-3 8

Die kinetische Energie des Systems ist gegeben durch

Ma? |
T= Trot = T(PZ .

Die potentielle Energie ist gleich derjenigen des Schwerpunktes,

a

V2

wobei a/ v/2 den Abstand des Schwerpunktes zur Drehachse angibt. Die Ener-
gieerhaltung liefert eine Bewegungsgleichung fiir ¢:

M2
E:Trot+vz?a¢2_Mg

V=-Mg—cosyp,

V2

cos p = const .

Differentiation nach der Zeit ergibt
2Ma2...+Mga 39
3 T 224

Da wir uns nur fiir kleine Auslenkungen interessieren, gilt sinp =~ ¢ und
somit

psing =0<= p+

sing =0 .

2v/2a
3 <a

Diese Bewegungsgleichung ist dquivalent zu der eines ebenen mathematischen
Pendels, bestehend aus einer Punktmasse, die an einer masselosen Stange der
reduzierten Linge L’ befestigt ist. Ihre allgemeine Lésung lautet

o(t) = acoswt + bsinwt , w = \/E,

wobei die Integrationskonstanten a und b durch Anfangsbedingungen z.B.
der Form ¢(0) = ¢ , $(0) = wp fixiert werden.

SD+EQ0:07 L/:
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12. Rollender Hohlzylinder auf schiefer Ebene. Ein massiver Hohlzy-
linder mit innerem Radius a, &uflerem Radius b, der Lange h und der Masse
M rolle unter dem Einfluf der Schwerkraft eine schiefe Ebene hinunter (Abb.
1.10). Man bestimme die Bewegungsgleichung und lose sie.

korperfest

/

o)

raumfest

T

Abb. 1.10. Zur Festlegung des raum- und korperfesten Systems eines abrollenden
Hohlzylinders

Loésung. Fiir die korperfesten Komponenten von w gilt
0

Da w nur eine z3-Komponente besitzt, bendtigen wir im Hinblick auf die
Berechnung von Ty,; nur die Komponente @33 des korperfesten Tragheits-
tensors. Nach Einfiihrung von Zylinderkoordinaten,

21 =7Tcos¢, zp=rsing , z3 =z, d>z = rdrdedz ,

folgt
b 2m h o
_ 2 _ P 4 4 _
O33 = p/rdr/d(b/dzr = 27Th(b a*), p Th(P? — @)
a 0 0
= %(bz—kaQ)

M
— Trot = Z(bQ =+ a2)¢2 .
Unter Beachtung der Rollbedingung
i= b
folgt fiir die kinetische und potentielle Energie des Systems

M M
T= ?qz + Dot = Z(3b2 +a®)p?, V = Mggsina = —Mgbpsina .
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Energieerhaltung liefert
M
E=T+V= Z(?)b2 + a?)¢? — Mgbpsina = const .

Differentiation nach der Zeit ergibt

M .. 2 - . . 2gbsina
7(3[) +a )@—Mgbs1na=0<:>¢—m20
bzw.
202
G+ gsina’ =0, sina’ = Wsina <sina .
a

Diese Gleichung ist formgleich zur Bewegungsgleichung eines Massenpunktes,
der auf einer unter dem reduzierten Winkel o’ geneigten Ebene hinunterglei-
tet. Thre allgemeine Losung ergibt sich nach zweimaliger Integration iiber die
Zeit zu

q(t) = —g sin o/t? + vot + qo = —by(t) ,
mit den iiber Anfangsbedingungen zu fixierenden Integrationskonstanten wvg
und qq.

1.5 Zentralkraftprobleme

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Klasse der Zentralkraftprobleme,
welche auch iiber die klassische Mechanik hinaus von grofler Bedeutung
sind. Als Voriiberlegungen unserer Betrachtungen behandeln wir zuerst Zwei-
Teilchensysteme und zeigen, daf sich ihre Dynamik unter gewissen Umstén-
den in eine gleichférmige Schwerpunktsbewegung und eine effektive Ein-
Teilchenbewegung separieren 1af3t. Im Anschlufl leiten wir die radiale Be-
wegungsgleichung fiir die Teilchenbewegung in konservativen Zentralkraftfel-
dern her und bestimmen mit ihrer Hilfe die moglichen Teilchenbahnen in
1/r-Potentialen. Ein Beispiel solcher Potentiale ist das Gravitationspotenti-
al, dessen Form wir aus den Keplerschen Gesetzen ableiten. Die letzten zwei
Unterabschnitte behandeln das Problem der Streuung von Teilchen in Zen-
tralpotentialen.

1.5.1 Zwei-Teilchensysteme

Im Hinblick auf nachfolgende Ertrterungen untersuchen wir zunéchst die
Dynamik eines Zwei-Teilchensystems, auf das keine dufleren Krifte wirken.
Wir nehmen an, dafl zwischen beiden Teilchen eine innere konservative Kraft
herrscht, die nur von deren Abstandsvektor abhiingt. Die Newtonschen Be-
wegungsgleichungen fiir beide Teilchen lauten dann
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mlfizl = —V1V(£131 - 5132) }
m23'i:2 = 7V2V(ZB1 — .’132) = V1V(.’131 — mg) .

(1.49)

Unter Einfithrung von Relativ- und Schwerpunktskoordinaten

mi1x1 + Moo
TR = &1 — X2 , s =

M
sowie der reduzierten Masse und der Gesamtmasse
mimsa
p=——"",M=mi+my
mi + mo

folgt durch Subtraktion der Gleichungen (1.49) fiir die Relativbewegung der
beiden Teilchen

pEr = pg = —VRV(xRr) , pPr = &R -

Bis auf die Ersetzungen m <+ u, ® <+ gy und p <> pr besteht offenbar formal
kein Unterschied zwischen der Relativbewegung eines Zwei-Teilchensystems
und der absoluten Bewegung eines einzelnen Teilchens. Wir kénnen daher
die Relativbewegung als eine effektive Bewegung eines einzelnen Teilchens
der reduzierten Masse ;1 interpretieren. Addiert man die Gleichungen (1.49),
dann ergibt sich fiir die Schwerpunktsbewegung

Mis = pg =0 = &g = const , ps = Mg .

Das heifit der Schwerpunkt des betrachteten Zwei-Teilchensystems fiihrt eine
gleichférmige (unbeschleunigte) Bewegung aus.

Da die Newtonsche Mechanik galilei-invariant ist, kénnen wir die Zwei-
Teilchenbewegung genauso gut von einem Inertialsystem aus betrachten, das
sich mit dem Schwerpunkt mitbewegt, d.h. in dem der Schwerpunkt ruht. In
diesem (gesternten) Schwerpunktsystem lauten die Gleichungen der Relativ-
und Schwerpunktsbewegung

uif =—-VgeV(zg), x=zg+2*, x§=0.

Ist die Masse des zweiten Teilchens sehr viel grofier als die des ersten — dies
ist z.B. bei Planetenbewegungen um die Sonne der Fall (siche die néichsten
beiden Unterabschnitte) —, dann gilt

M—>m2

n— mq

me > m) — = m&] = -V V(x]), 25 =0.

g — x5 =0
Th — ]
In diesem Fall diirfen wir die Zwei-Teilchenbewegung vom Ruhesystem des

schweren Teilchens aus betrachten und die Newtonsche Bewegungsgleichung
auf das leichte Teilchen anwenden.
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1.5.2 Konservative Zentralkrifte, 1/r-Potentiale

Dieser Unterabschnitt beschéftigt sich mit der allgemeinen Bewegung von
Teilchen in 1/r-Potentialen. Nach Satz 1.4 ist der Drehimpuls eines Teil-
chens in einem Zentralkraftfeld eine erhaltene Grofle. Hieraus lassen sich zwei
Schluffolgerungen ziehen.

1. Aus der Richtungserhaltung des Drehimpulses folgt, dafl die Teilchenbahn
eben ist. Wir kénnen deshalb unser Koordinatensystem mit Ursprung im
Kraftzentrum so wéhlen, dafi die Teilchenbewegung fiir alle Zeiten in der
xy-Ebene verlduft. Dies bedeutet in Polarkoordinaten

cosgo( )
x(t) = r(t) smcp

cos ¢ —singp
z(t) =7 smcp +ro cosgp

. (1.50)
Cos ¢ —singp
&(t) = (F —r¢?) s1n<p + (2ro+rp) | cose
0

2. Die Betragserhaltung des Drehimpulses impliziert
|l| = mr?p = const = r?dp = const .

Das heifit die gedachte Verbindungslinie zwischen Kraftzentrum und Teil-
chen {iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flidchen. Dies ist das zweite
Keplersche Gesetz, auf das wir im néchsten Unterabschnitt noch zu spre-
chen kommen werden.

Neben der Drehimpulserhaltung gilt in konservativen Kraftfeldern auch Ener-
gieerhaltung, und wir kénnen schreiben:
2

_Mmo2 2.2 _Mm.2
Efg(r +T@)+V(T>—§T +2m7“2

Diese Beziehung entspricht der Energieerhaltung eines eindimensionalen Mas-
senpunktes in dem effektiven Potential

12
omr2

+ V(r) = const .

Ve (r) = V(r) +

Der letzte Term ist dquivalent zu einer (fiktiven) Zentrifugalkraft, die das
Teilchen vom Bewegungszentrum wegstof3t. Man nennt diesen Term daher
auch Zentrifugalbarriere. Da ein eindimensionales Problem vorliegt, konnen
wir die zugehorige Bewegungsgleichung analog zu (1.8) sofort angeben:
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Satz 1.30: Radiale Bewegungsgleichung
in konservativen Zentralkraftfeldern

Die Bewegungsgleichung eines Teilchens in einem konservativen Zentral-
kraftfeld lautet

= £/ 2 [ = Ven (1)

+d 2
. , Verr(r) = V(r) +

_— 1.51
2(E — Ve (r) s e

<— dt

Die unterschiedlichen Vorzeichen bedeuten eine Umkehr der Geschwindig-
keitsrichtung.

Offensichtlich kann sich das Teilchen nur in den r-Bereichen aufhalten, fiir die
gilt: E — Vog(r) > 0. Betrachten wir z.B. das in Abb. 1.11 skizzierte effektive
Potential. Das Teilchen wird entweder fiir alle Zeiten zwischen den Umkehr-
punkten ry und ro oszillieren oder aber sich im Bereich r» > r3 aufhalten und
letztlich dem Kraftfeld entflichen: » — oco. Das Vorzeichen in der radialen
Bewegungsgleichung wird durch Anfangsbedingungen z.B. der Form

r1§r§r2,¢(0):v020

fixiert und &ndert sich so lange nicht, bis das Teilchen den néichsten Umkehr-
punkt erreicht. Ist man mehr an der geometrischen Form der Teilchenbahn
interessiert, so ist es giinstiger, (1.51) umzuschreiben in

l ldr

mr r2y/2m[E — Vg (1)]

i i
r1 T2 T3

Abb. 1.11. Effektives Potential

Bahnkurven in 1/r-Potentialen. Ausgehend von der letzten Beziehung
wollen wir nun die moglichen Bahnformen von Teilchen in Coulomb-artigen
Potentialen V(r) = a/r bestimmen. Das heifit
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/ Idr’
gp—goozi/ = . (1.52)
I (- 8) - 5
Setzen wir ¢g = 0, dann liefert die Auswertung dieses Standardintegrals
l2 / r
(r) = — arcsin 7/T +ma ,
maoe ro
mit
2E1?
e=+y/1+— . (1.53)
mao

2
Durch die Festlegung von ro auf arcsin -220+me

lich Kegelschnitte in Polarkoordinaten,
k 12

L — 1.54
1+ecosp ’ ma (1.54)

= — 5 folgen hieraus schlief-

7(¢)

wobei das Vorzeichen in (1.53) je nach Vorzeichen von E und « so zu wéhlen

ist, dafl die Bedingung r > 0 in (1.54) erfiillt ist. Es lassen sich nun folgende

Fille unterscheiden:

Attraktiver Fall: o« < 0=k > 0.

oE<0:>|e|<1:>r:1+|6|#w>0fﬁr<p€[0:7r].1nderoberen
Halbebene durchléuft ¢ den Bereich [0 : 7]. Die geometrische Bahnform
ist eine Ellipse (Abb. 1.12a) mit grofier und kleiner Halbachse a = 125 ,

b= \/1’“_7 (sieche Abb. 1.13 und (1.55) im nichsten Unterabschnitt). r
oszilliert dabei zwischen den Umkehrpunkten r; = % und 79 = 1%_6 Fiir

e = 0 ergibt sich als Spezialfall ein Kreis mit Radius R =ry =ry = k.
o E>0z|e\>1:>1":Hlel#w>Oﬁ'11r<p€[O:QOmaX[7
COS Pmax = — 1. Die Bahnkurve ist eine Hyperbel (Abb. 1.12b).

lel

k

.E:O:>|E‘:1:>T:m

eine Parabel (Abb. 1.12c¢).

Repulsiver Fall: a >0=FE >0, k<0, |¢/>1
= r = kﬁ\liflw > 0 fir ¢ € [0: ©max| s COSPmax = ﬁ Als Bahnkurve
ergibt sich wieder eine Hyperbel (Abb. 1.12d).

Offensichtlich fithrt nur der attraktive Fall mit « < 0 und £ < 0 auf
eine gebundene, elliptische Bewegung. Bei allen anderen Féllen néhert sich
das Teilchen aus dem Unendlichen kommend dem Kraftzentrum, um danach
wieder im Unendlichen zu verschwinden. Fiir die elliptische Bewegung wird
die Grofle € Exzentrizitit genannt. Sie stellt ein Maf fiir die Abweichung
der Teilchenellipse relativ zur Kreisform (e = 0) dar.® Fiir die Halbachsen,
ausgedriickt durch die physikalischen Grolen der Bewegung, finden wir

> 0 fiir ¢ € [0 : w[. Die Bahnkurve ist

8 Die Exzentrizitit des Mondes um die Erde und der Erde um die Sonne ist
€ = 0.055 bzw. € = 0.017, d.h. die Bahnen sind fast kreisférmig.
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a b \
e ® @

< /
Q
a

\ e
/

Abb. 1.12. Mogliche Bahnformen in einem Coulomb-Potential. a, b und c ent-
sprechen dem attraktiven und d dem repulsiven Fall

o l
a = — =

2E "’ V2m|E|
Die Energie ist demnach unabhéngig vom Drehimpulsbetrag und allein durch
die grofle Halbachse a bestimmt.

Exzentrizitdt und Runge-Lenz-Vektor. Wir zeigen nun noch kurz einen
alternativen Weg zur Herleitung von (1.54). Dazu betrachte man den Vektor
I x p und berechne unter Beriicksichtigung von p = ax/r3 und r = |z| seine
zeitliche Ableitung:

d
Hieraus folgt fiir den Vektor der Exzentrizitét
Ilxp =
€= — — =const .
mao r

Dieses zusétzliche Integral der Bewegung wird auch Runge-Lenz- Vektor ge-
nannt. Er steht senkrecht zum Drehimpuls und liegt somit stets in der Be-
wegungsebene. Durch Quadrieren findet man nach wenigen Schritten

9 212

2
& = 2<p+0‘>+1:>ei 1+
mao 2m r

2FE1?
5 -

mao
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Die Bewegungsgleichung (1.54) ergibt sich aus

(I xp)x 12
er=-—""——r=————71 und €x =e€rcosy
mao mo
zZu
1?/ma
rg) =~
+ ecosp

1.5.3 Keplersche Gesetze und Gravitationspotential

Die Gravitationskraft zwischen zwei Punktmassen m und M,

Fa(z) = - V(e , Va(lal) = Valr) = — ",

ist ein spezielles Beispiel fiir attraktive 1/r-Potentiale, wie sie soeben bespro-
chen wurden. Mit unserer bisherigen Kenntnis lassen sich aus der Form dieser
Kraft sofort die drei Keplerschen Gesetze herleiten, die da lauten:®

1. Jeder Planet unseres Sonnensystems bewegt sich auf einer Ellipsenbahn,
in deren einem Brennpunkt die Sonne steht.

2. In gleichen Zeiten iiberstreicht die gedachte Verbindungslinie zwischen Son-
ne und Planet gleiche Flachen.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten verhalten sich wie die Kuben der grofien
Halbachsen der Bahnen zweier Planeten.

Wir wollen hier jedoch den umgekehrten Weg einschlagen und zeigen, dafl
sich die Gravitationskraft allein aus den Keplerschen Gesetzen ergibt.

Obwohl Sonne und Planet natiirlich eine rdumliche Struktur besitzen, ist
es hier dennoch gerechtfertigt, sie als Punktteilchen zu betrachten, da ihre
Ausdehnungen im Vergleich zu den betrachteten Lingen (Abstand Sonne-
Planet) sehr klein sind. Wie sich spéter herausstellen wird, ist diese Betrach-
tungsweise sogar exakt, sofern Sonne und Planeten kugelférmig sind.

Legen wir den Ursprung unseres Inertialsystems in die Sonne (dies ist
aufgrund der sehr viel grofleren Sonnenmasse gegeniiber den Planetenmassen
erlaubt), dann folgt aus dem ersten Keplerschen Gesetz, dafl die Bahn eines
Planeten eben und somit die Richtung seines Drehimpulses beziiglich der
Sonne erhalten ist. Wir kénnen unser Inertialsystem wieder so wihlen, dafl die
Beziehungen (1.50) gelten. Das zweite Gesetz bedeutet die Betragserhaltung
des Drehimpulses, also

| = mr?¢p = const .
Die Kraft zwischen Sonne und Planet ist also zentral,

9 Diese Gesetze sind so zu verstehen, daf die Wechselwirkung der Planeten unter-
einander sowie die Bewegung der Sonne vollsténdig vernachlissigt werden.
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a
Abb. 1.13. Zur Definition einer Ellipse

d(r*9)
dt
und wir konnen schreiben:

=r(2ro+rp) =0,

cos ¢
Fg =m(if —rg?) | sing
0

Aus der geometrischen Form einer Ellipse (sieche Abb. 1.13) erhalten wir den
gewiinschten Zusammenhang zwischen r und . Sie ist definiert als die Menge
aller Punkte, die von zwei Brennpunkten B, B’ den gleichen Abstand haben.
Bezeichnet man mit a die grofie und mit b die kleine Halbachse, so lautet die
Ellipsenbedingung: r + 7' = 2a. Sie fiithrt nach ein wenig Algebra zu

k b? 2—b?
r=—"l k=2 =YY (1.55)
1+ ecosyp a a
=7 = %r%bsimp: %hsingp, h=r%p
i eh, € h? h? [k 1
F = —hpcosp=——cosp=-—|—— .
PSP T R Y T

Somit folgt fiir Fg
K [k h? K x
Fal)=m | = (1)l %
o) =m [z (5 -1) =)o = e o
bzw.
Fg(x) = -VVig(x), Vo) = —m——

Mit Hilfe des dritten Keplerschen Gesetzes l:ifit sich nun zeigen, da8 h?/k eine
planetenunabhiingige Grofe ist. Denn die Fliche F' der Ellipse berechnet sich
zu (T=Umlaufzeit)
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o2 Th
F:wab:/dt%:77
0

so daf} folgt:

T—2 = Am*ab? = Am? = 47r2£ = const

a3 a3h? ah? h? '
Ferner mufl h?/k wegen des Prinzips ,, Actio=Reactio® proportional zur Son-
nenmasse M sein. Insgesamt erhalten wir

Satz 1.31: Gravitationspotential Vg
Aus den Keplerschen Gesetzen ergibt sich das Gravitationspotential zwi-
schen zwei Punktteilchen der Massen m und M zu

M Nm?
Va(lal) = Va(r) = —y== , 7 = 6.67-107" -
g

v ist eine experimentell zu ermittelnde universelle Naturkonstante, die sog.
Gravitationskonstante.

Gravitationspotential einer Hohlkugel. Im folgenden berechnen wir das
Gravitationspotential einer Hohlkugel mit innerem Radius a, &uflerem Radius
b und homogener Massenverteilung p(x,t) = p = % (Abb. 1.14). Wir
denken uns hierzu ein Probeteilchen der Masse m, das sich im Abstand r
zum Kugelmittelpunkt befindet. Fiir die potentielle Energie dV', die von dem
Massenelement dM herriihrt, gilt in Polarkoordinaten
mdM (z,0, ¢)
dV(r) = -y———F=—,
"= R0)
mit

dM(z,0,¢) = pzr?dasinfdhdy

R(r,z,0) = \/r2 + 22 — 2rzcos = sinfdf = RdR ,
rr

dM

Abb. 1.14. Hohlkugel
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Um das gesamte Potential zu erhalten, muf} iiber z, # und ¢ integriert werden:

22siné

Vir) = —’ymp/dx d@/d@}w

|
|
=
—
o
8
8

dR , A=2mymp .
a Rpin (7,x)
Es sind nun drei Félle zu unterscheiden:

1.7 > b: Dann ist Ry, =7 — x und Ry.x = 7 + x, so dafl

b
A 24 M
Vl(T)=—2?/dx;c2:_§? (b3—a3) :—'ym .

r

2.7 <a: Rpin = — 7, Rmax = x + 7. Es folgt
b
Va(r) = —2A/dx:c =-A*—d?) .

a

3.a < r < b: In diesem Fall kann man sich das Potential zusammengesetzt
denken aus demjenigen einer Hohlkugel mit den Radien a und r (1. Fall)
und dem einer Kugelschale mit den Radien r und b (2. Fall):

2a% 1
Vg,(’l“) = —A <b2 — 37 — 3T2) .

Aus dem ersten Fall wird ersichtlich, da8 sich eine ausgedehnte (Hohl-)Kugel
mit homogener Massenverteilung fiir 7 > b gravisch genauso verhélt, wie ein
Punktteilchen der gleichen Masse.

Gravitationspotential auf der Erdoberfliche. Fiir physikalische Pro-
zesse, die sich in der Nihe der Erdoberfliche abspielen, gilt

r=R+7,r <R,

wobei R = 6.35 - 10°m der Erdradius und r’ der radiale Abstand des be-
trachteten Teilchens zur Erdoberfliche ist. Wir kénnen deshalb das Gravi-
tationspotential der Erde um R entwickeln und erhalten mit der Erdmasse
M =5.98-10* kg

M N
_mas =-—mgR+mgr'+... , g~ 9.8 — —982 .

kg s2

Hierbei bezeichnet g die Erdbeschleunigung. Da der Term mgR eine physi-
kalisch irrelevante Konstante ist, kann er ignoriert werden, und wir erhalten
fiir das Gravitationspotential in Bezug auf die Erdoberfliche

Va(r) =

Vao(r') = mgr’ .
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1.5.4 Ein-Teilchenstreuung an ein festes Target

Das Problem beim Auffinden von Wechselwirkungskréiften mikroskopischer
Objekte wie Molekiile, Atome, Atomkerne und Elementarteilchen besteht
darin, dafl diese den menschlichen Sinnen nicht direkt zugénglich sind, so
dal Methoden benétigt werden, die Wechselwirkungseffekte in geeigneter
Weise verstédrken und so wahrnehmbar machen. Eine solche Methode ist die
Streuung von Teilchen aneinander. Hiermit lassen sich aus Kenntnis der Teil-
chenpositionen und -geschwindigkeiten weit vor und weit hinter dem Ort der
Streuwechselwirkung Riickschliisse auf die an der Streuung beteiligten Kréfte
ziehen. Dies sieht in der Praxis so aus, dal man Streuprozesse fiir verschiede-
ne, physikalisch motivierte ,, Test-Wechselwirkungen* durchrechnet und dann
die Ergebnisse mit dem Experiment vergleicht. Obwohl solche Streuprozesse
von o0.g. Objekten meistens eine quantenmechanische Beschreibung erfordern
(sieche Abschn. 3.10), stellt in vielen Fillen die rein klassische Beschreibung
eine sehr gute Ndaherung dar.

In diesem Unterabschnitt behandeln wir die Streuung von Teilchen an ein
fest installiertes Teilchen (Targetteilchen) und verallgemeinern im néichsten
Unterabschnitt die Resultate auf den experimentell relevanteren Fall der
Zwei-Teilchenstreuung, bei dem aus entgegengesetzten Richtungen Teilchen
aufeinander geschossen bzw. aneinander gestreut werden. Wir nehmen dabei
immer an, dafl sich die Wechselwirkungskréfte durch rotationssymmetrische
Potentiale darstellen lassen, die fiir grofle Abstéinde, im Vergleich zur Aus-
dehnung der Streuobjekte, geniigend stark abfallen, so dafl die Teilchen lange
vor und lange nach der Streuung als quasi frei betrachtet werden koénnen.

Bei der Ein-Teilchenstreuung an ein festes Potential hat man es mit der
in Abb. 1.15 skizzierten Situation zu tun. Ein Teilchen fliegt in z-Richtung
mit konstantem Anfangsimpuls p® = mw, und vertikalem Abstand b auf das
Streuzentrum geradlinig zu, wird in einem relativ lokalisierten Bereich um
das Streuzentrum abgelenkt und fliegt danach geradlinig mit Endimpuls p®

Detektor : t

E

Abb. 1.15. Ein-Teilchenstreuung an ein festes Streuzentrum
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weiter, bis es in grofler Entfernung zum Streuzentrum von einem Detektor
registriert wird. Fiir den Streuwinkel x gilt

p*p"®
P Ip"]
Der gesamte Streuprozefl ist makroskopisch durch Angabe der Anfangsge-
schwindigkeit vy, des Impaktparameters b und des Wechselwirkungspotentials
V(r) determiniert.

Wir legen nun den Ursprung des Koordinatensystems in das Streuzen-
trum und betrachten die Kinematik des Streuprozesses in Polarkoordinaten

v\ sinf \
(z) _T<COSG>‘

¢ Anfangsbedingungen:

r(0) =00, 6(0) =m, +(0) = —v , 6(0)=0.

cosy = (1.56)

e Erhaltung der Gesamtenergie:

2

_ P _m /.9 2'2) _m oo _
E—2m+V(T)—2(r +7°60%) +V(r) 5 Y const .

Insbesondere sind die Impulsbetrige des Teilchens lange vor und lange nach
der Streuung (V (r = oo) = 0) gleich: [p?| = |p®|.
e Erhaltung des Drehimpulses:

mr2

[t] =1 = mr?6 = mbvy = const = dt = Tdﬁ .

e Bahnkurve des Teilchens: Sie ist symmetrisch zur 7,;,-Achse. Hieraus
folgt fiir den Streuwinkel x

X = 29min - T
und fir rpn
dr dr
r(rmm) dt (rmm) 0= a0 (Tmm) 0 ( 57)

Unter Beachtung dieser Punkte 148t sich nun 6,,;;, und damit y berechnen:

2 2
ma_ P (A
20 = Jpt (d@) * 2mr? +Vir)

- @)= b-3 -3

[ dr’ 1_& 1 2V (1)
b2 muv}

~1/2

:>(9—9()Zi/ 7
T

T0
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Offensichtlich ist das Vorzeichen der Wurzel des Integranden gleich dem Vor-
zeichen von dé/dr bzw. dr/df, welches im Bereich 0y, < 6 < 7 positiv ist.
Setzen wir also g =7, 0 = Opin , 7o = 00 , T = T'min, SO folgt der

Satz 1.32: Bestimmung des Streuwinkels x

X = 2Hmin -7

i 2 9 —-1/2
eminzemin(b,’l}o):ﬂ'— / % 1_’/‘_(1_ V(Z)) .

r b2 mug

Tmin

Der minimale Abstand 7min = Tmin (b, vg) ist nach (1.57) durch die Nullstelle
des Integranden gegeben.

In der Regel hat man es bei Streuexperimenten nicht mit der Streuung ei-
nes einzelnen Teilchens an ein Target zu tun, sondern mit einem Strahl von
gleichartigen Teilchen, die mit gleicher Geschwindigkeit vy auf das Streuzen-
trum treffen. Da dieser Strahl einen gewissen Querschnitt aufweist, haben
verschiedene Teilchen i.a. auch verschiedene Impaktparameter und werden
dementsprechend unter verschiedenen Winkeln gestreut. Dieser Sachverhalt
ist in Abb. 1.16 verdeutlicht. Alle Teilchen, die durch das Segmentstiick
bldb|dg treten, treffen auf das Kugelflichenelement R?d2 = R?sin xdxdyp
und werden dort vom Detektor registriert. Der Detektor mifit also effektiv
den Wirkungsquerschnitt, der wie folgt definiert ist:

Definition: Wirkungsquerschnitt do

(Zahl der nach df2 gestreuten Teilchen)/s  Ib|db|dyp
(Zahl der einfallenden Teilchen) /s/m” I ’

mit [ = Teilchenstrom

— do = b|db|de = b(x) ’%’ dedy . (1.58)

Der differentielle Wirkungsquerschnitt ergibt sich durch Normierung von do
auf das Einheitskugelflichenelement d{2:

Definition: Differentieller Wirkungsquerschnitt do/d2
der Ein-Teilchenstreuung
do 1 db
-5 = =——b(X) |
df2 siny dx

: (1.59)

Im Experiment erhilt man also den differentiellen Wirkungsquerschnitt, in-
dem man den gemessenen Wirkungsquerschnitt durch die Detektorfliche
teilt. Er ist somit eine von der Geometrie des Detektors unabhéngige Grofle.
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T Rsin xde

. Rdy

db]

bldbldy *

R b

Abb. 1.16. Verlauf eines Teilchenstrahls bei der Ein-Teilchenstreuung. Links: senk-
recht zur Strahlrichtung. Rechts: in Strahlrichtung

Man beachte, dafl die Gleichungen (1.58) und (1.59) auch fiir nichtrotations-
symmetrische Potentiale gelten. In diesem Fall ist dann allerdings zu beriick-
sichtigen, dafi b auch vom Azimutwinkel ¢ abhingt. Integriert man do/df?
iiber df2, so erhéilt man den totalen Wirkungsquerschnitt oot

Definition: Totaler Wirkungsquerschnitt o
Otot = / d _Qd_g _ (Zahl der gestreuten Teilchen)/s
tot df2  (Zahl der einfallenden Teilchen) /s /m2 .

(1.60)

Wie auch do hat die Grofle oot die Dimension einer Fliche. Sie ist gleich der-
jenigen (fiktiven) Fliche eines Streuzentrums, die Projektile senkrecht durch-
setzen miissen, um iiberhaupt abgelenkt zu werden.

1.5.5 Zwei-Teilchenstreuung

Wir gehen nun zum realistischeren Fall iiber, bei dem kein fest installier-

tes Streuzentrum mehr existiert, sondern Teilchen aufeinander geschossen

werden. Wie bereits in Unterabschn. 1.5.1 diskutiert wurde, kénnen wir die

Dynamik dieser Zwei-Teilchenstreuung in eine Relativbewegung

mimes
M

MIER:—VV(|ZBR|) ;, LR = &1 — L2 , b= ’ M =m1 +ma

und eine Schwerpunktsbewegung

mixy + mae
M

aufteilen. Die Relativbewegung entspricht einem effektiven Ein-Teilchenpro-
blem und kann als Streuung eines Teilchens der reduzierten Masse p an ein
festes Streuzentrum bei xr = 0 interpretiert werden. Hierflir gelten die ent-
sprechenden, im letzten Unterabschnitt angefiihrten Erhaltungssétze:

. M.
Mxg = const = Fg = 7:0% =const , xg =
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e FERr= %w%{ + V(zr) = const = |pi| = |pE|, pr = par

L] lR = UIR X :tR = const .

Aus der Erhaltung der Schwerpunkts- und Relativenergie folgt natiirlich die
Erhaltung der Gesamtenergie:

E=FEs+FERr= %w% + %w% + V(&1 — x2]) = const .

Die gleichférmige Schwerpunktsbewegung nimmt keinen Einflufl auf die Dy-
namik des Streuprozesses und ist lediglich eine Folge der Wahl unseres raum-
festen Inertialsystems, von dem aus die Streuung betrachtet wird (Galilei-
Invarianz). Wir kénnen deshalb zum (gesternten) Schwerpunktsystem iiber-
gehen, indem der Schwerpunkt fiir alle Zeiten ruht:

T, =xs+x, z5=0.

Das Schwerpunktsystem bietet den Vorteil, dafi sich in ihm der Zusam-
menhang zwischen Streuwinkel y und Impaktparameter b oftmals einfacher
herstellen 148t als im Laborsystem, in dem das zweite Teilchen lange vor

der Streuung ruht. Fiir die Schwerpunktsimpulse p; = m;&] gilt wegen
my&; + moxy =0
* * mims . % my . . mims . . %
= — = — | + — = — (] — ) = .
P1 P2 my + ma ( Y my 1) my + ma (@1 2) = PR

Abbildung 1.17 zeigt den Verlauf der Zwei-Teilchenstreuung im Schwerpunkt-
system. Die Teilchen laufen aus dem Unendlichen mit den Anfangsimpulsen
pr* = —ph* = pﬁ aufeinander zu. Nach der Streuung sind die Impulse
pt* = —p5* = pE gegeniiber den Anfangsimpulsen um den Streuwinkel x
gedreht (vgl. (1.56)):

Abb. 1.17. Verlauf der Zwei-Teilchenstreuung im Schwerpunktsystem
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Den Zusammenhang zwischen Impaktparameter b und Streuwinkel x im
Schwerpunktsystem kann man sich also einfach iiber (1.59) mit der Erset-
zung m — p verschaffen, und es folgt der

Satz 1.33: Differentieller Wirkungsquerschnitt
der Zwei-Teilchenstreuung im Schwerpunktsystem
do 1 db

i~ sy (x) | mit b(x) aus Satz 1.32 und m — p.

Der Geschwindigkeitsparameter vg ist hierbei als Relativgeschwindigkeit der
beiden Teilchen lange vor der Streuung aufzufassen.

Zwei-Teilchenstreuung im Laborsystem. Mit Hilfe der Gleichungen der
Zwei-Teilchenstreuung im Schwerpunktsystem lassen sich nun leicht die ent-
sprechenden Zusammenhinge im Laborsystem (Abb. 1.18) herleiten, wo das
zweite Teilchen lange vor der Streuung ruht:

A . myx1(0) 1 4
= 0 — Lq = — = — .
e S mi + Mo mo R

Abb. 1.18. Verlauf der Zwei-Teilchenstreuung im Laborsystem

Zwischen Anfangs- und Endimpulsen im Schwerpunkt- und Laborsystem gel-
ten folgende Beziehungen:

. . ma mi
Pt = miles +210)] = Zpd 4 o1 = (22 4 1) pf
mo mo
py = mafds +23(0)] =pr +p5* =0

. . my my
pY = malds +#}(00)] = —pi +pi¥ = —pR + P
meo ma

py = malds + &5(c0)] = pit + P3F = PRt — PR -
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Damit lassen sich die Streuwinkel #; und 65 im Laborsystem durch den Streu-
winkel x im Schwerpunktsystem ausdriicken:

my
L ptpY ( *1) ( PRH’R)
R e
11P1 2
m1 +1 |pR|\/ —i—(p]f:{) +2m1pRpR
m+cosX
\/(zi) +1+ 277 cos x
my Af A L E
00892 _ p?pg . (m2 +1) pR(pR pR) _ 1—COSX :SinK
p}[P5] (%H) pd|jpd — pB| V2~ 2cosx 5
_—

Satz 1.34: Zusammenhang differentieller Wirkungsquerschnitt
im Labor- und Schwerpunktsystem

do do d0* do (d cos 0, ) B

Ao, — d*de,  dor

d cos x

) 3/2
do [(%) + 1+ 2% cos x(&l)}

dn+ e cos x(61) + 1 ’
mit
L 4 cos y
cosf; = T;LQ
\/(%) + 1427 cos x
und
d2* = sin ydydy = Raumwinkelelement im Schwerpunktsystem,
A, = @i = Raumwinkelelement im Laborsystem, in das

die Projektilteilchen gestreut werden.

(Die azimutalen Winkelabhéngigkeiten im Labor- und Schwerpunktsystem
sind gleich: o1, = ¢.)

Man beachte: Fiir mo > my sind die differentiellen Wirkungsquerschnitte
do/df2;, und do/d2* gleich und entsprechen dem differentiellen Wirkungs-
querschnitt do/d{2 der Ein-Teilchenstreuung. Der Ubergang vom Schwer-
punktsystem zum Laborsystem 148t sich folgendermaflen graphisch darstel-
len:
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e my/ma < 1: 0 iiberstreicht im Laborsystem den Bereich [0 : 7], wihrend
x im Schwerpunktsystem ebenfalls diesen Bereich durchliduft (Abb. 1.19).
Die Zuordnung x(61) ist in diesem Bereich bijektiv.

mi A A

ms PR Pr

Abb. 1.19. Zusammenhang zwischen der Zwei-Teilchenstreuung im Schwerpunkt-
und Laborsystem fiir mi < mo

e mi/mo > 1: 6 iiberstreicht hier nur noch den Bereich [0 : Oy,x] fiir
X € [0 : 7], mit sinfpax = mao/my. Aulerdem gibt es nun zu jedem 6,
zwei mogliche Werte fiir y (Abb. 1.20). Zur endgiiltigen Festlegung von x
benétigt man deshalb aufer 6; noch den Endimpuls |p¥| des ersten Teil-
chens.

mi A A
ms PR Pr

Abb. 1.20. Zusammenhang zwischen der Zwei-Teilchenstreuung im Schwerpunkt-
und Laborsystem fiir m1 > mo

Zusammenfassung

e Die relevanten Kenngroflen von Ein-Teilchenstreuungen sind der dif-
ferentielle und der totale Wirkungsquerschnitt, da sie dem Ex-
periment leicht zugénglich sind. Der differentielle Wirkungsquerschnitt
gibt die Winkelverteilung der gestreuten Teilchen an und der totale Wir-
kungsquerschnitt die fiktive Fliche des Streuzentrums, die die Projektile
durchsetzen miissen, um abgelenkt zu werden.
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e Die gegenseitige Streuung von Teilchen (Zwei-Teilchenstreuung) it
sich in eine Relativbewegung und eine gleichférmige Schwerpunktsbewe-
gung aufteilen. Da die Schwerpunktsbewegung die Dynamik des Streu-
vorgangs nicht beeinflult, entspricht die relative Bewegung einem effek-
tiven Ein-Teilchenproblem.

e Betrachtet man die Zwei-Teilchenstreuung vom Schwerpunktsystem
aus, so lassen sich die zugehorigen Streubeziehungen aus denen der Ein-
Teilchenstreuung mit der Ersetzung m — u ableiten. Die entsprechen-
den Zusammenhinge im Laborsystem, wo das zweite Teilchen lange
vor der Streuung ruht, ergeben sich problemlos aus den Betrachtungen
im Schwerpunktsystem.

Anwendungen

13. Periheldrehung. Das Gravitationspotential der Sonne wird durch all-
gemein-relativistische Korrekturen folgendermaflen modifiziert:
Vir)= g—l— 5, a<0,a>0.

Man zeige, dafl dleses Potential zu einer Drehung der Planetenellipsen fiihrt.
Lésung. Entsprechend der radialen Bewegungsgleichung (1.51) bzw. (1.52)
gilt fiir die Planetenbahnen in Polarkoordinaten (mit ¢ = 0)

ldr’

7o /’2\/2m _7_7)_L

A
C L s MM

vd mary

wobei m die Masse des Planeten ist und

2ma 2F
Bei geeigneter Wahl der Integrationskonstanten c ergibt sich hieraus
k A2
= k=——. (1.61)
1+ cos(Vdyp) ma

Bis auf den Vorfaktor v/d ist (1.61) formgleich mit der Ellipsengleichung
(1.54). Wegen Vd > 1 wird jedoch z.B. der minimale Abstand rmin =
k/(1 4+ |v|) zur Sonne nicht nach Agp = 27 erreicht, wie im reinen Coulomb-
Fall, sondern eher, nimlich bei Ap = 27/ Vd. Dies fithrt zur Drehung der
Ellipsenbahnen, der sog. Periheldrehung (Abb. 1.21).
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Abb. 1.21. Drehung der Planetenellipsen aufgrund eines zusétzlichen T%—Terms
zum Gravitationspotential

14. Elastische Streuung von Kugeln. Zwei harte Kugeln mit den Massen
my1 = mo = m und den Radien R; = Ry = R werden aneinander elastisch
gestreut (gestoBen). Man berechne den differentiellen Wirkungsquerschnitt
im Schwerpunkt- und Laborsystem. Wie grof3 ist der totale Wirkungsquer-
schnitt?

Loésung. Wir betrachten zuerst den Stofl der ersten Kugel an die fest veran-
kerte zweite Kugel (Abb. 1.22). Da es sich hierbei um eine elastische Streuung
handelt, erhélt man den Zusammenhang zwischen Streuwinkel x und Impakt-
parameter b aus rein geometrischen Uberlegungen. Es gilt

Omin = ™ — arcsin —
2R

b
= X = 20pmin — ™ = 2arccos 2R

= szRcos%

Vo

z

Abb. 1.22. Elastische Streuung einer Kugel an einer fixierten Kugel
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= RsinZ .
’ bln2

Fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt der Ein-Teilchenstreuung folgt
somit nach (1.59)

do  2R%sin$ cos do

- = ¢4 @ & — R2 = — = t.

dsf sin y a2 cons
Da do/df2 massenunabhingig ist, ist er nach Satz 1.33 gleich dem differenti-
ellen Wirkungsquerschnitt im Schwerpunktsystem. Der totale Wirkungsquer-
schnitt berechnet sich nach (1.60) z

Otot = R2/d<p/dxsinx =47 R? .

Den differentiellen Wirkungsquerschnitt im Laborsystem erhélt man iiber
Satz 1.34 zu

do [2 + 2 cos x]3/?
=R’ =2R*\/2+2 = 4R?cos b .
an 1+ cosx + 2cosx cos 01

Zur Berechnung des totalen Wirkungsquerschnitts ooy, 1,, der natiirlich gleich
dem der Ein-Teilchenstreuung sein muf}, ist zu beachten, dafl sich die Inte-
gration iiber 61 nur bis zur ersten Nullstelle von do/df2;, erstreckt:

Otot,I, = 87R? [ df; sinb, cosb, = AnR? .

O\MH

15. Rutherford-Streuung. Man berechne fiir die Elektron-Proton-Streu-
ung den differentiellen Wirkungsquerschnitt im Labor- und Schwerpunktsy-
stem, wobei die Wechselwirkung durch ein Coulomb-Potential V(r) = «o/r
gegeben sei.

Losung. Wir beginnen wieder mit der Betrachtung der Ein-Teilchenstreuung
an ein festes Streuzentrum, wobei das Elektron (m; = m,) auf ein fixiertes
Proton (mg = my,) geschossen wird. Der Zusammenhang zwischen Streuwin-
kel und Impaktparameter ist nach Satz 1.32

7d 2 2
emin:X+7T:7T—/l1—L 1—702
b2 MeVT

2 T
wobei i, die Nullstelle des Integranden ist. Die Substitution v = 1/r —>
dr = —r2du liefert

Umin _ 1/2

2a 1
— 2
Hmin—ﬂ—_ du |u +mu—bf2

~1/2

Tmin

(1.62)
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Eine weitere Substitution

2 2a 1
Wt —Ssu— 5 =—
meb2v3 b2

(6%
et = _—
s (u + meb2v(2)>

fithrt zu
W(umin)
Omin = 7+ / d2(1 —w?)™Y? = 7 + arccos w(0) — arccos w(tmin) -
w(0)

Da upin Nullstelle des Integranden aus (1.62) ist, gilt w(tmin) = 1 und somit
arccos w(Umin) = 0. Wir erhalten schlielich

) 07 -1/2
X—7 . X o! o
cos =5— =sin g = w(0) = reb%g lbz + <b2v3) ]

b2 2ol
= sin X <1 + m§v0>
o
Ial X
= b(x) = 2 cot 5

1
‘ 2mevo sin® ¥
Damit ergibt sich fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt der Ein-Teil-
chenstreuung
do a? 1
— = 1.63
ds? 4m§v§ sin® % ( )

Er ist monoton fallend mit der Energie mev3/2 der Elektronen sowie mit
dem Streuwinkel y und divergiert fiir y = 0. Dies ist eine Folge der langen
Reichweite des Coulomb-Potentials. Bemerkenswerterweise gibt es keinen Un-
terschied zwischen dem attraktiven (o < 0) und repulsiven Fall (o > 0). Der
totale Wirkungsquerschnitt ist

T

Tl /dx simy  wa? 1
2m32 é‘ 2
0

o -
ot sin? X mZvg sin® X
Der Grund fiir diese Divergenz liegt wiederum am langreichweitigen
1/r-Verhalten des Wechselwirkungspotentials. Der differentielle Wirkungs-
querschnitt im Schwerpunktsystem ergibt sich durch die FErsetzung

Me = b = MeMyp/(Me +mp) 20



98 1. Mechanik

do a? 1
de*  4p2vdsin® X
mit vy als anfinglicher Relativgeschwindigkeit von Elektron und Proton. Das

Massenverhiltnis von Elektron und Proton ist

Me ~54.1074 < 1.

mp
In nullter Naherung gilt daher me/mp, ~ 0, u ~ me, und wir kénnen schrei-
ben:

do do  do

42 T Ao T doL

1.6 Relativistische Mechanik

Zu Anfang des 20. Jahrhunderts glaubte man, dafl das gesamte Weltall von
einem Medium, dem sog. Ather, erfiillt sei, das die Propagation des Lichts
durch den Raum erméglicht. Diese Atherhypothese hitte zur Folge, dafl
die Lichtgeschwindigkeit in Inertialsystemen, die sich mit verschiedenen Ge-
schwindigkeiten relativ zum Ather bewegen, unterschiedlich groB sein miite.
Uberraschenderweise konnte durch keines der damals mit hoher Prizision
durchgefiihrten Experimente (z.B. Michelson-Moreley-Experiment) dieser Ef-
fekt beobachtet werden. Alle experimentellen Ergebnisse deuten im Gegenteil
darauf hin, dafl Licht in allen Inertialsystemen die gleiche Ausbreitungsge-
schwindigkeit besitzt.

1905 veroffentlichte Albert Einstein seine spezielle Relativitdtstheorie,
welche die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit zum Axiom erhebt und die
Atherhypothese vollstindig verwirft. Die spezielle Relativititstheorie — ur-
spriinglich im Rahmen der Elektrodynamik formuliert — bildet eine selbst-
konsistente Theorie, die die Newtonsche Mechanik als Grenzfall kleiner Ge-
schwindigkeiten im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit enthalt.

Nach einer Besprechung der grundlegenden Voraussetzungen der speziel-
len Relativitétstheorie, in der sich der Begriff der Lorentz-Transformation als
entscheidend erweisen wird, diskutieren wir daraus folgende relativistische
Effekte im Kontext der Mechanik und zeigen, dafl das Kausalitdtsprinzip,
d.h. die chronologische Abfolge von Ereignissen in der Vergangenheit, Gegen-
wart und Zukunft auch hier seine Giiltigkeit behélt. Desweiteren beschéftigen
wir uns mit der addquaten Definition relativistischer kinematischer Vierer-
groflen, die eine forminvariante Formulierung der relativistischen Mechanik
gewédhrleisten. Der letzte Unterabschnitt beschéftigt sich mit der Lagrange-
schen Formulierung der relativistischen Mechanik.
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1.6.1 Grundvoraussetzungen, Minkowski-Raum,
Lorentz-Transformation

Die spezielle Relativititstheorie beruht auf folgenden Axiomen:

e Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: Die Lichtgeschwindigkeit im Va-
kuum ist fiir alle gleichférmig bewegten Bezugssysteme gleich grof3, namlich
c~3-108m/s.

e Relativititsprinzip: Physikalische Gesetze sind in allen Inertialsystemen
gleichermaflen giiltig, d.h. es existiert kein ausgezeichnetes Bezugssystem.

Im Relativitdtsprinzip sind enthalten die Homogenitit von Raum und Zeit,
nach der kein ausgezeichneter Ort und Zeitpunkt existiert, und die Isotropie
des Raumes, nach der es keine bevorzugte Raumrichtung gibt. Im Kontext
der Mechanik kann als weiteres Axiom das Korrespondenzprinzip angesehen
werden. Es besagt, dafl alle physikalischen Gesetzmiiligkeiten der speziellen
Relativitétstheorie im Grenzfall v/c — 0 in die entsprechenden Gesetze der
Newtonschen Mechanik iibergehen.

Das erste Axiom hat zur Folge, dafl die Voraussetzung der Newtonschen
Mechanik einer absoluten Zeit in allen Bezugssystemen aufgegeben werden
mufl. Insofern erweist es sich als giinstig, physikalische Ereignisse mathema-
tisch in einem vierdimensionalen Raum zu beschreiben, in dem die Zeit ¢
(bzw. das Produkt aus Zeit und Lichtgeschwindigkeit, ct) als eigene Dimensi-
on gleichberechtigt zu den drei Raumdimensionen erscheint. Dies ist der sog.
Minkowski- Raum. Bevor wir uns ihm zuwenden, wollen wir einige Vereinba-
rungen treffen, die es gestatten, die Relativitidtstheorie in sehr {ibersichtlicher
Weise zu formulieren:

e Uber gleiche Indizes, von denen der eine unten und der andere oben zu
stehen hat, wird summiert, so dafl Summenzeichen fortgelassen werden
kénnen. Summationen, in denen zwei gleiche Indizes oben oder unten ste-
hen, sind nicht definiert (Einsteinsche Summenkonvention).

e Vektoren, deren Index oben steht, heiflen kontravariant, solche mit unten
stehendem Index kovariant. Obwohl diese Unterscheidung im Rahmen der
relativistischen Mechanik keine grofle Rolle spielt, wollen wir sie dennoch
schon jetzt einfiithren; ihr voller Nutzen wird sich spétestens im Kontext der
forminvarianten Formulierung der Elektrodynamik (Abschn. 2.3) erweisen.

e Bei Matrizen steht der Zeilenindex vor dem Spaltenindex.

Definition: Minkowski-Raum

Der Minkowski-Raum ist ein vierdimensionaler linearer Vektorraum iiber
dem Korper der reellen Zahlen. Seine Elemente x werden durch vierkom-
ponentige Koordinatenvektoren bzw. Vierervektoren (im folgenden oftmals
auch einfach nur: Vektoren)
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reprasentiert. Man beachte die Notation: z* , u = 0,1, 2,3 bezeichnet die
u-te kontravariante Koordinate von x.

Metrik des Minkowski-Raumes

Das Skalarprodukt zweier Vierervektoren ist in folgender Weise definiert:

(mﬂ) : (yu) = xﬂguuyy = xﬂyu
()~ () = et sy = il

1 00 0
y 0-1 0 0

Guw) =@")=10 0_-1 ol 9v=9"=0d" (1.64)
0 0 0-1

Hieraus folgt unmittelbar:
® §"%goy = 6L,

® 2, = gux’ , ¥ = g'x,, d.h. ko- und kontravariante Vektoren unter-
scheiden sich allein im Vorzeichen der raumlichen Komponenten,

o z,y* =xty,.

9w ist der (nichteuklidische) metrische Tensor des Minkowski-Raumes.

Im Gegensatz zum dreidimensionalen euklidischen Fall ist hier die Norm eines
Vektors offenbar nicht mehr positiv definit, und es kénnen die Félle

>0
atx, = A2 —x2{ =0
<0

auftreten. Betrachten wir nun zwei Inertialsysteme K und K’, die sich mit
konstanter Geschwindigkeit relativ zueinander bewegen, und nehmen an, dafl
zu irgend einem Zeitpunkt ein Lichtsignal in alle Richtungen ausgesandt wird.
Aufgrund des Relativitéitsprinzips sollte dann die Propagation dieses Signals
in beiden Systemen als eine sich gleichméiﬁig ausbreitende Kugelwelle wahr-
genommen werden. Bezeichnen z} und xo den raumzeitlichen Ursprung des
Lichtsignals im System K bzw. K’ und dementsprechend z# bzw. z'# einen
Punkt der Wellenfront zu einem spéteren Zeitpunkt, dann kann das Postulat
der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit ausgedriickt werden durch

(t — t()) (w — w())2
(t' = 16)* = (x' — @)
") (¢ — 2p), =0

(z —20)"(z — 20), =

C
CQ

= (o' —
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Das heifit der vierdimensionale Abstand zweier Lichtvektoren ist in jedem
Inertialsystem Null. Diesen Sachverhalt verallgemeinernd driickt sich die geo-
metrische Struktur der vierdimensionalen Raum-Zeit durch die Invarianzei-
genschaft des Abstandes zweier beliebiger Vierervektoren aus, was letztlich
aus dem Relativitédtsprinzip bzw. der Homogenitdt der Raum-Zeit und der
Isotropie des Raumes gefolgert werden kann:

(=@ =y =" -y -y ).
Unter den Transformationen, die K in K’ iiberfiihren, sind also nur solche
physikalisch sinnvoll, die diese Gleichung beachten. Dies sind die sog. Lorentz-
Transformationen, lineare Abbildungen, die Translationen und Drehungen im
vierdimensionalen Minkowski-Raum entsprechen. Fiir sie gilt der

Satz 1.35: Lorentz-Transformationen

Lorentz-Transformationen beschreiben den relativistischen Ubergang von
einem Inertialsystem K zu einem anderen K’. Sie sind iiber die Transfor-
mationsgleichung

ot — a'* = A", z¥ + a” , a" = Raum-Zeit-Translation

kontravarianter Vektoren definiert. Zusammen mit der Erhaltung des Ab-
standes,

@ -y -y =" —y) " =),
folgt hieraus einerseits die Bedingungsgleichung
Auag;w/lyﬁ = Yap (165)

und andererseits das entsprechende Transformationsverhalten kovarianter
Vektoren,

Ty = gt = guv (4”02 + a”) = xﬂ[/l_l]ﬁp +ay,
mit der zu A*, inversen Transformation

[A_l]ﬂﬂ = gW’AUC!gaB = Auﬂ ’ [A_l]ﬁu/l#’y = guu/lyagaﬁ/l#'y = 55

In Matrixschreibweise lautet die Bedingung (1.65) ATgA = g und entspricht
der Forderung RTR = 1 an Drehmatrizen im dreidimensionalen euklidi-
schen Fall. Lorentz-Transformationen mit a* = 0 konstituieren die homogene
Lorentz-Gruppe. Hierbei bleibt neben dem Abstand auch das Skalarprodukt
zweier Vektoren unveréndert:

¥ _ /u,/
.Ty‘u—l' ylt'

Im allgemeinen Fall (a*) # 0 erhélt man die inhomogene Lorentz- Gruppe oder
Poincaré-Gruppe. Die homogene Lorentz-Gruppe 148t sich weiter unterteilen
in
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Homogene Transformationen: det(A) = £1 , A% = +1
< Orthochrone Transformationen: det(A) = £1 , A% = +1
— Eigentliche Transformationen: det(A) = +1 , A% = +1.
Eigentliche Transformationen besitzen drei konstante (Raum-)Drehwinkel
und drei konstante Boostwinkel. Sie lassen die Zeitrichtung und den Rich-
tungssinn der drei Raumachsen unveréndert. Zusammen mit den Raum-Zeit-

Translationen a* bilden sie die 10-parametrige eigentliche orthochrone Poin-
caré-Gruppe (vgl. Satz 1.10).

Beispiele fiir eigentliche Lorentz-Transformationen.
e Drehungen im Raum:
1000
(R _ (gBmy_ |0
A=y = |0 R
0

e Spezielle Boosts:

cosha sinha 00

AM — (A(l)“y) _ sinha cosha 00

0 0 10
0 0 01
cosha 0 sinha 0
@) _ (f@n y _ o 1 0 0
AT = (A) = sinha 0 cosha 0
0o 0 0 1
cosha 0 0 sinh «
(3) _ (A®n ) 0 10 0
A (A V) 0 01 0

sinha 0 0 cosh «

Die A®) beschreiben den Ubergang von einem Inertialsystem K zu einem
anderen K’, das sich relativ zu K mit konstanter Geschwindigkeit entlang
der i-ten Raumachse bewegt.

Zur Interpretation des Boostwinkels « betrachten wir den Fall, daf sich K’
relativ zu K mit konstanter Geschwindigkeit v (gemessen in K) entlang der
x-Achse bewegt. Es finde nun im rédumlichen Ursprung von K’ zur Zeit ¢’ ein
Ereignis statt, das in K und K’ durch die Vektoren

ct ct!
wy | vt ey 0
0 0
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beschrieben wird. Unter Anwendung von A1) ergibt sich

ct’ = ctcosha + vtsinha , 0 = ctsinha + vtcoshar (1.66)
und es folgt
+1 ) ¥ v
tanho = -3 = cosha = —— , sihha = — , f=—.
’ V1—p32 V1—p32 c

Zur Festlegung der jeweiligen Vorzeichen betrachten wir den nichtrelativisti-
schen Grenzfall 3 — 0, entwickeln cosh a und sinh « bis zur jeweils fiihrenden
Ordnung in g,

cosha ~ *+1, sinha ~ F43 ,
und setzen diese Ausdriicke in (1.66) ein:

ct’ =~ *ct F put , 0 = FPct vt = Fot vt .

Unter Beachtung des Korrespondenzprinzips ct’ B0 ot folgt hieraus

+1 -8

coshao = —— , sinha= ——

1— 32 V1I-52
1.6.2 Relativistische Effekte

Im folgenden diskutieren wir einige physikalische Konsequenzen, die sich aus
der Struktur von Lorentz-Transformationen ergeben. Wir nehmen dabei wie-
der an, daff sich K’ relativ zu K mit konstanter Geschwindigkeit v in -
Richtung bewegt.!°

Zeitdilatation. Ein in K ruhender Beobachter 148t an der Stelle x; zwei
Lichtblitze zu den Zeitpunkten ¢; und t2 los. Diese entsprechen im System
K’ den Zeitpunkten

t) =t cosha + L Sinha th =ty cosha + L Sinha .
c c
Es folgt

At
At’:t;—t’lzﬁ > At =ty —1t; .
Das heifit einem Beobachter werden Zeitintervalle in zu ihm bewegten Syste-
men immer als gedehnt erscheinen.

10 Man beachte, dal unten stehende Indizes hier keine kovariante p-Indizierung be-
deuten, sondern lediglich verschiedene kontravariante Komponenten markieren.
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Lingenkontraktion. Im System K befinde sich ein Stab der Linge
Ax = xo — x1 lings der z-Achse ausgerichtet. Ein vorbeifliegender Beob-
achter des Systems K’ messe die Linge dieses Stabes, indem er Anfang und
Ende zur gleichen Zeit bestimmt. Es gilt

xh — 1) = Ar' = cAtsinha + Az cosha .
Gleichzeitigkeit des Mefivorgangs im System K’ bedeutet
cAt' =0 = cAtcosha + Azrsinha = cAt = —Axtanha .

Daraus folgt
Az’ = Az(—sinhatanh a + cosha) = Azy/1 — 52 < Az .

Ein Beobachter sieht also die Lénge von relativ zu ihm bewegten Ge-
genstinden verkiirzt. Da es unerheblich ist, welches der Systeme K und K’
als bewegtes System aufgefafit wird, werden Zeitdilatation und Léngenkon-
traktion in beiden Systemen gleichermafien wahrgenommen.

Addition relativistischer Geschwindigkeiten. Wir betrachten ein Teil-
chen, das sich mit der Geschwindigkeit w in K bewegt und fragen danach,
wie grof w’ in K’ ist. Es gilt

1

, dz't dzsinh o + dz! cosh « tanh o + g% -2+ %wr
w o =c =c - =c =c =

z dz0 dz0 cosh o + dz! sinh o 1+ % tanh o 1- Sw,

Wy — U
- w; = >
2,3

, dl‘/2’3 dl‘2’3 c d;cxo

R _

L, =c =c - =
Y,z dz0 dz% cosha +dzlsinha  cosha 1 4+ % tanh o

1
C Ewy,z

cosha 1+ “= tanh«

1 wyyz(l_ﬁ% )

2 v

= w

Insgesamt erhilt man

, 1 wmfvz
il el (A
e \ o /T

Offensichtlich ist diese Gleichung nur fiir Relativgeschwindigkeiten |v] < ¢
und damit auch |w| < ¢ physikalisch sinnvoll. Weiterhin iiberzeugt man sich
leicht davon, daf fiir alle méglichen Kombinationen von v, |w| < ¢ auch in K’
keine groflere Geschwindigkeit als die des Lichts gefunden wird. Insbesondere
gilt
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¢ ¢ ¢
w=|0]=w =10 und v=c=w =—-10
0 0 0

Die Lichtgeschwindigkeit ist also die obere Grenzgeschwindigkeit fiir jegliche
Art von Teilchenbewegung.

1.6.3 Kausalititsprinzip, raum-, zeit- und lichtartige Vektoren

Das Kausalitétsprinzip in der Newtonschen Mechanik besagt, dafl ein Wir-
kungsereignis Fy seinem Ursachenereignis Fq immer zeitlich folgen muf}, d.h.
to —t1 > 0. Soll dieses Prinzip auch in der relativistischen Mechanik erhalten
bleiben, so darf sich in keinem Inertialsystem dieser Kausalzusammenhang
umdrehen. Wir betrachten dazu zwei Ereignisse

Ctl CtQ

T T
@ =10 @=17
0 0

in K, von denen z die Wirkung von z/' ist, d.h.
to >t , C(tg—tl) > |£C2—(E1‘ > X9 — 27 .

In dem zu K mit der Geschwindigkeit v bewegten System K’ ergibt sich
(cosha > 1, |tanh | < 1)
c(th —t]) = c(ta — t1) cosha + (z2 — x1) sinh «
[c(ta — t1) + (2 — x1) tanh ] cosh &
> c(ta —t1)(1 + tanh ) > 0 .

Das Kausalitatsprinzip behélt also auch in der relativistischen Mechanik sei-
ne Giiltigkeit. Insbesondere bleibt in jedem Inertialsystem die chronologische
Abfolge Vergangenheit-Gegenwart-Zukunft erhalten. In Abb. 1.23 sind die-
se drei Zeitbereiche im Minkowski-Raum graphisch dargestellt, wobei eine
Raumrichtung unterdriickt ist. Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft eines
gegenwirtigen Ereignisses F sind jeweils getrennt durch Lichtkegel, deren
Mantelflichen durch Vektoren erzeugt werden, fiir die gilt:

detdz, =0 || =c.

Vektoren mit dieser Eigenschaft heiflen lichtartig, da sie eine sich mit Licht-
geschwindigkeit ausbreitende Bewegung beschreiben. Die Ereignisse, die F
beeinflufien konnen (Vergangenheit) oder durch E beeinfluft werden kénnen
(Zukunft), liegen auf dem unteren bzw. oberen Lichtkegel oder in deren In-
nern. Der innere Bereich wird durch zeitartige Vektoren mit der Eigenschaft

detdz, > 0= |z| <c
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t
zeitartig
~
Zuknnft
/ raumartig
lichtartig /
E T
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/ Vergangenheit

Abb. 1.23. Zur Einteilung der drei Zeitbereiche Vergangenheit, Gegenwart und
Zukunft

beschrieben. Die Komplementédrmenge zur Vergangenheit und Zukunft von
E ist die Gegenwart von FE. Sie ist das Auflere des Lichtkegels und wird durch
raumartige Vektoren beschrieben, mit

datdz, <0 <= |&| > c.

Dies ist der Bereich von Ereignissen, fiir die E weder Ursache noch Wirkung
sein kann.

1.6.4 Lorentzkovariante!! Formulierung
der relativistischen Mechanik

Nach dem Relativitétsprinzip muf es eine lorentzkovariante (forminvariante)
Formulierung der relativistischen Mechanik geben, so daf3 die physikalischen
Gesetze wie in der Newtonschen Mechanik in allen Inertialsystemen das glei-
che Aussehen haben. Dies ist aber nur dann gewihrleistet, wenn sich die
entsprechenden Grofien (Geschwindigkeit, Impuls, Kraft, etc.) wie Vierer-
vektoren transformieren. Offenbar trifft diese Forderung auf die Ableitung
eines Vierervektors xz* nach seiner O-ten Komponente nicht zu, weil das Zeit-
differential dz® = cdt kein Lorentz-Skalar, d.h. unter beliebigen Lorentz-
Transformationen nicht invariant ist:

11 Wie in vielen anderen Lehrbiichern wird auch in diesem Buch das defi-
nierte Transformationsverhalten relativistischer Vierergréfien unter Lorentz-
Transformationen mit ,lorentzkovariant* umschrieben, ungeachtet das feinen
Unterschiedes zwischen , kovariant* und ,kontravariant“. Dasselbe gilt fiir re-
lativistische Gleichungen, die ihre Form unter Lorentz-Transformationen nicht
dndern. ,,Lorentzinvariant“ sind Groflen bzw. Gleichungen, deren Wert unter
Lorentz-Transformationen unveréndert bleibt (Lorentz-Skalar).
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da't oy dz”
da0 Y dx0

Da nun aber ¢ die obere Grenzgeschwindigkeit jeglicher physikalischer Bewe-
gung darstellt, ist z* ein zeitartiger Vektor, so dafl es zu jedem Zeitpunkt ¢
ein Inertialsystem gibt, in dem das Teilchen ruht (momentanes Ruhesystem).
Das heifit

dztdz, = Adt* — da® = At — da’® = da'#dz), = dr* > 0, (1.67)

wobei d7 das Zeitdifferential des Ruhesystems (Eigenzeitdifferential) ist. Di-
vision der letzten Beziehung durch dr? ergibt

Azt dz, o (dt\? [(de\® do/da),
R 2 ) (22 ) = )
dr dr dr dr dr dr

_ (Y (A
- c dr dr -

Demnach ist dz#/dr ein zeitartiger Vierervektor mit der Lénge ¢, transfor-

miert sich also unter beliebiger Lorentz-Transformation A wie
/
da'™ e da”

dr Ydr

und wir erhalten mit (1.67) den

(1.68)

Satz 1.36: Eigenzeitdifferential dr
Das Eigenzeitdifferential

1 /dz\? , 1 (dz'\?

ist ein Lorentz-Skalar und gibt die Zeitskala im Ruhesystem eines relativ
zu Inertialsystemen K, K’, ... bewegten Objektes an.

Diese Gleichung driickt noch einmal die Zeitdilatation in differentieller Form,
verallgemeinert auf beschleunigte Bewegungen, aus. Aufgrund seines Trans-
formationsverhaltens (1.68) heifit dz*/dr Vierergeschwindigkeit. Sie ist mit
der physikalischen Geschwindigkeit @ in folgender Weise verbunden:

Definition: Vierergeschwindigkeit u”,
physikalische Geschwindigkeit &

(u") = e et L e
\dr ) dar\ At ) [ e \E)
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Die Ableitung eines Vierervektors nach der Eigenzeit 7 fithrt immer wieder
auf Vierervektoren, so daf} sich nun die iibrigen Grofen der lorentzkovarianten
relativistischen Mechanik leicht konstruieren lassen. Der Impuls wird analog
zur Newtonschen Mechanik definiert durch:

Definition: Viererimpuls p*, physikalischer Impuls p

(P") = mo(u”)

mo dxt cm .
T@_z(dt> (7)  p=me, (1.69)

wobei myg ein Lorentz-Skalar, also die Masse des Teilchens, gemessen in sei-
nem Ruhesystem, (Ruhemasse) sein mufl. Aus dieser Definition folgt, dafi die
Masse m keine Konstante mehr ist, sondern explizit geschwindigkeitsabhéngig
und sich geméf der Gleichung

mo

_ &
c2

verhélt. Die Kraft definieren wir entsprechend durch:

m=m(t) =

Definition: Viererkraft F*, physikalische Kraft F
dp* 1 dp*
G700 Y e < O S e
(F) < dr ) 1 22 ( dt )
c2

1 o dp
= — F:—. ]..
() et am

gy
1_0_2

Gleichung (1.70) stellt gleichzeitig die lorentzkovariante Bewegungsgleichung
der relativistischen Mechanik dar. Man iiberpriift leicht, daf§ die Gleichungen
(1.69) und (1.70) neben dem Relativitéitsprinzip auch das Korrespondenzprin-
zip erfiillen und fiir kleine Geschwindigkeiten || < ¢ in die entsprechenden
Ausdriicke der Newtonschen Mechanik iibergehen.

Es ist nicht immer méglich, eine vollstdndig kovariante Formulierung ei-
nes gegebenen mechanischen Problems durch (1.70) anzugeben, da nicht alle
Typen von Kriften als Vierergroflen zur Verfiigung stehen. Hierzu gehort
z.B. die Gravitationskraft. Sie setzt als ,statische Fernwirkungskraft® eine
unendlich grofle Ausbreitungsgeschwindigkeit voraus und steht somit im Wi-
derspruch zum ersten Axiom der Relativitdtstheorie. Ein anderes Beispiel
sind die Zwangsbedingungen eines starren Korpers, da sie nur die Rauman-
teile von Vierervektoren beinhalten. Das gesamte Gebiet der Dynamik starrer
Korper besitzt deshalb kein relativistisches Analogon.
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Physikalische Folgerungen. Bewegt sich ein Teilchen in einem konserva-
tiven Kraftfeld, dann gilt

F = _ 2 e
dt dt /1 &2
C2

Multiplikation dieser Gleichung mit & liefert

=-VV(x) .

d mod . d moc? . d
T

a\ e ) A\ e St
c? c2
Hieraus folgt der

Satz 1.37: Relativistische Energieerhaltung
in konservativen Kraftfeldern

me? + V(x) = E = const .

Im Falle kleiner Geschwindigkeiten @? /c? < 1 geht diese Beziehung {iber in
m002+%i2+...+V(w):E,

was bis auf die physikalisch irrelevante Konstante mgc? der klassischen Ener-
gieerhaltung entspricht. Wir definieren deshalb:

Definition: Kinetische Energie T

2
mopcC
T = mc® — moc® = ———— — myc?

Der Ausdruck mgc? wird als Ruheenergie des Teilchens bezeichnet. Man be-
achte, dafl die in der klassischen Mechanik geltende Beziehung

dT
— =maxx = Fz
dt
auch in der relativistischen Mechanik gilt, denn wir haben
. .. q a7
Fi = moi L T _ MoTEL B

i\Jig) (g T

Bei Abwesenheit duflerer Krafte reduziert sich Satz 1.37 auf die beriihmte
Einsteinsche Gleichung

E =mc® =p°c.

Sie besagt, dafl Energie und Masse dquivalent, also auch ineinander transfor-
mierbar sind. Weiterhin folgt hieraus zusammen mit (1.69) der
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Satz 1.38: Relativistische Energie-Impuls-Beziehung
fiir freie Teilchen

Pp, =p02—p2 = m2c® <= E? = m2c* + p°c? .
Es sei hier vermerkt, dafl die Definitionen des Viererimpulses und der Vie-
rerkraft eindeutig sind, wenn man groffitmogliche Analogie zur Newtonschen
Mechanik unter Beachtung des Relativitéits- und Korrespondenzprinzips for-
dert. Die Definitionen der physikalischen Dreiergréfien p und F' folgen jedoch
a priori nicht eindeutig aus denen der zugehorigen Vierervektoren. Sie sind
vielmehr eine Konsequenz aus experimentellen Erfahrungen. Man beobach-
tet z.B., dafl bei Teilchenbeschleunigern immer mehr Energie aufgewendet
werden muf}, um Teilchen auf nahezu Lichtgeschwindigkeit zu bringen. Dies
deutet auf eine mit der Geschwindigkeit zunehmende Masse hin, so daf} die
Definitionsgleichung (1.69) physikalisch sinnvoller ist als p = modx/dt. Eine
andere Beobachtung ist der sog. Massendefekt, der besagt, daf z.B. die Masse
eines Atomkerns kleiner ist als die Summe der Konstituentenmassen. Dar-
aus folgt offensichtlich, dafl ein Teil der Konstituentenmassen im Atomkern
als Bindungsenergie auftritt bzw. absorbiert wird. Durch die hier gewéhlte
Definition der physikalischen Kraft (1.70) wird diese Masse-Energie- Aquiva-
lenz automatisch vorhergesagt. Die Tatsache also, daf} bis auf die Ersetzung
mgy — m die relativistischen kinematischen Dreiergréfien mit den entspre-
chenden Groen der Newtonschen Mechanik formal identisch sind (Einfach-
heit der Theorie), hat uns zusammen mit experimenteller Konsistenz zu obi-
gen Definitionen gefiihrt.

Betrachten wir zum Schluf} die gegenseitige Wechselwirkung relativisti-
scher Teilchen ohne duflere Krafteinwirkung. Dann lassen sich Energie- und
Impulserhaltung in eine einzige Gleichung fiir die Viererimpulse der Teilchen
ausdriicken:

S =>pl, (1.71)
i J

wobei p!' die Anfangsviererimpulse und p;“ die Viererimpulse im Endzustand
sind. Aufgrund der Energie-Masse-Aquivalenz gilt diese Gleichung in einem
sehr allgemeinen Sinne: Es kénnen in dem betrachteten Wechselwirkungs-
prozefl Teilchen erzeugt und vernichtet werden. Fiir alle beteiligten Teilchen
gelten dabei nach Satz 1.38 die Massenschalenbedingungen

Pipui =mic?, p;"pit’j = m;-zc2 , (1.72)
wobei m; und m; die Ruhemassen der Teilchen im Anfangs- bzw. Endzustand
bezeichnen. Viele physikalische Effekte wie z.B. der Massendefekt (Anwen-
dung 18) oder Compton-Effekt (Anwendung 19) lassen sich auf die Erhaltung
des Viererimpulses zuriickfiihren.
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1.6.5 Lagrange-Formulierung der relativistischen Mechanik

Nachdem eine mit der speziellen Relativitdtstheorie im Einklang stehende
Verallgemeinerung der Newtonschen Bewegungsgleichung gefunden wurde,
soll nun die Lagrange-Formulierung der relativistischen Mechanik untersucht
werden. Der einfachste Weg zum Aufstellen einer relativistischen Lagrange-
Funktion ist, das Hamiltonsche Prinzip, Satz 1.18, zu verwenden und eine La-
grange-Funktion L zu suchen, fiir die die Lagrange-Gleichungen die richtigen
relativistischen Bewegungsgleichungen liefern. Betrachten wir von vornherein
den Fall, da8 sich die Kraft aus einem generalisierten Potential nach (1.31)
in der Weise

d
dt
darstellen 148t, dann fiihrt der folgende Ansatz fiir die Lagrange-Funktion
eines einzelnen Teilchens in diesem Kraftfeld zum richtigen Ergebnis:

.2
T
L=—moc*\|1— Z - V. (1.73)

Denn es gilt

F(x,a,t) = —VV(x,&,t) + —VaV(a, i,t)

moa'c

Vel =-V,V , 6 ViL = - V.V

2
4
1—07

d m0¢ d
= — | ———= | =-V.V+-V,V=F.
dt \ /] _ e =g Ve
02

Hierbei ist zu beachten, daf (1.73) nicht mehr durch L = T — V gegeben ist.
Man kann bisher Gesagtes leicht auf Systeme mit vielen Teilchen verallge-
meinern und von kartesischen Koordinaten x; auf irgend einen Satz genera-
lisierter Koordinaten ¢; iibergehen. Auch hierbei sind die Hamilton-Funktion
H und der generalisierte Impuls p; definiert durch

n
OL
H:E pigi — L, pi =+,
i=1 Odi

so dafl die Sétze 1.22 und 1.23 ihre Giiltigkeit behalten. Beschréankt man
sich iiberdies auf konservative Krifte (0V/0¢; = 0), dann liefert auch hier
die Hamilton-Funktion die Gesamtenergie des Systems. Beispielsweise folgt
unter Beriicksichtigung von Satz 1.37 im Fall eines einzelnen Teilchens

m002

Ji-®

H=a2ViL—-L= +V = FE = const .
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Lorentzkovariante Lagrange-Formulierung. Das soeben angegebene
dreidimensionale Lagrange-Verfahren liefert die korrekten relativistischen Be-
wegungsgleichungen innerhalb eines Inertialsystems. Es handelt sich hierbei
jedoch nicht um eine (vierdimensionale) lorentzkovariante Formulierung, die
in jedem Inertialsystem das gleiche Aussehen hat. Um zu ihr zu gelangen,
hat man vom lorentzinvarianten Hamiltonschen Prinzip

S = / drL —s extremal

auszugehen, aus dem sich z.B. fiir ein einzelnes Teilchen die Lagrange-
Gleichungen

d oL oL

dr Qut Ozt
herleiten lassen. Hierbei ist L die lorentzinvariante Lagrange-Funktion, dr das
Eigenzeitdifferential, z*# der Vierervektor und u* die Vierergeschwindigkeit
des Teilchens. Im Falle eines freien Teilchens ist L in der Weise zu wihlen,
dafl (1.74) auf die kovariante Bewegungsgleichung

W'

dr mO?
fiihrt. Dies ist offensichtlich der Fall fiir

-0 (1.74)

= mo mo
L= —uuy = —u“gaguﬂ ,

2 2
denn es gilt
afz 8[: mo o o
o =0 ur = g s’ + U Ge) = Mogua® = mou,
du,, dut
— myp—— =0<= my—— =
dr dr

Es wurde bereits im letzten Unterabschnitt auf die Unmoglichkeit einer ko-
varianten Formulierung beim Vorliegen der Gravitationskraft oder anderer
, Fernwirkungskréfte* hingewiesen. Eine besonders erwahnenswerte Kraft, die
indes eine kovariante Formulierung ermdoglicht, ist die Lorentz-Kraft, welche
die Bewegung eines geladenen Teilchens in einem elektromagnetischen Feld
beschreibt. Wir werden dies im Rahmen der Elektrodynamik in den Abschnit-
ten 2.3 und 2.8 diskutieren.

Zusammenfassung

e Die spezielle Relativititstheorie beruht auf zwei Axiomen, nidmlich
der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit und dem Relativitédtsprin-
zip. In dieser Theorie stellt die Zeit eine zu den drei Raumrichtungen
gleichberechtigte Dimension im Minkowski-Raum dar und nicht, wie
in der Newtonschen Mechanik, einen dufleren Parameter.
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e Der Ubergang von einem Inertialsystem zu einem anderen wird
durch Lorentz-Transformationen beschrieben. Durch sie ergeben
sich typisch-relativistische Effekte wie z.B. die Zeitdilatation und die
Lingenkontraktion.

e Anhand der Additionsformeln relativistischer Geschwindigkeiten erkennt
man explizit, dal die Lichtgeschwindigkeit die obere Grenze fiir jede Art
von Teilchenbewegung ist.

e Mit Hilfe des Konzepts von Vierervektoren lifit sich die relativistische
Mechanik — wie im Relativitatsprinzip gefordert — in lorentzkovarian-
ter Weise formulieren. Hierbei spielt das momentane Ruhesystem
bzw. das Eigenzeitdifferential eine entscheidende Rolle.

e Fiir kleine Geschwindigkeiten |&| < ¢ gehen die GesetzméBigkeiten der
relativistischen Mechanik dem Korrespondenzprinzip entsprechend in
die der Newtonschen Mechanik iiber.

e Zur Beschreibung der relativistischen Mechanik mittels des Lagrange-
Formalismus bedient man sich des Hamiltonschen Prinzips und sucht
eine Lagrange-Funktion, fiir die die zugehorigen Lagrange-Gleichungen
die richtigen Bewegungsgleichungen liefern.

Anwendungen

16. Zwillingsparadoxon. Eine Rakete starte zur Zeit ¢ = 0 von der Er-
de aus und beschleunige mit 20-facher Erdbeschleunigung gleichméf8ig auf
0.9c. Danach fliege sie mit konstanter Geschwindigkeit ein Jahr und bremse
dann wieder gleichméfig mit 20-facher Erdbeschleunigung auf 0 herunter.
Der Riickflug zur Erde geschehe auf die gleiche Weise. Man vergleiche die
Gesamtflugzeiten, die im Erd- und Raketensystem gemessen werden, wobei
sich alle gemachten Angaben auf das Erdsystem beziehen.

Losung. Der Raketenflug enthiilt zwei Beschleunigungs- und zwei Brems-
phasen, fiir die gilt (¢ = 3-108 m/s, g = 10 m/s):

#(t) = gt , g’ =20g =200 , Ai = +0.9¢
S

— At; = 1.35-10%s = 15.6 Tage ,

und zwei konstante Flugphasen mit
z(t) = £0.9¢ , Aty = 365 Tage .

Damit ergibt sich als Gesamtflugzeit im Erdsystem
T = 4At + 2At, = 792.4 Tage .
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Die entsprechenden Etappenzeiten im Raketensystem berechnen sich nach
Satz 1.36 zu

Aty 5 1 5 , Aty
Ar = /dt,/l_gfﬁ:f t 1—g—t2+£arcsin T
c? 2 c? g c o
0

= 1.13-10%s = 13.1 Tage

Ato
Aty = / dtv1 —0.81 = 159.1 Tage .
0

Die Gesamtflugzeit im Raketensystem ist somit
T =4A711 + 2A19 = 370.6 Tage .

Nach Riickkehr auf die Erde ist also der Astronaut um weniger als die Hélfte
gegeniiber einem Erdbewohner gealtert. Dieser Sachverhalt beinhaltet eine
paradoxe Aussage. Denn man kann sich aufgrund des Relativititsprinzips
natiirlich auch auf den Standpunkt stellen, daf sich die Erde von der Rake-
te entfernt und wieder zu ihr zuriickkommt. Demnach miiite der Astronaut
gegeniiber einem Erdbewohner schneller gealtert sein. Die Auflosung dieser
vermeintlich paritdtischen Situation ist, dafl faktisch nur der Astronaut ei-
ne (absolute) Beschleunigung erfahren hat und somit nicht immer in einem
Inertialsystem war.

17. Ubergang zum momentanen Ruhesystem. Eine Rakete habe eine
konstante Beschleunigung a, gemessen in ihrem momentanen Ruhesystem K’.
Man zeige, dafl ihre Geschwindigkeit in dem Bezugssystem K, von dem aus
die Rakete bei ¢ = 0 in z-Richtung startet, gegeben ist durch

. c

= —.

1+ %>

Losung. Wir bendtigen die momentane Lorentz-Transformation

cosha sinha 0 0
sinha cosha 0 0
0 0o 101"
0 0 01

die K in K’ iiberfiihrt. Fiir sie gilt

(AHV) =

c c
dt | = 0
o A oV wy — =22 "y —
wr =A@y =0 W= | g
0 0
= cosha = dr , sinha = —fﬁ .
dr cdr



Anwendungen 115

Die Viererbeschleunigung b in K ist

c 0
d d?t | & dt | dz
W) = —(ut) = — _ dr
(&) dr (u) dr2 | 0 + dr| O
0 0
c 0
A AN
drz | O dr 0
0 0

Damit ergibt sich fiir die z-Komponente der Viererbeschleunigung der Rakete
in ihrem Ruhesystem

/1 41 v dt 3_ Z
=4 yb - (dT) _( ¢2)3/2a

c2

und es folgt fiir & = ¢/1/1 + -5

a?t?
Vi=a

18. Massendefekt. Man betrachte einen ruhenden Kern der Ruhemasse
M, der in zwei leichtere Kerne mit den Ruhemassen m; und ms zerfallt. Wie
grof} sind die Energien der Zerfallsprodukte.

Loésung. Der Viererimpuls p* des Kerns vor dem Zerfall und die Viererim-
pulse p*, pg* der beiden Zerfallsprodukte sind

(") = (]%C) , (1) = (Z;;lf) , () = (%;) ,

wobei die Massenschalenbedingung (1.72) fiir den ruhenden Kern bereits
beriicksichtigt ist. Die Viererimpulserhaltung (1.71) und Massenschalenbe-
dingungen fiir die Zerfallskerne liefern zusammen 4 Gleichungen fiir die
Grofien p,10ap/207p/17p/2:
Plo + a9 = Me
pi+p; =0
iy~ B = mie
ol = e
Es folgt fiir die Energie der Zerfallsprodukte
Pio — P = (mf — m3)c?

= (plo + Pa)(Pho — Pao) = Mc(phy — pho) = (mi — m3)c?

E1 &
Plo = 7=(M2+m?—m§)m
—
/ Esy 2 2 2y €
Py = — = (M* —mj +mj3)

c oM
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Schreibt man die ersten beiden Bedingungen der obigen vier Gleichungen in
der Form

VJmie + 92+ fmde+ p = M.

so ergibt sich offensichtlich fiir |p}| > 0

M >mq+ms ,

d.h. die Ruhemasse des zerfallenden Kerns mufl grofler sein als die Summe
der Ruhemassen der Zerfallskerne. Die Differenz M — (mj +m2) ist der Mas-
sendefekt; er wird beim Zerfallsprozef in kinetische Energie der Zerfallskerne
umgesetzt.

19. Compton-Effekt. Ein Photon (der Ruhemasse 0) trifft auf ein ruhen-
des Elektron. Man berechne den Impuls des Photons nach der Streuung am
Elektron in Abhéngigkeit von seinem anfianglichen Impuls und seines Streu-
winkels (Abb. 1.24).

Uy S SO

Abb. 1.24. Zur Streuung eines Photons an ein ruhendes Elektron

Losung. Die Viererimpulse k*, k' des Photons und p#,p* des Elektrons
vor und nach der Streuung sind

= () = (") = () e = ()

wobei die Massenschalenbedingungen fiir k#, p* und k’* bereits beriicksich-
tigt sind. Die Viererimpulserhaltung und Massenschalenbedingung fiir das
gestreute Elektron ergeben zusammen das Gleichungssystem

k| +mec = K| + pj

k:k/+p/
p62—p’2 _ mgcQ,

woraus folgt:
o =i p? = 2 (k— K)?
— (k| +mec— |E'|)2 =m2c® + (k- K)? .
Dies fithrt mit kk' = |k||k’| cos 6 zu

1 1

1
- 4T (1 cosh) .
]~ TR mee L es?)



2. Elektrodynamik

Die Elektrodynamik ist eine klassische Feldtheorie, die sich mit elektroma-
gnetischen Ph&nomenen beschéftigt. Sie beruht u.a. auf Beobachtungen, die
bis zur zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts zuriickreichen, als Coulomb die
Kréfte zwischen elektrisch geladenen Koérpern untersuchte. Etwa 50 Jahre
spiter studierte Faraday die Auswirkungen von Strémen und magnetischen
Feldern. Die heutige moderne Form der Elektrodynamik basiert auf den vier
von James Clerk Maxwell im Jahre 1864 formulierten Maxwell-Gleichungen,
aus denen sich alle elektromagnetischen Effekte herleiten lassen. Die Verbin-
dung zwischen der Bewegung geladener Teilchen und den elektromagneti-
schen Feldern wird durch die Lorentz-Kraftgleichung hergestellt.

Vom mathematischen Standpunkt aus gesehen ist die Elektrodynamik
iiberaus elegant und 6konomisch. Im Gegensatz zur Newtonschen Mechanik
ist sie iiberdies eine relativistische Theorie, in der die endliche Ausbreitungs-
geschwindigkeit von Information beriicksichtigt ist. Demzufolge kénnen Teil-
chen, deren Abstandsvektor raumartig ist, nicht miteinander wechselwirken.
Ahnlich wie in der Mechanik hat sich auch in der Elektrodynamik das Kon-
zept der Punktteilchen &uflert erfolgreich bewéhrt. Allerdings ist die klassi-
sche Elektrodynamik nicht bis hinunter zu kleinsten Absténden giiltig, son-
dern als klassischer Grenzfall einer modernen Quantenfeldtheorie, der sog.
Quantenelektrodynamik, zu betrachten.

Am Anfang dieses Kapitels steht die Einfithrung in den formalen Auf-
bau der Elektrodynamik. Es werden die Grundgleichungen der Theorie, die
Maxwell-Gleichungen und die Lorentz-Kraftgleichung, dargelegt, interpre-
tiert und phdnomenologisch begriindet.

Abschnitt 2.2 beschéftigt sich mit der allgemeinen Losung der Maxwell-
Gleichungen. Hierzu fithren wir ein Skalar- und ein Vektorpotential ein, so
dafl die homogenen Maxwell-Gleichungen automatisch erfiillt sind und die in-
homogenen Maxwell-Gleichungen in zwei inhomogene Potentialgleichungen
iiberfithrt werden kénnen. Durch Ausnutzen gewisser, mit den Potentialen
verbundener Eichfreiheiten lassen sich diese Gleichungen entkoppeln und so-
mit relativ leicht 16sen. Man erhélt als inhomogene Losung die sog. retar-
dierten Potentiale, in denen die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit von
Signalen explizit zum Ausdruck kommt.
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Da die Elektrodynamik eine relativistische Theorie ist, kénnen wir sie
so umformulieren, dafl ihre relativistische Forminvarianz offensichtlich zu
Tage tritt. Dies ist Gegenstand des Abschn. 2.3. Wir zeigen, daf} sich al-
le elektrodynamischen Grundgréfien zu relativistischen Vierergréfien zusam-
menfassen lassen, die ein definiertes Transformationsverhalten unter Lorentz-
Transformationen besitzen.

Abschnitt 2.4 kniipft an Abschn. 2.2 an und beschiiftigt sich mit der
Berechnung der retardierten Potentiale fiir beliebig bewegte Punktladungen
bzw. raumlich begrenzte Ladungs- und Stromdichten. Hierbei wird sich als
ein wesentliches Resultat herausstellen, daf nur beschleunigte Ladungen elek-
tromagnetische Strahlung emittieren.

Im Falle ausschliefllich statischer (zeitunabhiingiger) Ladungs- und Strom-
dichten entkoppeln die Maxwell-Gleichungen in zwei Gleichungssysteme, wel-
che die Grundgleichungen der Elektrostatik und der Magnetostatik bilden.
Mit diesen beiden Spezialfillen der Elektrodynamik wollen wir uns in Abschn.
2.5 beschéftigen.

Abschnitt 2.6 ist der Elektrodynamik in Materie gewidmet. Obwohl die
Maxwell-Gleichungen sowohl im Vakuum als auch in materiellen Medien gel-
ten, ist es im letzteren Fall aufgrund der grofien Zahl geladener Teilchen
im betrachteten Medium (und deren Variation auf atomarer Lingenskala)
giinstiger, die Gleichungen in Termen makroskopischer Felder umzuformulie-
ren. Hierzu werden zwei weitere materialabhéngige Felder eingefiihrt, die mit
den makroskopischen Feldern iiber phdnomenologische Material-Gleichungen
verbunden sind.

Abschnitt 2.7 beschéftigt sich mit der Ausbreitung elektromagnetischer
Wellen in leitenden und nichtleitenden Medien. Wir untersuchen u.a. die Re-
flexion und Brechung elektromagnetischer Wellen an der Grenzschicht zweier
verschiedener Medien. Ein interessanter Effekt ist das Zerflielen von Wel-
lenpaketen in dispersiven Medien, das durch die unterschiedliche Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit der Fourier-Komponenten des Wellenpaketes zustande
kommt.

Der letzte Abschnitt dieses Kapitels behandelt die Lagrangesche Formu-
lierung der Elektrodynamik. Thre Bedeutung liegt nicht so sehr, wie etwa in
der Mechanik, in ihrem praktischen Nutzen, sondern eher darin, dafl man
durch sie ein fundamentaleres Verstdndnis von Symmetrieprinzipien, insbe-
sondere von Eichsymmetrien und den damit verbundenen Implikationen, er-
langt. Man findet die hier vorgefiihrten Argumentationen in allen (Quanten-)
Feldtheorien der modernen Physik wieder.

2.1 Formalismus der Elektrodynamik

In diesem Abschnitt wird der allgemeine Formalismus der Elektrodynamik
vorgestellt. Wir beginnen unsere Diskussion mit den Mazwell-Gleichungen



2.1 Formalismus der Elektrodynamik 119

und der Lorentz-Kraft, welche eine Verbindung zwischen der Elektrodyna-
mik und der Mechanik herstellt, sowie der Kontinuitdtsgleichung, die die
Erhaltung der Ladung in einem abgeschlossenen System widerspiegelt. An-
schliefend werden die Maxwell-Gleichungen im Hinblick auf deren zugrunde
liegenden phénomenologischen Erkenntnisse sowie auf allgemein mathema-
tische Eigenschaften interpretiert. Zum Schluf} leiten wir den FEnergie- und
Impulssatz der Elektrodynamik her.

2.1.1 Maxwell-Gleichungen und Lorentz-Kraft

Elektromagnetische Phdnomene werden durch zwei fundamentale Vektorfel-
der beschrieben,

e dem elektrischen Feldvektor E(x,t) und

e dem magnetischen Induktionsfeldvektor B(x,t).!
Ursache dieser Felder sind

e die elektrische Ladungsdichte p(x,t) und

e der elektrische Stromdichtevektor j(x,t).

Die Felder EF und B sind mit den Groflen p und j iiber ein gekoppeltes
System von partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung verbunden, die wir
als Ausgangspunkt der Theorie axiomatisch voranstellen:

Satz 2.1: Maxwell-Gleichungen

VE(z,t) = 4mp(x,t) (I)
VxE(:c,t)Jr%%:o (1)
VB(z,t) =0 (111)
VXB(m,t)—%%:%j(m,t). (IV)

Wir verwenden in diesem Kapitel durchweg das Gaufische Einheitensystem,
auf das am Ende dieses Abschnittes genauer eingegangen wird.

Die Theorie des Elektromagnetismus wird durch jene Gleichung ver-
vollstandigt, die die Kraft auf ein geladenes Teilchen angibt, das sich in einem
elektromagnetischen Feld befindet:

! Wir werden im weiteren Verlauf die Begriffe ,,magnetisches Induktionsfeld“ und
»Magnetfeld“ synonym verwenden, obwohl letzterer eigentlich dem (makrosko-
pischen) Feld H vorbehalten ist. Siehe Fuinote 15 auf Seite 197.
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Satz 2.2: Lorentz-Kraft

Die gesamte elektromagnetische Kraft auf ein Teilchen der Ladung ¢, wel-
ches sich mit der Geschwindigkeit @ innerhalb der Felder E und B bewegt,
ist gegeben durch

Fr(x,t) =¢q (E(w,t) 4 @ X B(a;,t)) . (2.1)

Der erste Term dieser Gleichung beschreibt die Kraft des elektrischen Feldes
auf die Ladung und ist parallel zu E gerichtet. Der zweite Term liefert die
durch das magnetische Feld hervorgerufene Kraft. Sie steht senkrecht zu B
und der Geschwindigkeit & der Ladung. Hieraus folgt unmittelbar, daf} das
magnetische Feld keine Arbeit an dem Teilchen verrichtet.

Interpretation der Lorentz-Kraft. Die meisten Probleme der Elektrody-
namik lassen sich in zwei Klassen unterteilen. Zum einen stellt sich die Frage
nach den elektromagnetischen Feldern bei vorgegebener Strom- und Ladungs-
dichte. Zum anderen ist man bei gegebenen Feldern an deren Wirkung auf
eine Testladung interessiert. Es scheint so, als seien diese zwei Problemstel-
lungen vollig entkoppelt. Jedoch ist zu beachten, daf sich die Felder in (2.1)
im Prinzip aus der Superposition aller Felder ergeben. Das heifit, daf} die
Felder, welche die Testladung selbst erzeugt, einzubezichen sind. Im Prinzip
miiflten derlei Riickwirkungseffekte in einem selbstkonsistenten Formalismus
berticksichtigt werden. Nun ist es jedoch moglich, zu zeigen, dafl solche Effek-
te zumeist vernachléssigbar klein sind. Bezeichnet A einen charakteristischen
Abstand des Problems, dann kénnen wir Riickwirkungseffekte vernachléssi-
gen, falls gilt:
2
¢ —28.10% m,

MeC

A2
wobei e die Ladung und m, die Masse des Elektrons bezeichnen. Nur auf
sehr kleiner Lingenskala spielen diese Effekte also eine signifikante Rolle.?
Im folgenden wollen wir sie stets vernachlissigen.

Kontinuititsgleichung. Eine weitere wichtige Gleichung der Elektrodyna-
mik mit grundlegendem Charakter ist die Kontinuitdtsgleichung. Sie tragt
der experimentellen Tatsache Rechnung, daB die Anderung der Ladung ei-
nes abgeschlossenen Systems innerhalb eines Volumens V' notwendigerweise
von einem entsprechenden Ladungsflufl durch die Oberfliche F' des Volumens
begleitet ist (Ladungserhaltung):

d

T dVp(zx,t) = f%dFj(a;t) .
% F

2 Siche die Diskussion der Selbstenergie in Unterabschn. 2.5.1.



2.1 Formalismus der Elektrodynamik 121

Kombiniert man die Divergenz von (IV) mit (I), so sieht man, daf§ die Kon-
tinuitdtsgleichung (in differentieller Form) in der Tat durch die Maxwell-
Gleichungen berticksichtigt wird.

Satz 2.3: Kontinuititsgleichung

Die Maxwell-Gleichungen stehen mit dem fundamentalen Gesetz der La-
dungserhaltung,
Op(x,t) .
—+V t)=0
5+ Vi@t =0,

im Einklang.

2.1.2 Interpretation der Maxwell-Gleichungen

Die vier Maxwell-Gleichungen spiegeln Erfahrungstatsachen wider, die iibli-
cherweise in Form folgender Gesetze zusammengefafit werden:

(I) GauBlsches Gesetz.

VE(z,t) = drp(z, t) < %E(m,t)dF = 47Q(t) ,

mit

Q0 = [ pla.nav .
1%
Der gesamte elektrische Flufl durch eine, ein Volumen V einschliefende Fliche
F ist proportional zu der in V' enthaltenen Gesamtladung Q.
(II) Faradaysches Induktionsgesetz.
10B(z,t)
c Ot

V x E(x,t) +

OB(x,t)

o (2.2)

_ 2 )l = —
@V(t)—fE( t)dl CF/dF

Ein zeitlich variierendes magnetisches Feld produziert ein elektrisches Feld,
das um die Richtung der magnetischen Anderung zirkuliert. Diese Indukti-
onsstréme sind so gerichtet, daf sie ihrer Ursache entgegenwirken (Lenzsche
Regel). Anders ausgedriickt: Die zeitliche Anderung des Magnetfeldes durch
eine konstante Fliche F bewirkt eine elektromotorische Kraft (Spannung) V,
die sich aus dem Wegintegral des induzierten elektrischen Feldes entlang der
F begrenzenden Linie C ergibt. Man stelle sich hierzu eine Leiterschleife vor,
welche die Fliche F umschlieBt (Abb. 2.1). Andert sich das Magnetfeld durch
F, dann fiihrt das hierdurch induzierte, lings des Leiters wirkende elektri-
sche Feld zu einer Bewegung der freien Ladungstréger innerhalb des Leiters
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1
2

“

Abb. 2.1. Leiterschleife im Magnetfeld

und somit zu einem elektrischen Strom. Man erhélt die hieraus resultierende
2
Spannung, indem man den Leiter aufschneidet und die GréBe V = [dlIE

1
zwischen den Schnittstellen 1 und 2 mifit. Es sei hier darauf hingewiesen, daf3
das Faradaysche Gesetz auch den allgemeineren Fall

?{E'm Hdl' = — 1d9m ()
dit

einschlieit, wobei

Bn(t)= | dF(t)B(a,t)
J

den magnetischen Fluf$ durch die nicht notwendigerweise konstante Fliche
F(t) bezeichnet.® Hierbei beziehen sich die gestrichenen Gréfien auf das Ru-
hesystem der Leiterschleife. Dies wird im Rahmen der lorentzkovarianten
Formulierung der Elektrodynamik in Anwendung 25 explizit gezeigt.

(ITI) Abwesenheit von magnetischen Monopolen.

VB(z,t) =0 <= ]{B(w,t)dF =0.

Der magnetische Flu3 durch eine, ein Volumen umgrenzende Fliche F' ist
Null. Anders ausgedriickt: Es gibt keine magnetischen Monopole, also keine
Quellen und Senken fiir magnetische Felder; im Gegensatz zu elektrischen
Feldlinien sind magnetische Feldlinien geschlossene Kurven.*

3 Man stelle sich hierzu beispielsweise vor, daB die Leiterschleife sich aus dem
Magnetfeld hinaus bewegt oder um eine Achse senkrecht zum Magnetfeld rotiert.

4 Zu beachten ist in diesem Zusammenhang, daf die Maxwell-Gleichungen nicht
alle unabhingig sind. Nimmt man z.B. die Divergenz von (II), so folgt
VB(z,t) = f(x), mit einer skalaren Funktion f, die sich experimentell zu 0
ergibt.
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(IV) Maxwellscher Verschiebestrom und Ampéresches Gesetz.

10FE 4
V x B(z,t) — ;% - %j(az,t) .

Diese Gleichung enthélt zwei Anteile. Der erste Teil ist der Mazwellsche Ver-
schiebestrom

10E(x,t)

c Ot ’
den Maxwell damals als zusétzlichen Term in (IV) einfiihrte, da er erkannte,
dal die Maxwell-Gleichungen ohne diesen Term im Widerspruch zur Kon-
tinuitdtsgleichung stehen. Dariiber hinaus ist der Verschiebestrom notwen-
dig, um elektromagnetische Strahlungsphdnomene im Vakuum beschreiben
zu kénnen. Hat man nédmlich weder Quellen noch Strome (p = 0, j = 0),
dann folgt aus den Maxwell-Gleichungen ohne Verschiebestrom in (IV), daf§
sowohl E als auch B quellen- und wirbelfrei und somit identisch Null sind.
Erst durch Hinzufiigen von (2.3) in (IV) werden zeitabhéngige elektromagne-
tische Felder zu nichtverschwindenden Wirbelfeldern, wodurch ihre Propaga-
tion im Vakuum erméglicht wird. Der zweite Teil, das Ampéresche oder auch
Oerstedsche Gesetz, lautet

(2.3)

V x Bz, 1) = %j(m,t) — fB(m,t)dz - 47”1(75) , (2.4)
C

mit
I(t) = /j(w,t)dF (elektrischer Strom).
F

Dieses Gesetz stellt die Verallgemeinerung des eigentlichen Ampereschen Ge-
setzes der Magnetostatik dar und ergibt sich aus der quasistatischen Ndihe-
rung, wo der Verschiebestrom vernachléssigt wird. Es besagt, dafl ein Strom
ein magnetisches Feld induziert, dessen geschlossene Feldlinien um den Strom
zirkulieren (Abb. 2.2).

&)

Abb. 2.2. Magnetfeld eines stromdurchflossenen Leiters
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Eindeutigkeit der Lésungen. Nach dem Helmholtzschen Integralsatz 168t
sich jedes Vektorfeld V', das auf einem einfach zusammenhingenden Ge-
biet mit stiickweise glatter Randfliche definiert ist, additiv zerlegen in einen
wirbelfreien und einen quellenfreien Anteil. Diese Zerlegung ist bei Festle-
gung von Randwerten fiir die einzelnen Summanden eindeutig. Insbesondere
im Unendlichen ist sie bis auf eine additive Konstante eindeutig, sofern V'
asymptotisch mindestens wie 1/r abfillt. In diesem Fall lautet die Zerlegung
explizit:

_ b 5., V' x V(@) /3, z’)
V@)= Vx/d |w_w,| -V [d |m_m,| . (255)

divergenzfrei rotationsfrei

Mit anderen Worten: Sind sowohl die Randbedingungen (bzw. ein hinreichen-
der asymptotischer Abfall) als auch die Quellen und Wirbel eines Vektorfeldes
gegeben, dann ist dieses Feld eindeutig definiert. Da wir keine Felder erwar-
ten, die durch lokalisierte Ladungen und Stréme in unendlicher Entfernung
produziert werden, ist es verniinftig, anzunehmen, dal E und B wie 1/r?
im Unendlichen abfallen und somit durch die Maxwell-Gleichungen eindeutig
definiert sind.

Superpositionsprinzip. Eine wichtige Eigenschaft der Maxwell-Gleichun-
gen ist ihre Linearitéit. Sie beinhaltet wie im Falle gewohnlicher Differential-
gleichungen das Superpositionsprinzip, nach dem sich Losungen der Maxwell-
Gleichungen zu neuen Losungen linear iiberlagern lassen. Insbesondere setzt
sich die allgemeine Losung aus der Gesamtheit der homogenen Losungen
plus einer speziellen inhomogenen Losung zusammen. Wir werden auf diesen
Punkt in Abschn. 2.2 zuriickkommen.

2.1.3 Energie- und Impulserhaltungssatz

Es ist intuitiv klar, daf} in elektromagnetischen Feldern Energie gespeichert
ist. In diesem Unterabschnitt bestimmen wir die Energie- und Impulsdichten
des elektromagnetischen Feldes. Zu diesem Zweck betrachten wir ein System,
in dem es Punktteilchen mit den Ladungen ¢; an den Orten x; sowie elek-
tromagnetische Felder FE, B gibt. Mit Hilfe der §-Funktion lassen sich die
Ladungs- und Stromdichten des Systems in der Weise

t) = ZQi5($ —z;), j(x,t) = Zqia’cié(w —x;) ,

ausdriicken.?

® Mit dem elektrodynamischen Konzept von ,, Punktladungen bzw. ihrer Beschrei-
bung durch §-Funktionen sind prinzipielle Schwierigkeiten verbunden, die in Un-
terabschn. 2.5.1 ndher erldutert werden.
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Energieerhaltung. Nach (2.1) wirkt auf das i-te Teilchen die Kraft

Fr(zit) = ¢ <E(a:¢,t) + % x B(mi,t)) .

Durch den elektrischen Anteil von F', wird Arbeit an den Teilchen verrichtet,
also die mechanische Energie E o der Teilchen geédndert:

dEmCC .
h ZFL i, )&, = Zqzm E(x;,t 7/d3x_7(:c,t)E(:c,t).

Unter Verwendung von (IV) geht diese Gleichung iiber in
dEmech . 1 / s g OB
Qfmech _ € EVXxB— — . 2.
i / d°xzEV x e d°x 5 (2.6)

In dieser Energlebllanzglemhung ist nun die Energie des elektromagnetischen
Feldes Eep, implizit enthalten. Um dies zu sehen, subtrahieren wir von (2.6)
die Null in Form von (IT), multipliziert mit ¢B /4. Dies ergibt

dEmech c 3 / 3 0 E2 + .B2
— = — [ d°z(F B-B E)- | dPr— | —
dt 477/ 2BV x V < E) x@t 8

(E x B)dF — %/d% (M) , (2.7)

471' 8
F

wobei die Identitét

V(pxq)=qV xp—pV xq
und der Stokessche Satz verwendet wurden. Zur Interpretation der in (2.7)
stehenden Terme betrachten wir zuerst den Fall eines unendlich ausgedehnten
Volumens, wobei angenommen wird, dafl die Felder im Unendlichen stérker
als 1/r abfallen. Gleichung (2.7) reduziert sich dann auf

dBme, 0 P <E2 + 32)

dt ot 8w
Dies legt es nahe, den Ausdruck
E2 +B2
8T

als die Energiedichte €., des elektromagnetischen Feldes anzusehen. Unter
Verwendung des Gaufischen Satzes folgt weiterhin aus (2.7) fiir endliche Vo-
lumina

dEmech 8€em
—mech _ 2.
- / (VS+ 5 > : (2.8)

wobei

C
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der Poynting- Vektor ist und mit der Energiestromdichte des elektromagneti-
schen Feldes identifiziert werden kann. Da (2.8) fiir beliebige Volumina gilt,
folgt der

Satz 2.4: Energiesatz der Elektrodynamik
(Poyntingsches Theorem)

In einem aus geladenen Teilchen und elektromagnetischen Feldern beste-
henden System gilt die Energiebilanzgleichung

aemech aeem

ot ot

=-V§,

mit

Zeitl. Ableitung der
mechanischen Energiedichte

aemech(mv t)
ot
E*(z,t) + B*(x, )

€em =
8m

= j(x,t)E(x,t)

Elektromagnetische Energiedichte

Poynting-Vektor,

c
Sllent) = EE(w’t) < Bl Energiestromdichte.

Das Poyntingsche Theorem stellt eine Art Kontinuitatsgleichung fiir die Ener-
gie eines Systems dar, nach der die zeitliche Anderung der totalen Energie
(mechanische plus elektromagnetische) in einem Volumen V' gleich dem Ener-
giefluf durch die V' umschlieende Fliche F ist:

d

a(Emech + Eem) - - f SdF .
F

Wiéhlt man das Volumen V hinreichend grof, so daf} sich alle betrachteten
Ladungen und Felder im Innern der V umgrenzenden Fliche F' befinden,
dann verschwindet die rechte Seite dieser Gleichung, und man erhilt den
Energiesatz fiir abgeschlossene Systeme:

Frech + Eem = const . (2.9)

Impulserhaltung. Die Ableitung der Impulsbilanz erfolgt analog zur Ener-
giebilanz. Ausgangspunkt hierbei ist die zeitliche Anderung des mechanischen
Impulses:

deec deec Jt
T i T ;FL’i(w“t)

— /d% (p(a:,t)E(w,t) + &Ct) X B(ﬂﬁi)) :

Driickt man in dieser Gleichung p und j durch die Felder E und B aus und
symmetrisiert dann durch Addition des Ausdrucks (vgl. (II) und (III))

%
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1 10B 1
so erhélt man
deech 1 0

dt 4me Ot 47

—Ex(VxE)—Bx(VxB)|.

__ Lo /d%(E <« B) + i/de[E(VE) + B(VB)

Der Integrand des ersten Terms,
1 S

—(ExB)=—,

471'(:( ) c?

wird mit der Impulsdichte g, des elektromagnetischen Feldes identifiziert.
Die Komponenten des Integranden des zweiten Terms lassen sich jeweils als
Divergenz eines Vektorfeldes schreiben, und es ergibt sich schliellich der

Satz 2.5: Impulssatz der Elektrodynamik

In einem aus geladenen Teilchen und elektromagnetischen Feldern beste-
henden System gilt die Impulsbilanzgleichung

agmech agem
=VT;, 2.10
%5 ] +|% ; a0
mit
. Zeitl. Abl. der
m ,t b .
OFmecn (T, 1) = p(x, t)E(x,t) + j(z x B(x,t) mechanischen
ot ¢ i
Impulsdichte
_ S(x,t) Elektromagnetische
Gom(®,t) = — Impulsdichte
Ti = (TilvTi%Ti )
1 Ok o 9 Maxwellscher
Ty = i [EiEk + BiBr — o (E°+ B) Spannungstensor.

Analog zum Energiesatz (2.9) fiir abgeschlossene Systeme erhilt man durch
Integration von (2.10) iiber ein geniigend grofles, alle betrachteten Teilchen
und Felder einschlieBendes Volumen den Impulssatz fiir abgeschlossene Sy-
steme:

Pcch + Pom = const .

Im weiteren Verlauf werden wir es destfteren mit zeitlich oszillierenden E-
und B-Feldern zu tun haben. In diesem Fall ist es sinnvoll, an Stelle von
€em und S deren Mittelung iiber eine Schwingungsperiode zu betrachten, da
hierbei die oszillierenden Terme wegfallen.
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Definition: Zeitgemittelte_ elektromagnetische Energiedichte ¢,
und Energiestromdichte S
Bei oszillierenden Feldern der Art
E(z,t) = Re [E(z)e '] , B(z,t) = Re [B(z)e ']

betrachtet man iiblicherweise die zeitgemittelten Gréfien e, und S, welche
definiert sind durch
t+T

1 _ |E(z)* + |B(z)? 2w
€em — T / dtGem = 167 5 T = U (211)
t
. t+T
_ I »
S = T / dtS = gRe[E(w) x B*(x)] . (2.12)
t

2.1.4 Physikalische Einheiten

Die Maxwell-Gleichungen (T) bis (IV) beschreiben die funktionalen Abhéngig-
keiten zwischen den Ladungs- und Stromdichten p und j sowie den elektroma-
gnetischen Feldern E und B. Die auftretenden Proportionalitdtskonstanten
sind jedoch mit einer gewissen Willkiir behaftet und hingen vom verwende-
ten Einheitensystem ab. Vor Festlegung eines Maflsystems konnte man die
Maxwell-Gleichungen unter Einfiithrung von vier Proportionalitdtskonstanten

ki,...,ks auch in folgender Form hinschreiben:
VE(x,t) = dnkip(x,t)
V x E(z,1) +k2% =0
(2.13)
VB(z,t) =0
OE(x,t
V x B(z,t) — @% — drkaj(a,t) .

Geht man davon aus, da} die Kontinuitétsgleichung in jedem Einheitensy-
stem die Form

ap .
4+ Vj= 2.14
ot 3=0 (2.14)

hat, dann liefert die Kombination der ersten und letzten Gleichung von (2.13)
im Vergleich mit (2.14) die Bedingungsgleichung

kiks = k4 .

Eine weitere Einschrankung folgt aus der Erfahrungstatsache, daf} sich elek-
tromagnetische Wellen im Vakuum mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Die
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zugehorigen Wellengleichungen erhélt man durch Kombination der Rotati-
onsgleichungen von (2.13) zu

2 ( E 0> (EY\ _
v <B>_k2k36t2 B)~0

und liefern folglich die Bedingung

1
Von den vier Proportionalitdtskonstanten sind also nur zwei unabhéngig;
ihre Wahl definiert jeweils ein Einheitensystem. Die zwei gebrauchlichsten
Systeme sind das MKSA-System und das GauB-System. Fiir sie gilt:

System k1 ka ks k4

MKSA 1 eopo X
TEO 47
1 1 1
Gauf 1 - - -
C C C

Die Grofe ¢ = 8.854 - 10712 A%s*m—3kg ™" heiBt Dielektrizititskonstante des
Vakuums und g = 1/€gc? Permeabilititskonstante des Vakuums.

Das MKSA-(Meter, Kilogramm, Sekunde, Ampeére)-System ist das um
die Grundgrofle ,,Strom* erweiterte MKS-System der Mechanik. Die Einheit
»A (Ampere)“ des Stromes ist dabei iiber die Kraft definiert, die zwei in
einem gewissen Abstand befindliche stromdurchflossene Leiter aufeinander
ausiiben. Da der elektrische Strom in Leitern gleich der Ladungsmenge dg
ist, die pro Zeiteinheit d¢ durch die Querschnittsfliche des Leiters tritt,
_dq
Codt
folgt fiir die zusammengesetzte Einheit ,,C (Coulomb)“ der Ladung

1C=1As.

I(t)

Im GauB3-System wird als weitere Grundgréfle (zu den drei Grundgréfien Zen-
timeter, Gramm, Sekunde) die Ladungseinheit ,ESE (Elektrostatische Ein-
heit)“ iiber die Kraft definiert, die zwei statische Ladungen dieser Grofie in ei-
nem bestimmten Abstand aufeinander ausiiben. Hier folgt die Stromstérke als
eine aus Sekunde und ESE zusammengesetzte Einheit.® Im Bereich der ma-
kroskopischen Experimentalphysik wird aus praktischen Griinden iiberwie-
gend das MKSA-System verwendet, wihrend in der Atomphysik, der Kern-
physik und insbesondere in vielen Lehrbiichern der theoretischen Physik das
Gauf3-System zur Anwendung kommt. Der grofle Vorteil des Gauf3-Systems

6 Die Konversion verschiedener Einheitensysteme wird ausfiihrlich in [12] dis-
kutiert.
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gegeniiber dem MKSA-System (oder anderer Systeme) besteht darin, dafi
in ihm die relativistische Struktur der Elektrodynamik aufgrund von v/c-
Faktoren besser zum Ausdruck kommt. Wie spéiter gezeigt wird, transformie-
ren sich E- und B-Felder ineinander, wenn man von einem Inertialsystem zu
einem anderen iibergeht. Das GauB3-System trigt dieser Tatsache unmittel-
bar Rechnung, da in ihm F und B dieselbe physikalische Einheit besitzen.
Aufgrund dieser Uberlegungen wird in diesem Kapitel durchweg das Gauf-
System verwendet.

Zusammenfassung

e Elektromagnetische Phianomene werden ursédchlich durch die Ladungs-
dichte p und den Stromdichtevektor j einerseits sowie durch die
elektromagnetischen Felder E, B als deren Wirkung andererseits
beschrieben. Diese Groflen sind durch ein System partieller Differential-
gleichungen 1. Ordnung, den Maxwell-Gleichungen, miteinander ver-
kniipft.

e Die Maxwell-Gleichungen definieren zusammen mit der Lorentz-Kraft
die Theorie der klassischen Elektrodynamik.

e Die Maxwell-Gleichungen sind mit der Erhaltung der Ladung in ei-
nem abgeschlossenen System, ausgedriickt durch die Kontinuitédtsglei-
chung, im Einklang.

e Zwischen den mechanischen und elektromagnetischen Energie-
bzw. Impulsdichten existieren Bilanzbeziehungen, die sich in Form
von Kontinuitédtsgleichungen formulieren lassen. Sowohl die Summe aus
mechanischer und elektromagnetischer Energie als auch die Summe aus
mechanischem und elektromagnetischem Impuls sind in einem abge-
schlossenen System von Ladungen und Feldern erhalten.

e In diesem Kapitel wird ausschliefilich das Gauf3-System verwendet, da
es die relativistische Struktur der Elektrodynamik am besten zum Aus-
druck bringt.

Anwendungen

20. Magnetische Monopole. Man nehme an, dafl es neben den elektri-
schen Ladungs- und Stromdichten p = p., j = j. auch magnetische Ent-
sprechungen pn,, Jm gibt, so dafl die Maxwell-Gleichungen die in E und B
symmetrische Form

VE = 47p,
10B 4
c Ot c
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VB = 47ppy
10E 4r
VXB——-—=—73,
% c Ot cJ

annehmen. Zu zeigen ist: Selbst wenn es magnetische Monopole géibe, das
Verhiltnis zwischen elektrischer und magnetischer Ladung aller Teilchen aber
gleich wire, behielten die Maxwell-Gleichungen (I) bis (IV) ihre Giiltigkeit.
Hinweis: Man betrachte obige Maxwell-Gleichungen unter der Dualitdtstrans-
formation

E’ cosa —sina 0 0 0 0 E
B’ sina cosa 0 0 0 0 B
AN 0 0 cosa —sina 0 0 Pe
ol 0 0 sina cosa O 0 Pm
i 0 0 0 0 cosa —sina Je
e 0 0 0 0 sina cosa Jm

Losung. Man verifiziert leicht, daf die symmetrisierten Maxwell-Gleichun-
gen unter der angegebenen Dualitdtstransformation invariant sind. Da das
elektromagnetische Ladungsverhéltnis aller Teilchen nach Voraussetzung kon-
stant ist, konnen wir « fiir alle Teilchen so wiahlen, daf§ gilt:

Doy = Pe (sina—i— pmcosoz) =0
Pe
und

l70.] = |76l <sina+ |‘7Jm| cosa) = 7.l (Sina—i— chosa> =0.

el e

Fiir diesen speziellen Winkel gehen dann obige Maxwell-Gleichungen in die al-
ten Gleichungen (I) bis (IV) iiber. Mit anderen Worten: Gibe es magnetische
Monopole bei gleichem elektromagnetischen Ladungsverhéltnis aller Teilchen,
dann konnte man die magnetische Ladung auf Null festsetzen. Die eigentlich
interessante Frage im Zusammenhang mit magnetischen Monopolen ist also,
ob es Teilchen mit verschiedenen elektromagnetischen Ladungsverhéltnissen
gibt. Wére dem so, dann miifite man generell die magnetische Ladung zulas-
sen und die Maxwell-Gleichungen in obiger symmetrischer Form diskutieren.
Dariiber hinaus liee sich nach einer quantenmechanischen Uberlegung von
Dirac die Quantisierung der elektrischen Ladung erkliren.”

21. Leiterschleife mit Plattenkondensator. Man betrachte eine mit ei-
nem Plattenkondensator verbundene Leiterschleife in einem homogenen Ma-
gnetfeld (Abb. 2.3). Das Magnetfeld zeige in die Zeichenebene hinein und
wachse dem Betrag nach zeitlich an. Welche der beiden Kondensatorplatten
wird positiv aufgeladen?

" Praktisch alle geladene Korper besitzen ganzzahlige Vielfache der Elementarla-
dung e des Elektrons.
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>
e s s

[
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Abb. 2.3. Leiterschleife mit Plattenkondensator im dufleren Magnetfeld. Die Pfeile
geben die Richtung des induzierten Stromes bzw. des induzierten Magnetfeldes an
fiir den Fall, daf das duflere Magnetfeld in die Zeichenebene zeigt und mit der Zeit
anwéchst

X
X
X

Loésung. Aufgrund des Faradayschen Induktionsgesetzes wird im Leiter ein
Strom induziert. Um diesen Strom zirkuliert nach dem Ampereschen Gesetz
ein Magnetfeld, dessen Umlaufsinn der Lenzschen Regel entsprechend der
eigentlichen Ursache, also dem Ansteigen des urspriinglichen Magnetfeldes
entgegenwirkt. Der Strom flieft deshalb im mathematisch positiven Sinne,
und die obere Kondensatorplatte wird negativ aufgeladen.® Die mathemati-
sche Begriindung lautet: Betrachtet man die Umlaufspannung im mathema-
tisch positiven Sinne, dann zeigt der Normalenvektor der Fliche F' aus der
Zeichenebene heraus, und es gilt
10B 10|B|

|B||F| =V =-—— to—g [FI>0

Es wird also eine positive Umlaufspannung induziert; der Strom fliefit im
mathematisch positiven Sinne.

2.2 Losungen der Maxwell-Gleichungen in Form
von Potentialen

Die Maxwell-Gleichungen stellen ein System von vier gekoppelten Differen-
tialgleichungen 1. Ordnung fiir die Felder E und B dar. Nun ist es durch
Einfiihren eines Vektorpotentials A und eines Skalarpotentials ¢ moglich, die
Maxwell-Gleichungen in zwei Differentialgleichungen 2. Ordnung zu iiberfiih-
ren. Oftmals erweist es sich als giinstiger, diese Potentiale zu berechnen und
daraus dann die Felder E und B abzuleiten. Dabei stellt sich heraus, daf3
die Potentiale nicht eindeutig definiert sind; ganze Klassen von Potentialen

8 Man beachte: Die Richtung des Stromes ist der Bewegungsrichtung der
freien Leitungselektronen mit negativer Ladung entgegengesetzt (technische
Stromrichtung).
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fiihren zu denselben elektromagnetischen Feldern und sind iiber Eichtrans-
formationen miteinander verbunden, welche gerade auch in modernen Quan-
tenfeldtheorien eine iiberaus wichtige Rolle spielen.

Dieser Abschnitt beschiftigt sich mit der allgemeinen Lésung der Maxwell-
Gleichungen in Form von Potentialen. Nach deren Einfithrung werden Eich-
transformationen und damit verbundene Fichbedingungen ausfiithrlich dis-
kutiert. Es schlieen sich Herleitungen der allgemeinen homogenen und ei-
ner speziellen inhomogenen Loésung (retardierte Potentiale) der Maxwell-
Gleichungen an.

2.2.1 Skalarpotential und Vektorpotential
Die Potentiale A und ¢ sind in folgender Weise definiert:

Definition: Vektorpotential A, Skalarpotential ¢
B(z,t) =V x A(z,t)

. (2.15)
E(z,t) + %W = —Vo(z,t) .

Man iiberzeugt sich leicht davon, dafl durch diese Definitionen die homogenen
Maxwell-Gleichungen (II) und (III) automatisch erfiillt sind. Fiir die verblei-
benden inhomogenen Maxwell-Gleichungen (I) und (IV) folgen die Potenti-
algleichungen

2
VZA(,t) - é%ﬁf’” — v (VA(az,t) + 1%;””)
= *%j(w,t) : (2.17)

Durch Einfithren von Potentialen reduziert sich also das Problem des Auffin-
dens von insgesamt sechs Komponenten der Felder E und B auf die Bestim-
mung von insgesamt vier Komponenten von A und ¢. Dennoch ist in (2.16)
und (2.17) noch keine Vereinfachung des Problems zu erkennen, da diese Be-
ziehungen nach wie vor in den Feldern A und ¢ gekoppelt sind. Nun enthalten
die Potentiale jedoch gewisse Fichfreiheiten, die man benutzen kann, um das
Vektorpotential derart zu adjustieren, daf (2.16) und (2.17) entkoppeln. Dies
ist Gegenstand des folgenden Unterabschnittes.

2.2.2 Eichtransformationen

In der Elektrodynamik sind Fichtransformationen in folgender Weise defi-
niert:
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Definition: Eichtransformationen
Transformationen der Art
A(xz,t) — Al(z,t) = A(z,t) + Vx(x,t)
8at) — 9@, 0) = gla, 1) — 22D
mit einer beliebigen skalaren Funktion x(z, ¢) heiflen Eichtransformationen.
Sie lassen die elektromagnetischen Felder E und B invariant.

Man beachte, daf3 alle Feldgleichungen und somit auch alle physikalischen
Vorhersagen unter diesen Eichtransformationen eichinvariant sind. Da die
Potentiale in der Elektrodynamik nicht direkt beobachtbar sind, werden sie
h#ufig als unphysikalisch angesehen. Diese Aussage ist jedoch nur auf klas-
sischem Level korrekt. Im Rahmen der Quantenmechanik werden wir sehen,
dafl es Situationen gibt, in denen das Vektorpotential selbst durchaus ei-
ne Rolle spielt (Quantisierung des magnetischen Flusses, Bohm-Aharanov-
Effekt, Unterabschn. 3.6.2).

Die Wahl der Eichtransformation, also der Eichfunktion y, hingt im we-
sentlichen vom betrachteten physikalischen Problem ab. Im folgenden stellen
wir die zwei am héufigsten benutzten Eichungen vor, die zu einer grofien Ver-
einfachung der inhomogenen Potentialgleichungen (2.16) und (2.17) fithren.

Coulomb-Eichung. Die Coulomb-Eichung ist durch folgende Bedingung
definiert:

Definition: Coulomb-Eichung (transversale Eichung)

VA(z,t)=0.

In dieser Eichung folgt fiir die Potentialgleichungen (2.16) und (2.17)

V2p(x,t) = —4mp(x,t) (Poisson-Gleichung) (2.18)
1 0*A(z,t) 4 1_0¢(x,t)
V32 Sl S S i v/ )
Az, t) R - Jjlx,t) + . T (2.19)

Die Losung der Poisson-Gleichung (2.18) ist durch das instantane Coulomb-
Potential

(@, ) = / l’;ffl ;)| &3’ (2.20)

gegeben. Man sieht dieser Gleichung unmittelbar an, dafl sie mit der Re-
lativitdtstheorie unvereinbar ist. Auf beiden Seiten steht nidmlich dasselbe
Zeitargument, so daf} sich Ladungen am Ort @’ instantan (ohne Zeitverzoge-
rung) auf das Potential ¢ am Beobachtungspunkt  auswirken. Mit anderen
Worten: Die Coulomb-Eichung ist nicht relativistisch invariant.
Augenscheinlich ist nicht klar, dafl die Coulomb-Eichung wirklich zur Ent-
kopplung von (2.16) und (2.17) fithrt. Um dies zu sehen, benutzen wir den
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Helmholtzschen Integralsatz (2.5) und schreiben den Stromdichtevektor j in
der Form

J(wvt) :jT +.7L )

wobei
. 1 V' x j(z',t
jr(@t) = -V x /d%"xf(x,') (2.21)
. Vig(x',t
ju(z, V/d3 ! |$xl|) (2.22)

den transversalen bzw. longitudinalen Anteil von j bezeichnen. Kombinieren
wir nun (2.20) mit der Kontinuitétsgleichung zu

Gt o [V,
ot |x — o'
so folgt durch Vergleich dieser Gleichung mit (2.22)
¢
V— =dnjL .
ot TJL

Das heifit die rechte Seite von (2.19) ist proportional zur transversalen Strom-
dichte (2.21), und es folgt aus (2.19) die inhomogene Wellengleichung
1 0%2A 4
VIA- S —— =—"jr.
2 Ot2 c T
Dies erkléirt, weshalb die Coulomb-Eichung auch ,transversale Eichung“ ge-
nannt wird.

Lorentz-Eichung. Die zweite Klasse von Eichtransformationen, die wir be-
trachten wollen, ist definiert durch:

Definition: Lorentz-Eichung
1 0¢(z, 1)
VA(x,t) = ———7—F .
(%) c Ot

Diese Transformationen fiihren zu den in A und ¢ symmetrischen und ent-
koppelten inhomogenen Wellengleichungen

(72 S5 ) olant) = —amott

c? ot?
1 02 4
2777 s
(V =2 8t2> Az, t) = - jlx,t) .

Der grofie Vorteil der Lorentz-Eichung gegeniiber der Coulomb-Eichung liegt
in ihrer relativistischen Invarianz. Dies werden wir in Unterabschn. 2.3.2 ex-
plizit zeigen.
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Existenz der Eichungen. Um zu zeigen, dafl die beiden soeben diskutier-
ten Eichungen existieren, bestimmen wir nun die explizite Form der zugehori-
gen Eichfunktionen Yy.

e Coulomb-Eichung: Man hat eine Funktion x zu finden, so dafl
VA =VA+V=0= V?’y=-VA.
Dies ist wieder die Poisson-Gleichung, welche gelést wird durch
1 [ V'A(@ 1)

t)=— | ———2d% .
x(@,1) 47 |z — '] .

e Lorentz-Eichung: Hier ist x derart zu wéhlen, daf gilt:
10¢ 199 1 9%

A+ =VA 2 it AV
v +c(“)t v +VX+C<9t 2 ot? 0
1 02 1 9¢

2
8l ) = (va+-22) .
— (V c? 8t2> <V * c 8t>

Die Losungsfunktion x dieser inhomogenen Wellengleichung ist nicht ein-
deutig, da man eine beliebige Losung A der zugehorigen homogenen Glei-
chung

1 62
2 —
(V —CQW>A_0

zu x addieren kann. Der durch diese Gleichung definierte Typ von be-
schrinkten Fichtransformationen kann immer dazu benutzt werden, um
zu erreichen, daf gilt: ¢(x,t) = 0.

Satz 2.6: Maxwell-Gleichungen in Form von Potentialen

Die Maxwell-Gleichungen lassen sich durch Einfiihren eines Vektorpotenti-
als A und eines Skalarpotentials ¢ als zwei gekoppelte Differentialgleichun-
gen 2. Ordnung (Potentialgleichungen) schreiben. Mit diesen Potentialen
sind Eichfreiheiten verbunden, die man zur Entkopplung dieser Gleichun-
gen benutzen kann. In der Coulomb-Eichung

VA(z,t)=0
lauten die Potentialgleichungen

V2¢($,t) = —47Tp(:1),t)
i@ZA(w,t) _ Am,

2 — —_——
V-A(z,t) 2 o0 - jr(z,t),
mit
~ _ 1 5 V' xj(@' 1)
Jjr(z,t) = 47rV X /d x o — o]
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Die entsprechenden Zusammenhénge in der Lorentz-Eichung

1 0¢(=,1)
VA(z,t) = — P (2.23)
sind gegeben durch
2
(v2 - i%) b@.t) = —Amp(a,1)
(2.24)

1 92 4m
2_ - = —— g
(V = 3t2> A(z,t) - Jj(z,t) .

Allgemeine Loésung der Maxwell-Gleichungen. Mit Hilfe der Eich-
transformationen konnten wir das Problem der Losung der Maxwell-Glei-
chungen signifikant vereinfachen. Die Wellengleichungen (2.24) des Skalarpo-
tentials sowie fiir die Komponenten des Vektorpotentials sind alle von der
gleichen Struktur,

, 12
(v - m) g(@,t) = —dnf(,1) (2.25)

wobei f eine bekannte Quell- bzw. Stromfunktion ist. Dies ist eine lineare
Gleichung, so daf sich ihre Losung als Superposition der allgemeinen homo-
genen Losung und einer speziellen inhomogenen Losung ergibt. Dabei ist zu
beachten, dafl die Losung insgesamt die Lorentz-Eichung zu erfiillen hat.

In den folgenden beiden Unterabschnitten werden wir die allgemeine
Losung der homogenen sowie eine speziellen Losung der inhomogenen Wellen-
gleichungen (2.24) in der Lorentz-Eichung (2.23) anhand von (2.25) herleiten.

2.2.3 Allgemeine Lésung der homogenen Wellengleichungen

Im homogenen Fall reduziert sich (2.25) auf

, 18
Ve — 672@ ghom(il:,t) =0. (226)

Zur Losung dieser Gleichung zerlegen wir die gesuchte Funktion gpop, in ihre
komplexen Fourier-Komponenten,

1 .
ron @) = / &k / dwoB= =0 G (k. ) | (2.27)
T

und setzen diesen Ausdruck in (2.26) ein:

<k2 - “;,2) g(k,w)=0.

Demnach ist § notwendigerweise iiberall Null bis auf w = +¢|k|, so dal wir
schreiben kénnen:
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9(k,w) = g1(k)o(w — clk|) + g2(k)d(w + clk]) ,
wobei g1, go frei wiahlbare komplexe Koeffizientenfunktionen sind. Somit geht
(2.27) iiber in
1 ) )
hom(@.0) = Gz [ 4%k (el 4 (el (2,25
m
mit
w(k) =clk| .

Dies ist die allgemeine homogene Losung von (2.26). Da die Potentiale A und
¢ reell sind, ist der Realteil von (2.28) zu betrachten. Es folgt der®

Satz 2.7: Losungen der homogenen Wellengleichungen

Die Losungen der homogenen Wellengleichungen (2.24) lauten in ihrer all-
gemeinsten Form

Shom(®,1) = Re / Bhak)elEm—® k) = o|k|
Apom.i(z,t) = Re / dPkA; (k)elez—«®t ;-1 23

wobei die komplexwertigen Fourier-Koeffizienten ¢, A; durch Anfangsbe-
dingungen z.B. der Art ¢(x,0) = ¢o(x), d(x,0) = Yo(x), A(x,0) = Ag(x),

A(z,0) = By(x) sowie durch die Lorentz-Bedingung (2.23) fixiert werden.

Die Losungen ¢pom und Aypgp, stellen Wellen dar, die in Abschn. 2.7 niher
untersucht werden.

2.2.4 Spezielle Lésung der inhomogenen Wellengleichungen,
retardierte Potentiale

Die Losung der inhomogenen Gleichung (2.25) lifit sich ganz allgemein in der
Weise

g(z,t) = /d31:’/dt’G(w,t,w’,t’)f(a:’,t’) (2.29)

schreiben, wenn G, die Green-Funktion unseres Problems, der Gleichung

1 2
<V2 — 02;2) G(z,t,x' t') = —dnd(x — x')o(t — 1) (2.30)
geniigt. Um dieses G zu finden, gehen wir zur fourier-transformierten Glei-
chung von (2.30) iiber. Mit

9 Wegen Re(a1 + iag)eii“’t = a1 coswt F ag sinwt geniigt es, sich auf die Losung

mit e”* zu beschriinken.
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Gz, t,z' t') = /dgk/dwé(k,w)eik(m_m/)eiw(t_t/) (2.31)
und
Sz —x)o(t—t) = 7(2;)4 /dsk/dweik(m*w')ei“’(t’t’)

ergibt sich

2
5 W\ x 1

~ 1 1 1 ¢ 1 1
(k,w) Al 2 — w2 8wk (w—l—ck w—ck‘) [l

c2

Hieraus folgt fiir (2.31)

Gla, b,z t) = — / 1
Y ? - 2’]T 3 k
(2m)

: 1 1
d iwAt _ 2.32
X/ e <w—|—ck w—ck) ’ (2:32)

Ar=x—x' , At=t—1t.

Offensichtlich besitzt der Integrand in (2.32) zwei Pole 1. Ordnung an den
Stellen w = Fck. Zur Berechnung des w-Integrals benutzen wir das Cauchy-
Theorem und gehen in gleicher Weise vor, wie fiir die erzwungene Schwingung
des harmonischen Oszillators in Anwendung 3 vorgefiihrt wurde. Das heifit
wir wahlen wieder einen geschlossenen Halbkreis mit Radius R in der komple-
xen w-Ebene (siehe Abb. 1.5). Wie in Anwendung 3 ist auch hier zu beachten,
daf fir At > 0 (At < 0) der obere Weg C' (untere Weg C') zu wiihlen ist.
Aufgrund des Kausalitéitsprinzips miissen wir weiterhin fordern, daf in (2.29)
die Integration Fiir At < 0 nichts beitrdgt, d.h.

Gz, t,z' Y =0Vt<t .

Diese Bedingung kénnen wir mathematisch realisieren, indem wir die Pole in
die obere Halbebene verschieben, also in (2.32) die Ersetzung ck — ck F ie
mit 0 < € < 1 vornehmen, da dann die Integration fiir A¢ < 0 in der unteren
Halbebene keinen Beitrag liefert. Fiir At > 0 folgt somit im Limes ¢ — 0

eikAa:

mit

C

Gz, t,x',t') = 33 d3k sin(ckAt)
o0 1
= E/dkksin(ck:At)/dcos@e”“mm\0059
™) J
_ 2 / dk sin(ckAt) sin(k| Az]) . (2.33)
| Az| )
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Da der Integrand in (2.33) gerade ist, kann der Integrationsbereich auf das
Intervall [—oo : oo] erweitert werden. Mit Hilfe der Variablensubstitution
k = ck kénnen wir dann schreiben:

o
Gz, t,z' t") = 27r|A:1c| /dfe[

(- 120) (o120

wobei nur der erste Term einen Beitrag liefert, da das Argument der zweiten
0-Funktion fiir At > 0 niemals verschwindet. Die explizite Form der gesuchten
Green-Funktion lautet somit

jz—a'|
t—t+ —)

|z — |

) o)

)
Gz, t,x' t') = ( (2.34)

Diese Funktion wird auch retardierte Green-Funktion genannt, weil sie dem
kausalen Verhalten Rechnung trégt, daf$ ein am Ort a zur Zeit ¢ beobachteter
Effekt durch eine Storung am Ort &’ zur fritheren Zeit ¢ = ¢t — |z — @'|/c
verursacht wird. Durch Einsetzen von (2.34) in (2.29) erhélt man schliefilich
als retardierte Losung von (2.25) bei Abwesenheit von Randbedingungen

g(z.t) /d3’/dt’fm t,| <t’ 2=l m').

Hieraus folgt unmittelbar der

Satz 2.8: Losung der inhomogenen Wellengleichungen
in Form retardierter Potentiale

Spezielle Losungen der inhomogenen Potentialgleichungen (2.24) sind durch
die retardierten Potentiale

bustant) = [ [ a0 BELhs(w — )
/ g L& tret) (2.35)

|z — |

!4l
Ao (x,t) = 1/0139:’/dt’L’tl)'(s(t’—tm)
/d3 /J m tret) (236)

Jz—=|
mit

|z — |

tret =t — (retardierte Zeit)

c
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gegeben. Sie berticksichtigen die aus der Relativitétstheorie folgende Tat-
sache, dafl Anderungen der Ladungs- bzw. Stromdichte die Zeit | — z'|/c
benétigen, um vom Quellpunkt =’ zum MeSpunkt x zu propagieren.

Wie in Anwendung 22 explizit gezeigt wird, erfiillen ¢.ot und A, automa-
tisch die Lorentz-Bedingung (2.23). Die Beriicksichtigung etwaiger Randbe-
dingungen wird durch das Hinzufiigen geeignet gewéhlter homogener Losun-
gen ¢nom und Ay realisiert, die ebenfalls der Lorentz-Bedingung zu geniigen
haben.

Ersetzt man in (2.35) und (2.36) t.et durch t,, = ¢ + | — @'|/¢, dann
erhdlt man die avancierten Potentiale ¢,, und A,,, welche ebenfalls ei-
ne spezielle Losung der inhomogenen Wellengleichungen (2.24) sind. Die-
se Losung alleine genommen widerspricht jedoch der o.g. Kausalitéitsforde-
rung. Der Unterschied zwischen retardierter und avancierter Losung, also
(dret, Avet) — (Pay, Aay), ist Losung der homogenen Wellengleichungen und
daher in (¢hom, Anom) enthalten.

Zusammenfassung

e Durch Einfithren eines Vektorpotentials und eines Skalarpotentials
konnen die vier Maxwell-Gleichungen in zwei gekoppelte partielle Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung (Potentialgleichungen) umgeschrieben
werden.

e Diese Potentiale sind nicht eindeutig, sondern besitzen gewisse Eich-
freiheiten, die man zur Entkopplung der Potentialgleichungen benutzen
kann. Die am h#ufigsten benutzten Eichungen sind die nicht-lorentzinva-
riante Coulomb-Eichung und die lorentzinvariante Lorentz-Eichung.

e Wihlt man die Lorentz-Eichung, so erhélt man zwei inhomogene Wel-
lengleichungen. Thre allgemeinste Losung setzt sich zusammen aus
der homogenen Losung, die als Superposition ebener monochromati-
scher Wellen geschrieben werden kann, und einer speziellen inhomoge-
nen Losung in Termen retardierter Potentiale, welche im Einklang
mit dem Kausalitdtsprinzip stehen.

e Die Maxwell- und Potentialgleichungen sind eichinvariant.

Anwendungen

22. Retardierte Potentiale und Lorentz-Bedingung. Man zeige, dafl
die retardierten Potentiale (2.35) und (2.36) die Lorentz-Bedingung (2.23)
erfiillen.
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Losung. Zu zeigen ist die Beziehung

1 0

VAret(xat) ¢ret(w t)
3 (x Trot 3 (wl tret)
_ 2.
<:>/d V<|w_w/|> /d 6tret<|w—w/ (2.37)
mit
|z — ']

bret =t — —— .

c

Hierbei bedeutet V die totale vektorielle Ableitung nach x. Zur Herleitung
dieser Beziehung benétigen wir die Kontinuitédtsgleichung

8p(m/a tret)

V'j(x tret) = —
.7( , ret) Otrot

sowie die Identitéiten
1 1
Vtet = -Vi|z—2'| = —=V'|x — 2’| = —V'tet
c c

und
8.7 (wla tret)

Vit = ——————2V't
8tret ret 8tret ret

= V(@ ter) + V5 (2 trer)

6p(a:’ 9 tret )
8trct .

Hiermit 148t sich der linke Integrand in (2.37) folgendermafien umformen:

\v/ j(wlatret) _ |-73 - m/‘ﬁj(mctret) - j(mlytret)vkp - mll
|z — /| |le — |2

. !
Vj(wla tret) = 8J (w : tmt)

A/
= _V J(w/atret) -

—|x— $’|§/j(a:’, tret) + J (@', tret) V' | — |
|z — x'|?
1 9p(x',t)
B e — /| Otret

2,/ j($/7tret) 0 p(w/utret)
= — — . 2.38
v ( |m—m'|) T (238)
Setzt man (2.38) in (2.37) ein, dann verschwindet aufgrund des Gaufischen
Satzes der Divergenzterm, und es folgt die Behauptung.

23. Vektorpotential einer stromdurchflossenen Leiterschleife. Man
betrachte einen diinnen Leiter, der zu zwei Halbkreisen mit den Radien a
und b zusammengebogen ist (Abb. 2.4). Durch diesen Leiter fliefie ein zeit-
lich variabler Strom I(¢). Man berechne das retardierte Vektorpotential im
Ursprung = = 0.
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a b
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Abb. 2.4. Stromdurchflossene, zu zwei Halbkreisen zusammengebogene Leiter-

schleife

Losung. Im Falle von stromdurchflossenen Leitern gilt
dl

jd3z = j|dI|dF = Idl = It(s)ds , t(s) 5
S

wobei dl ein Linienelement, dF die Querschnittsfliche und ¢(s) den (durch
s parametrisierten) Tangentialvektor des Leiters bezeichnet. Die retardier-
ten Vektorpotentiale der einzelnen Leitersegmente im Ursprung lassen sich

hiermit in der Form
S

1 [ I(te)ti(s al, (s Li(s
Aret,i(Ovt) = E/dsw ) tz(s) = d(S) 5 trot = — | (C)|

S1

schreiben, mit

coS s
lLi(s) =b| sins | , s1=0,80=m
0
coS 8
la(s) =a| sins | , sy =m,8=0
0
s
ls(s) = [0 ] , s1=-bsa=-a
0
s
ly(s) =[0] , s1=a,s2=0.
Dies fiihrt zu
1
25 (t— 2
Aret,1(07t) = ( C) 0
c
0
1
21 (t— ¢
¢ 0
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1
Arct,S(Oat) = 72 (
1
0
0

1
Arot,4(03 t) = E

Insgesamt hat man also

4
Arer(0,8) = > Averi(0,1)
i=1

2 (1 b Pt
o I(t-)-](t—a)Jr/ds(_c)
C 0 C C S

2.3 Lorentzkovariante'® Formulierung
der Elektrodynamik

Es ist eine experimentelle Tatsache, daf3 die Elektrodynamik, anders als die
Newtonsche Mechanik, im Einklang mit der speziellen Relativitétstheorie
steht, was sich z.B. darin zeigt, daf} die elektrische Ladung eines Teilchens, im
Gegensatz etwa zu seiner Masse, unabhéingig von der Teilchengeschwindig-
keit ist. Dies bedeutet, dafl sich die Form der Maxwell-Gleichungen (und der
Lorentz-Kraft) unter Lorentz-Transformationen nicht dndert. Man kann dies
explizit zeigen, indem man die Maxwell-Gleichungen in manifest lorentzkova-
rianter Weise schreibt. Hiermit wollen wir uns in diesem Abschnitt beschéfti-
gen.

Nach einer kurzen mathematischen Zwischenbetrachtung iiber die Trans-
formationseigenschaften von Lorentz-Tensoren bringen wir die Maxwell-Glei-
chungen unter Verwendung des elektromagnetischen Feldstirketensors in lo-
rentzkovariante Form und besprechen das hieraus folgende Transformations-
verhalten elektromagnetischer Felder. Wir zeigen ferner, daf§ die Lorentz-
Kraft die korrekte relativistische Beschreibung von Teilchenbewegungen lie-
fert. Zum Schlufl diskutieren wir die in Unterabschn. 2.1.3 hergeleitete
Energie- und Impulserhaltung mit Hilfe des kovariant verallgemeinerten Max-
wellschen Spannungstensors.

2.3.1 Lorentz-Tensoren

Im Zusammenhang mit der relativistischen Mechanik wurden bereits einige
grundlegende Begriffe der speziellen Relativitéitstheorie eingefiihrt (Unter-

10 Siehe FuBinote 11 auf Seite 106
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abschn. 1.6.1). Im Hinblick auf eine kovariante Formulierung der Elektrody-
namik erweist es sich als giinstig, diesen Begriffsapparat zu erweitern und
insbesondere Lorentz-Transformationen in einem allgemeineren mathemati-
schen Rahmen zu betrachten.

Definition: Kontravarianter Tensor n-ter Stufe

Unter einem kontravarianten Tensor n-ter Stufe versteht man die Gesamt-
heit 7% n-fach indizierter Grofien (alle Indizes oben), die sich unter
Lorentz-Transformationen A% in der Weise

Tlor o Aa151 - .Aa"ﬁnTﬂl"ﬂn

transformieren. Man beachte, dafl die Matrix A% kein Tensor ist, da sie
in keinem Inertialsystem definiert ist, sondern den Ubergang zwischen zwei
Inertialsystemen beschreibt.

Mit Hilfe des metrischen Tensors ¢, (siehe (1.64)) lassen sich aus kontrava-
rianten Tensoren die entsprechenden kovarianten Grofien (alle Indizes unten)
konstruieren:

Toi...on = Gaifpy - - 'gocnﬂnTﬁl"ﬂ" .

Fiir das Transformationsverhalten kovarianter Tensoren folgt unter Beriick-
sichtigung von Satz 1.35

Thy o, = Gonps - --ganﬂnT'ﬁl‘”ﬁ"

= galﬁl c ganﬁn/lﬁl"/l e AB”'YHT’YL“’YW
= Garpy - GanBu Aoy o AT g g T,
-1 -1 n

= Tﬁl---ﬁn [A ]61041[‘/1 ]6 Qpn
mit

(A7) = gapd’ag7 .
Neben ko- und kontravarianten Tensoren gibt es auch gemischte Tensoren,
deren Indizes oben und unten stehen. Ihr Transformationsverhalten 148t sich
aus dem der ko- bzw. kontravarianten Tensoren herleiten. Man hat z.B. fiir
einen gemischten Tensor 2-ter Stufe (einmal ko- und einmal kontravariant):

T =T""gy5 = A% AT gyg = A% ATV TH g% gy

-1
= A%, T (A ]eﬁ

Fiir zwei Tensoren A und B sind folgende algebraischen Operationen defi-
niert:

e Addition: a A% +-pBP1--Bn ist ein (kontravarianter) Tensor n-ter Stufe,
sofern a und b Lorentz-Skalare sind.

e Multiplikation: A% -+n BA1-Fm ist ein (kontravarianter) Tensor n + m-ter
Stufe.
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e Kontraktion: Ag' 5" BP1+Bmyi--7r it ein (kontravarianter) Tensor n + 7-
ter Stufe. Die Gesamtstufe ist also gegeniiber der Multiplikation um die
Zahl der Indizes reduziert, iiber die summiert wird.

Tensorfelder und Differentialoperatoren. Das bisher Gesagte 148t sich
auf Tensorfelder, also auf Funktionen des Raum-Zeit-Vierervektors z*, erwei-
tern.

Definition: Kontravariantes Tensorfeld n-ter Stufe

Unter einem kontravarianten Tensorfeld n-ter Stufe versteht man die Ge-
samtheit 7%t (z#) n-fach indizierter Funktionen von z# (alle Indizes
oben), die sich unter Lorentz-Transformationen A% in der Weise

T/ on (') = A% g, .. A% g TP Pr (AT ™)

transformieren. Hierbei ist zu beachten, dal das Argument entsprechend
mitzutransformieren ist.

Tensorfelder'! kénnen nach ihren Argumenten abgeleitet werden. Fiir die par-
tielle Ableitung 9/0x gilt wegen x¥ = [/1_1]”#96’“

ox? 0 g0 0x¥ 0

_ 1w _ _ -1
Ox't =[] w7 dx'*  dxv Iz’ Oz [47] B
Also transformiert sich
a j—
oz~ H
wie ein kovarianter Vierervektor und dementsprechend
0 _ on
Ox,,

wie ein kontravarianter Vierervektor. Weiterhin folgt, dafl der d’Alembert-O-
perator

1 9?
2 ot?
ein Lorentz-Skalar ist.

0= 0"9, = -V’

2.3.2 Lorentzkovariante Maxwell-Gleichungen

Da die Kontinuitatsgleichung

Ip(z,t) : _
5 +Vj(x,t)=0

11 . . . . .
Im weiteren Verlauf wird zwischen ,,Tensor* und , Tensorfeld“ sprachlich nicht
weiter unterschieden.
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aus den Maxwell-Gleichungen folgt, von denen wir wissen, daf sie lorentzko-
variant sind, muf} diese lorentzinvariant sein. Hieraus folgt, dal die Ladungs-
dichte p(z,t) und der Stromdichtevektor j(x,t) die Viererstromdichte

. cp(z,t) )
Bla) =1 " , x = (zM
b = (e, (@)
bilden, so daf§ die Kontinuitdtsgleichung in der manifest invarianten Weise

Oug*(z) =0

geschrieben werden kann. Aufgrund der Tatsache, dafl die Ladungsdichte die
zeitliche Komponente eines Vierervektors darstellt, folgt unmittelbar, dafl
dg = d3zp = d3xj"/c und somit die Ladung ¢ eines Systems (im Gegensatz
zu seiner Masse) ein Lorentz-Skalar ist.

Betrachten wir nun die inhomogenen Maxwell-Gleichungen (I) und (IV).
Ihre rechten Seiten bilden zusammen den Vierervektor j#, wihrend die linken
Seiten partielle Ableitungen enthalten. Der einfachste manifest kovariante
Ansatz fiir diese Gleichungen lautet deshalb

0 —E, —E, —E.
E. 0 —B. B,
E, B, 0 —B, |’
E. -B, B, 0

O, F" = dmji | (F*) = (2.39)

aus dem fiir v = 0 die erste und fiir v = i die letzte Maxwell-Gleichung folgt.
Da (I) und (IV) insgesamt 6 Gleichungen ergeben, mufl F'*¥ ein antisymme-
trischer kontravarianter Tensor 2-ter Stufe sein. Um dies zu sehen, betrachten
wir noch einmal die Potentialgleichungen (2.24),

4
09(a,t) = dmp(a.1) , DA(@,t) = —j(x.1) (2:40)
in der Lorentz-Eichung (2.23),
10¢(x,t)
A =" 2.41
VA1) c Ot (241)

Da die rechten Seiten von (2.40) wieder den Vierervektor j# bilden und der
d’Alembert-Operator O ein Lorentz-Skalar ist, miissen notwendigerweise auch
die Potentiale ¢ und A zu dem Vierervektorpotential

o= (424)

kombinieren, damit (2.40) und (2.41) in die manifest kovariante Form

4
04" (2) = = j"(a) , BuA"(x) =0

gebracht werden kénnen. Driickt man jetzt die Definitionsgleichungen (2.15)
der Potentiale durch die kontravarianten GréBen 0 und A aus, dann folgt
durch Vergleich mit (2.39)
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PP = gAY — 9V AP .

Das heifit F'*¥ ist in der Tat ein kontravarianter Tensor 2-ter Stufe. Die ver-
bleibenden homogenen Maxwell-Gleichungen (II) und (III) lassen sich eben-
falls durch Einfiihren des zu F*¥ dualen Pseudotensors 2-ter Stufe,

1
GHW — §6uu(1BFaﬁ ;

in der kovarianten Weise
w _
9,G" =0
ausdriicken, wobei

+1 falls (uvafB) gerade Permutation von (0123)
ol = ¢ 1 falls (uraf3) ungerade Permutation von (0123)
0 sonst

das Levi-Civita-Symbol bezeichnet. Insgesamt folgt der

Satz 2.9: Maxwell-Gleichungen in lorentzkovarianter Form

Da die Elektrodynamik mit der speziellen Relativitétstheorie im Einklang
steht, lassen sich p und j sowie ¢ und A jeweils zu Vierervektoren

o=(3) - (3).

zusammenfassen. Hiermit lauten die Maxwell-Gleichungen in lorentzkova-
rianter Form

v=0: VE =47p

47
O FM () = —j°
g c vei:vxB_Lt0F i,
c Ot @
v=0: VB=0
9, G () = 0 108
. vei:vxE+28 ¢
c Ot
mit
0 -E, —E, —E.
E, 0 —-B, B
uvy ] z Yy WUV _ QU AV QU AW
(FH) E, B. 0 —-B, , F*Y = 0FAY — OY A
E.-B, B, 0
und
v 1 vaf
G* —56“ Fg

Der total antisymmetrische Tensor F'*¥ heifit Feldstdirketensor, der total
antisymmetrische Pseudotensor G** dualer Feldstdirketensor.
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Die homogenen Maxwell-Gleichungen lassen sich auch in der Form
0o FP7 + 0, F*P 4 95 F7™ =0

schreiben. Diese Gleichung ist ebenfalls forminvariant, da sich jeder der Ter-
me in gleicher Weise wie ein gemischter Tensor 3-ter Stufe (einmal ko- und
zweimal kontravariant) transformiert.

2.3.3 Transformationsverhalten elektromagnetischer Felder

Die Transformationseigenschaften der E- und B-Felder sind durch das Trans-
formationsverhalten F/** = A", A" 3 F*P des zweistufigen Feldstirketensors
FH* determiniert. Fiir eine allgemeine Lorentz-Transformation von einem
Inertialsystem K zu einem relativ zu K mit der Geschwindigkeit v bewegten
System K’ ergibt sich fiir die transformierten E- und B-Felder

2
v v v(vE) 1
E —+(E+2xB)- =
K +cx y+1 2 7 )
c2
BIZW(B,BxE)fiv@B)
c y+1 2
oder
E| = E) » Bj =B

E/L:'Y(EJ_‘F%XB) ’B/L:’Y<BJ_—%><E), (2.42)

wobei || und L die zu v parallelen bzw. senkrechten Komponenten der Felder
bezeichnen. Wir erkennen hieraus, da E und B nicht unabhingig vonein-
ander sind. Ein reines E- oder B-Feld in einem System K erscheint in einem
anderen System K’ als Kombination elektrischer und magnetischer Felder. Da
also die Unterscheidung zwischen E- und B-Feldern vom betrachteten Iner-
tialsystem abhéingt, sollte man besser vom elektromagnetischen Feld F#*¥ als
von E und B getrennt sprechen.

Lorentzinvariante. Aufgrund der Uberlegungen in Unterabschn. 2.3.1 kann
man aus jedem zweistufigen Tensor durch Kontraktion des Tensors mit sich
selbst u.a. folgende Lorentz-Skalare konstruieren:

T, T | Ty T T, T, TOT, T | ...

Im Falle des elektromagnetischen Feldstédrketensors F*¥ ist die kubische In-
variante Null. Die anderen beiden ergeben

E, Fr =2 (E2 - BQ) = I; = invariant
F, F"F, F* = 2(E?— B?)’+4(EB)? = invariant
— (EB) = invariant .

Hieraus lassen sich einige Folgerungen fiir die E- und B-Felder ziehen:
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e Gilt in einem Inertialsystem E | B, dann gilt dies auch in jedem anderen.
Im Falle I; > 0 gibt es ein Inertialsystem, in dem gilt: B = 0.
Im Falle I; < 0 gibt es ein Inertialsystem, in dem gilt: E = 0.

e Der erste Punkt gilt auch in umgekehrter Richtung: Falls in einem Inerti-
alsystem E = 0 oder B = 0, dann gilt £ 1 B in jedem anderen.

e Gilt in einem Inertialsystem |E| = | B|, dann gilt dies auch in jedem ande-
ren.

2.3.4 Lorentz-Kraft und Kovarianz

Nachdem wir die Kompatibilitéit der Maxwell-Gleichungen mit der speziellen
Relativitdtstheorie durch eine lorentzkovariante Formulierung zum Ausdruck
gebracht haben, miissen wir nun noch die durch die Lorentz-Kraft F'[, be-
schriebene Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen in einem elektromagnetischen
Feld kovariant schreiben. Von ihr koénnen wir zunéchst nur annehmen, dafl
sie im nichtrelativistischen Grenzfall |&|/c — 0 gilt, also

d .
mod = Fi =g <E + % x B> . (2.43)
Hier bezeichnet q die Ladung, @ die Geschwindigkeit und mg die Ruhemasse
des Teilchens. Aus Unterabschn. 1.6.4 wissen wir, daf§ die kovariante Bewe-
gungsgleichung der relativistischen Mechanik gegeben ist durch

w1 A

dr 2 dt
Vi 2

wobei
.2
r m
dr=dt\/1- = , m= ———
c _ &2

c2

das Eigenzeitdifferential bzw. die relativistische Masse des Teilchens sind. Da
der Ausdruck (2.43) linear in den Feldern E und B sowie der Teilchenge-
schwindigkeit @ ist, lautet sein einfachst moglicher kovarianter Ansatz

" 4 dr,  d2”

a1r c pa Vierergeschwindigkeit . (2.44)

Man beachte: Weil ¢ (wie auch ¢) ein Lorentz-Skalar ist, stehen auf beiden Sei-
ten kontravariante Vierervektoren. Driicken wir jetzt diese Gleichung durch
die Dreiervektoren E, B und & aus, dann ergibt sich
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d m(]62

=0: ———
K dt [ &2
o2

. d modj x
/.L:’L. dt2:q(E+C><B> N

T

=qFEx

Offenbar liefern die rdumlichen py-Komponenten fiir |&|/c — 0 den richtigen
nichtrelativistischen Zusammenhang (2.43). Wir folgern hieraus einerseits,
daBl der Ansatz (2.44) die richtige relativistische Verallgemeinerung von (2.43)
ist, und andererseits, dal die Lorentz-Kraft F';, auch fiir relativistische Ge-
schwindigkeiten die Teilchenbewegung korrekt beschreibt, wenn in der Bewe-
gungsgleichung die Ersetzung my — m vorgenommen wird. Die Gleichung fiir
die u=0-Komponente bringt den folgenden Erhaltungssatz zum Ausdruck:
Die zeitliche Anderung der Teilchenenergie ist gleich der Leistung, die das
elektromagnetische Feld auf das Teilchen iibertrégt.

Satz 2.10: Kovariante Bewegungsgleichung, Lorentz-Kraft

Die relativistische Verallgemeinerung der Newtonschen Bewegungsglei-
chung fiir ein Teilchen in einem elektromagnetischen Feld lautet in ko-
varianter Notation

" _ ¢ gy 4y

dr ¢ dr °
Die rdumlichen Komponenten dieser Gleichung fithren auf

g mofli
dt /q Z;_j

d.h. Fy, liefert in allen Ordnungen von |&|/c die korrekte Beschreibung der
Teilchenbewegung.

:FL:q<E—|—£xB> :
C

2.3.5 Energie- und Impulserhaltung

In der Herleitung des Impulssatzes der Elektrodynamik, Satz 2.5, haben wir
den Maxwellschen Spannungstensor

1 0
Tk = — |E;Ey + BiBy, — -2 (E* + B?) (2.45)
4 2
eingefiihrt. Seine Viererversion ist der symmetrische Tensor 2. Stufe
1 1
T = — ( g'*FogFP" + —g" FopFP 2.4

dessen rdumliche Komponenten gerade das Negative des Dreierspannungs-
tensors sind. Er 148t sich mit Hilfe der elektromagnetischen Energie- und
Impulsdichte €e, und gem, durch folgende Matrix darstellen:
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E’+B? [ExB]|" .
(T/J.IJ) _ 8 47 _ €em [cgem] ’
FE x B CGem _(Ti )
(T
T
mit T;p aus (2.45). Man kann nun mit ein wenig Tensoralgebra zeigen, daf sich
die in den Satzen 2.4 und 2.5 stehenden differentiellen Erhaltungssétze fiir
Energie und Impuls durch folgende lorentzkovariante Gleichung ausdriicken
lassen:
1 v = 0 : Energieerhaltung, Satz 2.4
0,T" = —=F""j5,
c v =4 : Impulserhaltung, Satz 2.5.
Betrachten wir jetzt ein System, in dem es keine Ladungen gibt, dann folgt
hieraus
1 .
0=09,T" = ~o,T" + 8,T" .
c

Integration dieser Gleichung iiber ein hinreichend grofes Volumen bringt den
zweiten Term auf der rechten Seite zum verschwinden, und es ergibt sich

1
Do = — /d3:vT0” = const .
c

enthélt die Energie sowie

Das heifit der Viererimpuls (p4) = E;m/c

den Impuls des elektromagnetischen Feldes und ist in einem abgeschlossenen
System ohne Ladungen eine Erhaltungsgrofie.

Zusammenfassung

e Die Theorie der Elektrodynamik ist eine relativistische Feldtheorie.
Mit Hilfe des elektromagnetischen Feldstérketensors und des dua-
len Feldstirketensors lassen sich die Maxwell-Gleichungen in manifest
lorentzkovarianter Form schreiben.

e Hierbei geht ein, dafl Ladungs- und Stromdichte sowie Skalar- und Vek-
torpotential jeweils zu Vierervektorfeldern kombinieren.

e Aus der Lorentz-Kovarianz der Theorie folgt, dafl E- und B-Felder beim
Wechsel des Bezugssystems ineinander iibergehen, also die Unterschei-
dung zwischen E und B vom betrachteten Inertialsystem abhéngt.

e Die Lorentz-Kraft liefert nicht nur im nichtrelativistischen Grenzfall, son-
dern in allen Ordnungen von |&|/c die korrekte Beschreibung der Bewe-
gung von Teilchen in elektromagnetischen Feldern.

e Die Erhaltungssétze fiir Energie und Impuls lassen sich durch Verwen-
dung des Maxwellschen Spannungstensors in einer lorentzkovarian-
ten Gleichung zusammenfassen.
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Anwendungen

24. Gleichférmig bewegte Ladung. Man berechne das elektromagneti-
sche Feld einer Ladung ¢, die sich in einem Inertialsystem K mit konstanter
Geschwindigkeit v in positiver z-Richtung bewegt.

Losung. Der einfachste und eleganteste Losungsweg besteht darin, zum Ru-
hesystem K’ der Ladung iiberzugehen, da sich in ihm die E’- und B’-Felder
bzw. die zugehorigen Potentiale ¢', A’ sofort angeben lassen:
I): V'E'(x,t)=4nqé(x’ !
m (@) = dmqi(a) Bl —
Y — |iB/|3
10E(x',t') o
—ET—O B'(z',t') =0

¢/($/7t/) ﬁ
Aty | o
Al (@, 1) 0
A (2!, 1) 0

(IV): V' x B'(z/,t)

= (AM(2")) =

Der Ubergang zum urspriinglichen System K wird durch die Lorentz-Trans-
formation

v 00
(AW =1 = 7 00 1
v o=l o o107 —
0 001 c?

vermittelt (sieche Unterabschn. 1.6.1). Damit folgt fiir die Potentiale in K
Pz’ 1)

&)

']
A (CC/ t/) vq
i)y = | A0
(A*(2") Ay (', t') Y CO )
A (2!, 1) 0
mit
ct’ vy =00 ct (et — %)
| | - v 00 z | | v(x—ovt)
y | 0 0 10 y | Yy
2! 0 0 01 z z
vq v L
—t "L‘,t = 5 A :I:,t - — w,t O
) = et Al = Jofe) | 0

Fiir die E- und B-Felder in K erhilt man schliefSlich
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0
vYq
B(xz,t) = V x A(z,t) =
(1) x Al@,?) e[y (z — vt)? + y? + 22]3/2 _Zy
B 10A(x,t)
E(z,t) = —Vo(x,t) — P
g T — vt
- (V2 (z — vt)? + y? + 22]3/2 Z

25. Verallgemeinertes Faradaysches Induktionsgesetz. Wie bereits in
Unterabschn. 2.1.2 festgestellt wurde, gilt das Faradaysche Induktionsgesetz

%Ext /dFaB“,

wobei C' die geschlossene Kontour z.B. einer Leiterschleife und F' deren kon-
stante Fliche bezeichnet. Man zeige hiermit und mit Hilfe von (2.42), da8
die Lorentz-Kovarianz der Elektrodynamik das verallgemeinerte Faradaysche
Induktionsgesetz

1 D,
t):y{E’(a;’,t)dl’ e / AFB(z, 1) = — 9 dt()
o F(t

impliziert, wobei sich die gestrichenen Grofien auf das Ruhesystem der Leiter-
schleife beziehen.

Losung. Im ungestrichenen Beobachtungssystem gilt
dd,, 0B
— = dF — —B =— Edl+ | —B.
T / ot " ¢ % /
F(t) C()

Nehmen wir an, daf§ sich die Leiterschleife mit der konstanten Geschwindig-
keit v bewegt (Abb. 2.5), dann ist dF = v x dldt. Somit folgt

...............

\dF = v x dldt
vdt’/

Abb. 2.5. Mit konstanter Geschwindigkeit v bewegte Leiterschleife
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%:—cfdl(E+3xB)
c) ¢

= —c ]f (dly+dl.) (Bj+ EL+ = x B) . (2.47)
c)

|| und L indizieren hierbei die zu v parallel bzw. senkrechte Komponenten.
Unter Beachtung von (2.42) und

1
= ;dlﬁ c Al =dl , vy =

148t sich die rechte Seite von (2.47) in folgender Weise durch die gestrichenen
Groflen ausdriicken:

do,, 1, , v
el

1 1 v
— / / — — —
- c}{(dlu i) LE| +29 (El - x B)]
C/
C ! !/ /
—;%dl (B +E).
C/
Es folgt schliefflich

do 1do c
m —— m - __ dl/E/ / t/
& 5 S f (@', t)
CI

D
d dt(t) = —c%dl’E’(az’,t) :
Cl

2.4 Strahlungstheorie

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit elektromagnetischen Strahlungsphéno-
menen, die durch zeitlich verdnderliche Ladungs- und Stromdichteverteilun-
gen hervorgerufen werden. Im allgemeinen ist fiir beliebige Verteilungen die
Berechnung der zugehorigen elektromagnetischen Felder mit Hilfe der retar-
dierten Potentiale nur numerisch durchfiihrbar, da zu jedem Aufpunkt x’
eine retardierte Zeit o4 gehort, die auch noch explizit von &’ abhingt. Wir
beschrénken uns deshalb auf beschleunigte Punktladungen bzw. Verteilungen
geringer Ausdehnung, fiir die eine analytische Bestimmung der retardierten
Potentiale moglich ist.

Wir beginnen unsere Diskussion mit der Berechnung der retardierten Po-
tentiale fiir beliebig bewegte Punktladungen (Liénard- Wiechert-Potentiale)
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und leiten hieraus die zugehorigen E- und B-Felder ab. Wie sich herausstel-
len wird, kénnen diese jeweils als Summe zweier Terme geschrieben werden,
von denen die einen die Felder einer gleichférmig bewegten und die anderen
die Felder einer beschleunigten Ladung beschreiben. Desweiteren berechnen
wir die Energie bzw. Leistung, welche durch die Beschleunigungsanteile der
Felder nach auflen abgestrahlt wird, und beschéftigen uns zum Schluff mit
dem Strahlungsfeld 6rtlich begrenzter Ladungs- und Stromdichteverteilungen
in der Dipolndherung.

2.4.1 Liénard-Wiechert-Potentiale

Eine Punktladung ¢ mit der Ortsbahn x((t) und der Geschwindigkeit @¢(t)
besitzt die Ladungsdichte- und Stromdichteverteilung
plx,t) = gélx — xo(t)] , J(x,t) = qod]x — 2o (t)] .

Setzt man diese Grofen in die retardierten Potentiale (2.35) und (2.36) ein,
so 188t sich die rdumliche Integration direkt ausfithren, und man erhélt

s(eit) = q | dt’ma (t/ et |w—w<t>|>
A = & far 200 g (v oy o2l

c |z — xo( c

Bei der zeitlichen Integration ist zu beachten, dafl das Argument der J-
Funktion eine Funktion der Integrationsvariablen ¢’ ist. In diesem Fall gilt
ganz allgemein

Jars@ s =3 Lyt von 1.
ko |ai

tk

Unter Bertiicksichtigung dieses Punktes folgt der

Satz 2.11: Liénard-Wiechert-Potentiale einer beliebig
bewegten Punktladung

Die retardierten Potentiale einer Punktladung g, die sich auf einer beliebi-
gen Bahnkurve @ (t) mit der Geschwindigkeit @ (t) bewegt, sind durch die
Liénard- Wiechert-Potentiale

_ q
¢(x7t) - R(tret) = %R(tret>d30(tret)
A(w, t) _ g Ii)o (tret)

c R(tret) - %R(tret)mo(tret) ’

R(tret) =T — wo(tret) s R(tret) = |R(tret)| (248)
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gegeben. Hierbei bezeichnet R(t..1) den Abstandsvektor zwischen Beob-
achtungspunkt & und Teilchenort x( zur retardierten Zeit

|$ - mO(tret)| — R(tret)
c c

tros =t — (2.49)

Bevor wir uns der Berechnung der E- und B-Felder zuwenden, zeigen wir,
wie man zu diesem Ergebnis auf etwas elegantere Weise mit Hilfe des lorentz-
kovarianten Formalismus gelangt. Zunéchst stellen wir fest, dafl

@) =(7)= (1ol at)

ein Vierervektor ist, da nach (2.48) und (2.49) in jedem Inertialsystem gilt:
RFR,, = A (trer — 1)? — R*(teet) =0 .

Nun lassen sich die retardierten Potentiale im (gestrichenen) momentanen
Ruhesystem des Teilchens leicht angeben. Sie lauten dort

N ) = q _ q Az ) =0
) = ] T 'y

bzw.

AP =q

C
Ip
U 8 : (2.50)

Iy
Ry ()

wobei u'# die Vierergeschwindigkeit im Ruhesystem bezeichnet. Offensichtlich
transformieren sich beide Seiten von (2.50) wie ein kontravarianter Vierervek-
tor, so dafl diese Gleichung forminvariant und somit in jedem Inertialsystem
giiltig ist. Gehen wir jetzt zum urspriinglichen (ungestrichenen) Inertialsy-
stem {iber, dann ist

ut 1 c
AN — _ W= — |
qRyu” (@) L& <wo> ’
- 72

(&
woraus sofort die in Satz 2.11 stehenden Potentiale folgen.

Bestimmung der elektromagnetischen Felder. Die Berechnung von

10A
E=-V¢ c Ot
aufgrund von Satz 2.11 erfordert die Kenntnis von Otyet/0t und Vi, da
die Liénard-Wiechert-Potentiale in Termen der retardierten Zeit t..; gegeben
sind, wobei t,e tiberdies auch noch von x abhingt. Zur Bestimmung von
Otret /Ot und Vi, rechnen wir:

OR? OR OR .

atret B 2Ratret B 2Ratret B 2Rm0

,B=VxA (2.51)




158 2. Elektrodynamik

OR _ OR Otiw  Rig Ot

— = = 2.52
ot Otret Ot R Ot ( )
OR Otret
tret) = C(T — tre -_— = 1-— . 2.
R(tret) = ¢( t) = T c< i > (2.53)
Kombiniert man (2.52) und (2.53), dann folgt
8tret 1 . R i0
ot 1—nﬁ'37m1 " R"8 c (2:54)
Die Ableitung von R nach seinen Komponenten liefert einerseits
VR = VC(t — tret) = —Cvtret
und andererseits
R OR .
VR= V|£B — (Bo(tret)‘ = E + aTMVtret =n — nmUVtret 5
so dafl
1 n
Vit = — . 2.55
T nG—1 ( )

Mit Hilfe von (2.54) und (2.55) — alles an der Stelle t,¢; genommen — lassen
sich nun die Rechnungen in (2.51) ausfiihren. Nach einigen Zwischenschritten
gelangt man zum

Satz 2.12: E- und B-Felder einer beliebig
bewegten Punktladung

Die elektromagnetischen Felder einer beliebig, mit der Geschwindigkeit &g
bewegten Punktladung g werden beschrieben durch

E(z.t) = g [W} L 4|nxln-p) XB]}

R?(1 —nB)3 c R(1 —np)3
= Ey(x,t) + E,(x,t)

B(x,t) = n X Eq(z,t) + n X E,(z,t)
= By(z,t) + B, (z,t) ,

mit
R o
Das magnetische Feld steht sowohl zum elektrischen Feld als auch zum Ver-

bindungsvektor zwischen Beobachtungspunkt und retardierter Teilchenpo-
sition senkrecht.

In diesem Satz sind die E- und B-Felder jeweils als Summe zweier Terme an-
gegeben. Die ersten Terme sind unabhéngig von der Teilchenbeschleunigung
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B3 und verhalten sich fiir groBe Abstinde wie 1/ R2, wihrend die zweiten wie
1/R abfallen und fiir 3 = 0 verschwinden. Ey und By liefern deshalb die
Felder einer gleichformig bewegten Ladung. Wir kénnen uns hiervon explizit
iiberzeugen, indem wir zum Beispiel eine Punktladung ¢ betrachten, die sich
entlang der z-Achse mit konstanter Geschwindigkeit v bewegt. Wihlen wir
als Beobachtungspunkt den Ursprung, dann ist

vt —1 .
fﬂo(f) = 0 ,y =0, R(tret) = Vtret , M= 0 ) ﬁ = 0
0 0 0
L 1
— E,(0,t) = — 1 0

5 V= T -
V202 (1 + %) 0 V1-p3?
Die retardierte Zeit berechnet sich zu

‘:E - $O(tret)| —t_ Utret — t
c c 1+ 2

so daf} schlieflich folgt:

tret =1 —

1

0], Bo(0,t)=nxE0,t)=0.
0

Ey(0,t) = R
Diese Felder entsprechen genau denjenigen aus Anwendung 24 fiir ¢ = 0. Dort
hatten wir die E- und B-Felder einer gleichférmig in z-Richtung bewegten
Ladung mit Hilfe des lorentzkovarianten Formalismus berechnet.

2.4.2 Strahlungsenergie

In diesem Unterabschnitt berechnen wir die von einer bewegten Punktladung
abgestrahlte Leistung P. Es wird hierbei vorausgesetzt, da§ alle Grolen zur
retardierten Zeit t.; zu nehmen sind. Durch das Flichenelement R2df2 geht
der Energiestrom bzw. die Leistung dP = SnR2df2, also

dpP dE 9 cR?

d—gfmf}% Snfﬁn(ExB).
Setzt man in diese Gleichung die Felder aus Satz 2.12 ein, so erkennt man
anhand des asymptotischen R-Verhaltens der einzelnen Terme, dafl nur die
Kombination E, x B, einen Beitrag liefert. Mit anderen Worten: Nur be-

schleunigte Ladungen emittieren Strahlung. Wir haben deshalb

.N\2

T N (e G R
a0~ 4 MPax Ba) =g
Vom Standpunkt der Ladung ist es naheliegend, die pro retardiertem Zeitin-
tervall dt,e; abgestrahlte Energie zu betrachten. Unter Beriicksichtigung von

(2.54) ergibt sich diese zu
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L\ 2
dP’ dP ot ¢ (n x [(n—B) x ﬁ])
dQ ~ AR Oty 4me (1 —npB)>

Um diese Gleichung weiter auszuwerten, betrachten wir zunéchst die Grenz-
fille 8 < 1 und B || B und setzen dabei
cosf) = ns , cosl = n—ﬂ )

B g

1. Grenzfall: 8 < 1. In diesem Fall reduziert sich (2.56) auf den Ausdruck
dP’  dP ¢
A2 A 4dre

Offensichtlich ist er von der Richtung der Teilchengeschwindigkeit unabhén-

gig. Die Winkelabhéngigkeit dieser Strahlungsleistung ist in Abb. 2.6 darge-

stellt. Fithrt man die Winkelintegration in (2.57) aus, dann ergibt sich die

Larmorsche Formel

_ 2¢° .2
=38

(2.56)

B’ sin?¢’ . (2.57)

(2.58)

Abb. 2.6. Abgestrahlte Leistung dP/d{2 einer beschleunigten Punktladung im

Grenzfall 8 < 1. 6’ bezeichnet den Winkel zwischen der Teilchenbeschleunigung 3
und der Ausstrahlungsrichtung n

2. Grenzfall: 3 || B. Hier ist = ¢, und (2.56) geht iiber in
dP i BQ sin? 6
d  4mc” (1 —Bcosh)
Fiir die Richtung maximaler Strahlungsemission erhilt man hieraus
d dP

1
el — = (./ 2 _
cos0 A2 0 = cos Opax 3 ( 1562 +1 1) .
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Das heifit der Strahlungskegel neigt sich bei wachsender Teilchengeschwin-
digkeit immer mehr nach vorne, wie in Abb. 2.7 zu erkennen ist.

Abb. 2.7. Abgestrahlte Leistung dP/df2 einer beschleunigten Punktladung im
Grenzfall 8 || 8 fiir 8 = 0.5 (links) und 8 = 0.81 (rechts). Zum mafstabsgerechten
Vergleich ist die rechte Figur um den Faktor 100 zu vergrofern

Lorentzinvariante Verallgemeinerung. Aus dem ersten Spezialfall 148t
sich nun leicht mit Hilfe des lorentzkovarianten Formalismus die abgestrahl-
te Leistung einer Punktladung fiir beliebige Geschwindigkeiten bestimmen.
Da sowohl die Energie E als auch die Zeit ¢ (bis auf die Konstante ¢) 0-
Komponenten von Vierervektoren sind, ist P = dFE/d¢ ein Lorentz-Skalar.
Um den ersten Spezialfall auf beliebige 3 zu erweitern, reicht es deshalb aus,
einen Lorentz-Skalar zu finden, der fiir § < 1 in (2.58) tibergeht. Zu diesem
Zweck driicken wir (2.58) durch den nichtrelativistischen Impuls p,, aus und
verallgemeinern das Resultat in invarianter Weise, indem wir p,,, und dt durch

den Viererimpuls (p*) = \/c% <;> bzw. die Eigenzeit dr = dt\/1 — (32

ersetzen:

_ 2¢%>  dpn: dpyr 2¢%  dp* dp,
© 3m3cd dt  dt 3micd dr dr
Die rechte Seite dieser Gleichung ist ganz offensichtlich ein Lorentz-Skalar,

und man iiberzeugt sich leicht davon, dafl sie im Grenzfall § < 1 mit (2.58)
identisch ist. Fiir beliebige Teilchengeschwindigkeiten folgt daher der

Satz 2.13: Strahlungsleistung einer beliebig
bewegten Punktladung

Die Strahlungsleistung einer beliebig, mit der Geschwindigkeit &y bewegten
Punktladung ¢ ist gegeben durch
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. 2:| . io . 1
pa— X y = — 5 _—m .
Diese Gleichung impliziert: Nur beschleunigte Ladungen emittieren Strah-
lung.

<2

_ 2 6[,3

P
307

Die mit einer beschleunigten Ladung verbundene Strahlungsleistung P redu-
ziert die kinetische Energie dieses Teilchens. Man spricht daher auch von
Strahlungsverlusten. Diese treten z.B. bei Linear- oder Kreisbeschleunigern
auf. Auch Rontgenstrahlen sind eine Form von Strahlungsverlusten. Sie wer-
den erzeugt, indem in einer Elektronenrdhre eine hohe Spannung zwischen
Anode und Kathode angelegt wird. Die Elektronen werden beim Durchlau-
fen dieser Potentialdifferenz beschleunigt und treffen mit hoher Energie auf
die Anode. Beim Aufprall werden sie stark gebremst (/3] grof) und strahlen
elektromagnetische Energie (Bremsstrahlung) ab.

2.4.3 Dipolstrahlung

Wir wollen nun das Strahlungsfeld eines Systems von zeitlich verdnderlichen
Ladungs- und Stromdichteverteilungen berechnen, die in der Weise

beliebig fiir || < Ro
p(CC, t),j(.’ll, t) = {
0 fiir || > Ry
auf ein Gebiet mit dem Radius Ry beschriankt sind. Aufgrund der Linearitéit
der Maxwell-Gleichungen reicht es aus, sich auf jeweils eine zeitliche Fourier-
Komponente dieser Verteilungen zu beschrianken, die sinusfé6rmig mit der Zeit
variiert,

p(z,t) = plx)e™" , j(a,t) = j(z)e ™",

wobei zu beachten ist, daf sich die physikalischen Gréflen durch Realteilbil-
dung ergeben. Das zugehorige retardierte Vektorpotential ist gegeben durch

1 (!, toe :
Apet(z,t) = - /d?’a;‘?i(w ptret) _ A (z)e 9t |

jz —a’|
mit
1 -\ nik|z—a |
A (@) = 7/d3x'J(w)67, P (2.59)
c |z — 2’| c

Aufgrund von (IV) und (2.15) folgt hieraus fiir die E- und B-Felder im
dufleren Bereich || > Ry

B(z,t) = B(z)e !, B(x) =V x A(x)
(2.60)

E(z,t) = E(x)e ! | E(z) = %V x B(x) .
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Zur weiteren Auswertung von (2.59) nehmen wir an, daf§ gilt: Ry < |x|, A,

wobei A = 27/k die Wellenléinge des durch (2.60) beschriebenen Strahlungs-
feldes bezeichnet. Unter dieser Voraussetzung ist es erlaubt, den in (2.59)

stehenden Ausdruck ell;lii;;ll in folgender Weise zu entwickeln:
22 rx’ 1/2 ! 1/2
z—x|=|z| 1+ = —-2— ~ x| (1-2
- = ol (14 25 223 2l (1-2%5

xx'
~ || <1 2 )

~ |z <1 + )1 (2.61)

eik\w—aﬂ eik\w|e—ikww’/|w| xx' otk . ,
e ] (1 — ) r e (2.62)
mit
xr
r=lz|, n=—.
||

Wegen 27 /k > Rg <= k < 27/Ry konnen wir desweiteren die Langwellen-
bzw. Dipolndherung vornehmen:

e e o1 —ikna' ...~ 1. (2.63)
Unter Beriicksichtigung dieser Approximationen geht (2.59) iiber in

ikr
Apr(z) = 1€ /d%’j(m') .

cr

Der Integrand dieser Gleichung 148t sich unter Zuhilfenahme der Konti-
nuitétsgleichung

Vij(z,t) = —w = Vj(z) = iwp(x) (2.64)

und der Identitit (jV')x’ = j umformen zu
/dgx’j(m’) = /dgx’[j(m')V’]m' = —/d%’x’[V’j(m’)]
—iw/dgx':c'p(a:’) ,

so daf} folgt:
) eik:'r
A, i(x) = —ikp

(2.65)

)
r

wobel

p= /d3x'w'p(a:') , p(t) Z/dgl‘/a}/p((l:/)e_iwt
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das elektrische Dipolmoment der Ladungsverteilung bezeichnet. Offensichtlich
beschreibt (2.65) eine auslaufende Kugelwelle, deren Wellenzahl k = w/c
durch die Frequenz der Ladungsverteilung bestimmt ist. Setzen wir nun (2.65)
in (2.60) ein, dann erhélt man schlieBlich den

Satz 2.14: E- und B-Felder einer zeitlich oszillierenden
Ladungs- und Stromdichteverteilung

Gegeben sei eine auf den Bereich r = || < Ry beschriinkte Ladungs- und
Stromdichteverteilung

p(x,t) = Re [p(a;)e—iwt] , j(x,t) = Re [j(w)e—iwt] )

Die zugehérigen elektromagnetischen Felder sind dann fir Ry < r,27c/w
in der Dipolndherung gegeben durch

B(:c,t) = Re [B(x)e_i"—’t] : E(£E7t) — Re [E(iL’)e_iwt] :

mit
i) = efrkZ (1 - %) (n x p)
Exm)::etr{kﬁlep)X1ﬂ+-%<%-—m>[&unp)_14}_ gt

Hierbei ist n = x/|x| und
p= [ Eaap(a) , plt) = pe (267)
das elektrische Dipolmoment der Ladungsverteilung.

Das E-Feld besitzt offenbar sowohl eine longitudinale als auch eine transver-
sale Komponente relativ zur Ausbreitungsrichtung n, wihrend das B-Feld
transversal zu m polarisiert ist. Es ist instruktiv, dieses Ergebnis fiir zwei
Spezialfille zu untersuchen:

e Fern- oder Strahlungszone: Ry < )\ < r. Hierfiir vereinfacht sich (2.66)

zu
ikr ikr

B(z) = WWXM,M@:GTWWXMXn:B@ﬁxn.

r
FE und B bilden mit n in dieser Reihenfolge ein orthogonales Dreibein. Die
zeitgemittelte Energiestromdichte berechnet sich zu

ck*

8mr?

und zeigt in Richtung von n, also von der oszillierenden Ladungsverteilung

radial nach auflen. Fiir die zeitgemittelte Strahlungsleistung folgt somit
dpP ck*

7:,2 q— *
=" nS 8 (n x p)(n x p*) . (2.68)

S = 8%R6(E x B*) = [(nx p)(nxp")n
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Das Verhalten E,B ~ 1/r ist charakteristisch fiir Strahlungsfelder. Es
impliziert, dafl die Strahlungsleistung im Limes r — oo unabhéingig von r
ist, d.h., da Strahlung nach auflen abgegeben wird.

e Nahzone: Ry < r < A. In diesem Fall gilt

1 1 ik
hr<l=——>— " ~1,
krrm = pm

und (2.66) reduziert sich auf
ik 3n(np) —p

B(@)= 5 (nxp), B@) =

3
Ignorieren wir den Term e, so ist das elektrische Feld gleich dem eines
elektrostatischen Dipols (siche Unterabschn. 2.5.2). Das magnetische Feld
ist um den Faktor kr < 1 kleiner als das elektrische, d.h. die Felder in der

Nahzone sind dominant elektrischer Natur.

Beriicksichtigt man in (2.63) den néchstfithrenden Term —ikna’, dann wer-
den die Felder (2.66) um magnetische Dipol- und elektrische Quadrupolfelder
erweitert. Im allgemeinen werden die verschiedenen Strahlungsfelder mit E1
(elektrisches Dipolfeld), E2 (elektrisches Quadrupolfeld), M1 (magnetisches
Dipolfeld) usw. bezeichnet.

Zusammenfassung

e Die Liénard-Wiechert-Potentiale beschreiben die retardierten Poten-
tiale einer beliebig bewegten Punktladung. Die hierzu gehtrenden E-
und B-Felder lassen sich jeweils als Summe zweier Terme schreiben, von
denen die ersten die Felder einer gleichférmig bewegten Ladung beschrei-
ben, wahrend die zweiten proportional zur Teilchenbeschleunigung sind.

e In die Strahlungsleistung einer beliebig bewegten Punktladung gehen
nur die Beschleunigungsterme ein, woraus folgt, dal ausschliellich be-
schleunigte Ladungen Strahlung emittieren.

e Finen interessanten Spezialfall stellen rdumlich begrenzte und zeitlich
oszillierende Ladungs- und Stromdichteverteilungen dar, fiir die sich die
zugehorigen elektromagnetischen Felder in der Dipolnédherung leicht
berechnen lassen.

Anwendungen

26. Lineare Dipolantenne. Man betrachte eine stromdurchflossene lineare
Dipolantenne der Linge L, die entlang der z-Achse von z = —L/2 bis z = L/2
ausgerichtet ist (Abb. 2.8). Der Strom habe in der Mitte den Wert I und
falle zu beiden Enden linear auf Null ab:
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z
1

Sl

L

~Ly

Abb. 2.8. Dipolantenne. Durch einen Wechselstrom werden die beiden Drihte
abwechselnd positiv und negativ aufgeladen

L

Wie grofi ist die zeitgemittelte Strahlungsleistung der Antenne in der Fern-
zone?

. 2 . 2
I(z)e ! = Iy (1 - |Z|) e LK \= e
w

Losung. Aus der Kontinuititsgleichung (2.64) folgt fiir die lineare Ladungs-
dichte p'(z) (Ladung pro Einheitsléinge)

, PdI(z) 2l
- el
P(2) w dz wL ’

wobei das obere (untere) Vorzeichen fiir positive (negative) z gilt. Das Di-
polmoment (2.67) ist parallel zur z-Achse und hat den Wert

L/2
ilgL
= d / == .
S
L2
Fiir die zeitgemittelte Winkelverteilung (2.68) der Strahlungsleistung in der
cos psin @
Fernzone erhilt man mit n = | singsiné
cosf

dP  IB(wL)? .,
— = ————sin“f .
a2 = 32rd
Integration dieser Gleichung iiber die Winkel ergibt die totale Strahlungsleis-

tung

P I§(wL)?
12¢3
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27. Kreisformig bewegte Punktladung. Wie grof} ist die Strahlungsleis-
tung einer Punktladung ¢ in der Fernzone, die sich mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit w auf einem Kreis mit Radius 7 (ro < A = 2m¢/w) in der
zy-Ebene bewegt?

Loésung. Die Ladungsdichte fiir dieses Problem lautet

coswt
p(x,t) = qgdlx — xo(t)] , xo(t) =10 | sinwt
0
Hieraus ergibt sich das Dipolmoment
‘ 1
p(t) =q / d*z'a’d[a’ — xo(t)] = qzo(t) = Re [pe™'] , p=qro | i |,
0
welches in dieser Form die richtige, in (2.67) vorausgesetzte Zeitabhéngigkeit
cos @ sin @
besitzt. Setzen wir nun p in (2.68) ein, dann folgt mit n = | singsiné
cosf
AP wh¢?r? 9 — Wi}
— =—1 9 — P = 0
dg 8mc? (1+cos™0) 3c3

2.5 Zeitunabhingige Elektrodynamik

Hat man es mit statischen Ladungs- und Stromdichten zu tun, dann zer-
fallen die vier Maxwell-Gleichungen in zwei entkoppelte Gleichungssysteme,
welche die Grundgleichungen der Elektrostatik und Magnetostatik bilden. In
vielen Lehrbiichern der Elektrodynamik werden diese statischen Gleichungen
(aus historischen Griinden) vor den allgemeinen Maxwell-Gleichungen disku-
tiert und phanomenologisch begriindet. Entsprechend unserem axiomatisch-
deduktiv orientierten Ansatz gehen wir den umgekehrten Weg und betrachten
den statischen Fall von vornherein als ein Spezialfall der Gleichungen (I) bis
(IV). Aus den Ergebnissen der vorherigen Abschnitte lassen sich dann durch
Elimination jeglicher Zeitabhéngigkeiten viele der statischen physikalischen
Gesetzméfigkeiten leicht ableiten.

Nach der Herleitung der aus vorigen Abschnitten folgenden Beziehungen
fiir den elektro- und magnetostatischen Fall diskutieren wir die Multipolent-
wicklung statischer Potentiale fiir grofle Entfernungen. Desweiteren betrach-
ten wir mit elektrischen Leitern verbundene Randwertprobleme der Elektro-
statik, sowohl im Rahmen des formalen Green-Funktionen-Kalkiils als auch
mit Hilfe praktischer Berechnungsmethoden. Zum Schluff wenden wir uns
einem Standardbeispiel fiir magnetostatische Feldverteilungsprobleme zu.
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2.5.1 Elektrostatik und Magnetostatik

Sind Ladungs- und Stromdichte zeitlich konstant, dann fallen aus den Max-
well-Gleichungen alle Zeitabhingigkeiten heraus, und es liegt der statische
Fall der Elektrodynamik vor:

Definition: Statischer Fall der Elektrodynamik
(Elektrostatik, Magnetostatik)

Im statischen Fall der Elektrodynamik entkoppeln die Maxwell-
Gleichungen (I) bis (IV) in zwei Differentialgleichungssysteme:

VE(x) = 4np(x)
Elektrostatik (2.69)
V x E(x) =0
VB(xz) =0
A Magnetostatik . (2.70)

V x B(@) = —j(x)

Das erste System bildet die Grundgleichungen der Elektrostatik, das zweite
die der Magnetostatik. Aufgrund der Zeitunabhéngigkeit der Ladungsdichte
reduziert sich die Kontinuitétsgleichung auf

Vi(x)=0.
Das heif3t es existiert kein Nettoladungsfluf3.
Da es sich beim statischen Fall um einen Spezialfall der Elektrodynamik
handelt, konnen wir viele der aus (2.69) und (2.70) folgenden statischen
Gesetzméafigkeiten aus den allgemein giiltigen Beziehungen vorheriger Ab-
schnitte ableiten. Wir wollen dies tun, indem wir die in Frage kommenden
Abschnitte nacheinander durchgehen. Aus Abschn. 2.2 konnen alle Defini-

tionen und Sédtze iibernommen werden, wenn iiberall die Zeitabhingigkeit
entfernt wird.

Definition: Statisches Skalarpotential ¢
und statisches Vektorpotential A

Skalarpotential ¢ und Vektorpotential A sind im statischen Fall implizit
definiert durch

E(x) = -V¢(z), B(x) =V x A(z) .
FE und B sind invariant unter den Eichtransformationen

A(x) — A'(z) = A(z) + V()

d(x) — ¢'(x) = ¢(x) + const .
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Offenbar sind im statischen Fall die Coulomb- und die Lorentz-Eichung iden-
tisch und fithren deshalb auf dieselben Potentialgleichungen, deren Lésungen
aus den Sdtzen 2.7 und 2.8 ersichtlich sind:

Satz 2.15: Statische Maxwell-Gleichungen
in Form von Potentialen

Im statischen Fall fiihrt die Coulomb- und Lorentz-Eichung VA(z) = 0
auf die Potentialgleichungen

V2p(x) = —4mp(x) (Statische Poisson-Gleichung)
V2 A®) = - ().
Ihre allgemeine homogene Losung lautet
$hom() = Re / Bk (k)™ | Apom(x) = Re / Ak A; (k)elk® .

Eine inhomogene Losung der Potentialgleichungen ist

ow) = [ 221 A= L [arw TEL @11)

|z — o’ c |z — x|

Da keine Zeitabhéngigkeit vorhanden ist, macht es hier natiirlich keinen Sinn,
bei der inhomogenen Losung von ,retardierten Potentialen“ zu sprechen. Zu-
sammen mit B =V x A folgt aus der letzten Gleichung dieses Satzes der

Satz 2.16: Biot-Savartsches Gesetz

Bei gegebener Stromdichte berechnet sich das magnetische Induktionsfeld
wie folgt:

1 . z—a
B($) = E/d3$/J($/) X m 0

Die lorentzkovariante Formulierung der Elektrodynamik (Abschn. 2.3) 148t
sich natiirlich nicht auf den statischen Fall {ibertragen, denn in der Relati-
vitdtstheorie stellt die Zeit eine zu den drei Raumrichtungen gleichwertige
Dimension dar. Da der statische Fall jedoch keine Zeitabhéingigkeiten be-
inhaltet, kann er sich nur auf ein Inertialsystem beziehen. In Abschn. 2.4
besitzen nur die ersten beiden Sétze 2.11 und 2.12 statische Analoga, die wir
wie folgt zusammenfassen:

Satz 2.17: Potentiale und Felder einer statischen, in x
ruhenden Punktladung ¢ (Coulomb-Gesetz)

$(z) = —— | E()

e — x|’

I — I
=qg—- , A =0, B =0.
q‘w _w0|3 Y (a:) ) ((E)
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Wie verniinftigerweise zu erwarten ist, stellen die Potentiale dieses Satzes
einen Spezialfall von (2.71) fiir p(x) = ¢d(x — xp) und j(x) = 0 dar. Die
weiteren Sétze 2.13 und 2.14 in Abschn. 2.4 setzen ausschliellich bewegte
Ladungen voraus und liefern deshalb fiir den statischen Fall keinen Beitrag.

Elektrostatische Feldenergie und Selbstenergieproblem. Betrachten
wir als néichstes eine ruhende Ladungsverteilung p(a). Mit ihr ist nach Satz
2.4 die elektromagnetische (in diesem Fall: elektrostatische) Feldenergie

1
Eep = — | d*zE?(x)
87r

= / dB2[Vé(x)|Vo(x / d3ap(x

verbunden, wobei ¢ das von der Ladungsdichte selbst erzeugte elektrostati-
sche Potential bezeichnet. Setzen wir nun in diese Gleichung das ¢ aus Satz
2.15 ein, dann folgt

_ 1 [y [ P@e()
Eeme/d /d o] (2.72)

Hierbei ist zu beachten, dafl diese Formel nur fiir eine kontinuierliche La-
dungsverteilung Sinn macht. Hat man es ndmlich mit einem System von
diskreten Punktladungen ¢; an den Orten x; zu tun, also

x) = Zq,ﬁ(:c —x;),

dann geht (2.72) iiber in
§(x' —x;)
Eem _ - d3 d3 /qu_j ) J
Z/ / |ac — x|

4495
= = 2.73
Z |z — 5] ( )

Offenbar hefern in dieser Summe die Terme mit i = j divergente Beitrége.
Sie entsprechen der Selbstenergie der Ladungen ¢; aufgrund ihrer eigenen
Felder an ihren Aufenthaltsorten x;. Die Ursache dieses unphysikalischen
Sachverhaltes liegt im Konzept der Punktladung, das durch Verwendung der
d-Funktion zum Ausdruck kommt. Die Elektrodynamik — als eine klassische
Feldtheorie — ist nicht bis hinunter zu kleinsten Abstédnden giiltig! Im Hin-
blick auf eine grobe Abschéitzung des Giiltigkeitsbereiches der Elektrody-
namik ist es verniinftig, anzunehmen, daf} die Selbstenergie eines Teilchens
in der Groflenordnung seiner Ruheenergie liegt. Nehmen wir weiterhin an,
daBl das Teilchen, z.B. ein Elektron, eine endliche Ausdehnung Ry hat, dann
ist seine Selbstenergie von der GréSenordnung e?/Rg, und wir kénnen Ry
abschétzen durch
2 2

— ~mec? = Ry~
Ry MeC

5 =28-10"" m
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wobei e die Ladung und m, die Ruhemasse des Elektrons bezeichnet. Dies
ist der sog. klassische Elektronradius. Aus der Quantenmechanik wissen wir
allerdings, dafl Quanteneffekte noch auf einer sehr viel grofleren Langenskala
eine Rolle spielen, die von der GréBenordnung 12/ (mee?) = 0.5 - 107 m
(Bohrscher Radius) ist. Wir miissen uns offensichtlich damit abfinden, da8
das Selbstenergieproblem innerhalb der Elektrodynamik nicht gelost werden
kann. Den hierfiir addquaten Rahmen liefert die Quantenelektrodynamik, eine
Quantenfeldtheorie, welche die klassische Elektrodynamik und die relativisti-
sche Quantenmechanik in sich vereinigt.

Subtrahiert man von (2.73) die unphysikalischen Selbstenergiebeitriige,
so erhélt man die potentielle Energie einer diskreten Ladungsverteilung, die
sich aus den Wechselwirkungsenergien zwischen den verschiedenen Ladungen
zusammensetzt:

— Z quJ
|z — x|

2.5.2 Multipolentwicklung statischer Potentiale und Felder

Im folgenden betrachten wir statische Ladungs- und Stromdichteverteilun-
gen, die auf einen Bereich || < Ry ortlich begrenzt sind. Unter dieser Vor-
aussetzung ist es moglich, die zugehorigen Potentiale und Felder in grofien
Entfernungen |z| > Ry approximativ zu berechnen. Das hierzu verwendete
Verfahren heifit Multipolentwicklung. Sowohl das Skalar- als auch das Vektor-
potential besitzen nach Satz 2.15 dieselbe 1/|x — «'|-Abhéngigkeit, die wir in
folgender Weise um ' = 0 entwickeln:

1 1 L0 1
o Tl ;xia?;r—ww
w/

1
T3 Z 1781; 6x’|93—:1:’| Fee
x'=0
Unter Bertiicksichtigung von
0 1 0 1
87:@- - - i

o1
Oz; |x|

folgt

1 x/'mz 3.’EZ.’L‘J (5”
|m7m/| Z |z|3 Z ( 2 TaP +.... (2.14)

Elektrostatische Multipolentw1cklung. Setzen wir diese Entwicklung in
(2.71) ein, so ergibt sich in den ersten drei fithrenden Ordnungen fiir ¢:
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o FElektrisches Monopolmoment (Ladung):

_ 1 ’ /_Q _ ’ /
w)—m/dgw(m)—‘m‘ , Q—/d3xp(w)

Das heifit: Von weiter Entfernung betrachtet verhilt sich eine statische
Ladungsverteilung wie eine Punktladung.

e Flektrisches Dipolmoment:
_ T 3.7 N __ m1) _ 3.7 /
o) = o [aape) = 2 p= [drana)
Hierbei bezeichnet p das elektrische Dipolmoment der Ladungsverteilung.

e FElektrisches Quadrupolmoment:

o) = 30 2 [ tatal ety

T gfaf
i,
Dieser Ausdruck 148t sich vereinfachen, indem man die Null in Form von
Bwixj — |20 [ 13 1 o /
ZW d°z’|x'[%6;5p(x')
i,
subtrahiert, so daf3

¢2($) — Z?kal%”/d?) I(3.’L’$ —|IB| 6lj) (ZEI)

— 6||®
2,7
3wixy — |x|?6i;
= E — ()i - 2.75
-~ 6|$|5 Q] ( )

Dabei definiert
Qi = / B’ (321 — | P53yl

das elektrische Quadrupolmoment. Da @;; spurlos ist, verschwindet der
zweite Term in (2.75), und wir erhalten schliefilich

po(x) = Z ;‘f‘; Qij -

b

Satz 2.18: Multipolentwicklung des Skalarpotentials

Das Skalarpotential einer auf den Bereich || < Ry begrenzten statischen
Ladungsverteilung p(m) 148t sich fiir grofie Absténde || > Ry in der Weise

Q
o) = 1o |$|3 5 Z T T; Qi + (2.76)

entwickeln, mit
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Q = [d32/p(z’) (el. Monopolmoment, Ladung)
p = fd%’a:’p(a:’) (el. Dipolmoment)
= [d32/(3z}a’; — |2'|?6;;)p(x’)  (el. Quadrupolmoment) .

Die zum Mono- und Dipolmoment gehorenden elektrischen Felder lauten

3z(xp) — plz|?
|[® '

Evo(z) = Qs |3 , Epi(z) =

Die Matrix @;; verhélt sich unter orthogonalen Transformationen wie ein
Tensor 2. Stufe und besitzt 9 Komponenten. Aufgrund ihrer Symmetrieei-
genschaften (Qi; = Qji, @11 + Q22 + Q33 = 0) sind nur finf von ihnen un-
abhéngig. Geht man zum Hauptachsensystem von @);; iiber, dann reduziert
sich die Zahl unabhéingiger Komponenten sogar auf zwei.

Der néchstfithrende Term in der Entwicklung (2.76) enthilt das Oktupol-
moment. Es besteht aus einem Tensor 3. Stufe mit 27 Komponenten, von
denen ebenfalls nur einige unabhéngig voneinander sind. Sollte es notwen-
dig sein, hohere Dipolmomente zu berechnen, dann liefert die Multipolent-
wicklung in sphérischen Koordinaten den wesentlich leichteren Ansatz. Wir
diskutieren dies in Anwendung 28.

Magnetostatische Multipolentwicklung. Unter Mitnahme der ersten
beiden Terme in (2.74) ergibt sich aus (2.71) fiir A:

e Magnetisches Monopolmoment:

1
A - 3. !
(@) = o [ @i
Wegen Vj = 0 gilt fiir jede skalar- oder vektorwertige Funktion f(x')
— @ @) Vi) = - [ @29 5@ (277

Setzen wir f(z') = &', dann folgt: [d32’j = 0 = Ay(x) = 0. Das heifit
die Stromdichteverteilung j besitzt keinen Monopolanteil.

e Magnetisches Dipolmoment:
1
/d3x’(wm’)j(sc’) :

clzf?
Dieser Ausdruck l#8t sich mit Hilfe der Integralbeziehung (2.77) in folgen-
der Weise umformen:

f(a) = zha] = / &/ (2 + Thje) = 0

= /dgiﬂ Tk = /d3 "1k — x0)

Aj(x) =
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1 . .
= Z/d?’x’xla}ﬁk =5 Z/d3$/($l$;jk — 2T g)
1 1
1
— [ @i =5 [ @22 - @' (2)

— Al(.’ll) = —

Hierbei bezeichnet p das magnetische Dipolmoment.

Satz 2.19: Multipolentwicklung des Vektorpotentials

Das Vektorpotential einer auf den Bereich |z| < Ry begrenzten statischen
Stromdichteverteilung j(x) 1i8t sich fiir grofe Abstéinde |x| > Ro in der
Weise

entwickeln, mit
= —/d3x ' x j(x')  (magn. Dipolmoment) .

Im Gegensatz zum Skalarpotential besitzt das statische Vektorpotential
keinen Monopolanteil. Das zugehorige magnetische Dipolfeld ist

3a(zp) — plzl®

Bpi(z) = ||

und besitzt dieselbe Struktur wie das elektrische Dipolfeld.

Offenbar verschwinden manche Momente in der Multipolentwicklung von ¢
und A, falls die Ladungs- bzw. Stromdichteverteilung eine rdumliche Sym-
metrie besitzt. Zum Beispiel verschwindet das elektrische Monopolmoment,
wenn eine gleiche Zahl negativer und positiver Ladungen vorhanden ist. Das
elektrische Dipolmoment verschwindet, wenn zu jedem Dipol ein gleich grofier
entgegengesetzter Dipol existiert, usw.

Magnetischer Dipol im dufleren Magnetfeld. Wir berechnen nun die
Kraft und das Drehmoment auf einen magnetischen Dipol in einem dufleren
Magnetfeld B. Dabei setzen wir wieder voraus, dafl die Stromdichteverteilung
7 um x = 0 ortlich begrenzt ist und ferner, dafl das Magnetfeld 6rtlich nur
schwach variiert. Entwickelt man das Magnetfeld um den Ursprung,

B(z') = B(0) + (£'V)B(Z)|g—0 + . . . ,

dann kann man fiir die Kraft F' auf die Stromdichteverteilung schreiben:
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F = %/d‘?x’j(w’) x B(z')
%/dgl‘/j(x') xB(0) + % /dgx/j(ﬁc') x ('V)B()|z=0
T/

- l/d?’x/j(:l:/) X (2'V)B(x)|z=0

c

| @ v  Bla)iemo

Cc

Diese Gleichung li#8t sich mit Hilfe von (2.78) weiter auswerten, wenn dort «
durch den V-Operator ersetzt wird, der beziiglich der z’-Integration ebenfalls
einen konstanten Vektor darstellt. Es folgt dann

—% [V X /d%’az’ X j(m’)] X B(z)|z=0

—(V x ) X B(@)|z=0 = V[uB(Z)]|z=0 — 1 [VB(T)]|z=0

F

=0
= V[uB(z)]z—o -
Fiir das Drehmoment IN von p ergibt sich in niedrigster Ordnung
1
N=2 / P x [j(z) x B(0)]
1

= E/de’{[m’B(o)}j(m’) — [#'§(=")]B(0)}

1 B(0
= 7/d3m'[a:'B(0)]j(w’) - L)/d?’as’ac’j(a:’) : (2.79)
c c
Unter Zuhilfenahme von

V(z'%j) =22'j + ?Vj =22/

und dem Gauflschen Satz erkennt man, dafl der zweite Term in (2.79) ver-
schwindet. Bei nochmaliger Verwendung von (2.78) folgt schliefflich

1 ! . /!

N = f/d%’[a:’B(O)]j(w/) — _B(0) x /d%'%ﬂw) — 1 x B(0).
c c

Satz 2.20: Magnetischer Dipol im dufleren Magnetfeld

Gegeben sei ein magnetischer Dipol p einer um & = 0 begrenzten statischen
Stromdichteverteilung sowie ein 6rtlich schwach variierendes Magnetfeld B.
Kraft und Drehmoment auf g sind dann gegeben durch

F = V[uB(@))lazo » N = px B(0) .
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Fiir die Energie des magnetischen Dipols folgt

W:—/dwF:—uB(O).

2.5.3 Randwertprobleme der Elektrostatik I

In der Elektrostatik wird man oftmals mit folgender Problemstellung kon-
frontiert: Gegeben sei ein Volumen V', das von einer Fliche F' begrenzt wird.
Innerhalb von V sei eine statische Ladungsverteilung p gegeben. Gesucht ist
das Skalarpotential ¢ und das zugehorige elektrische Feld E innerhalb von
V. Ist keine begrenzende Fliche vorhanden (bzw. das Volumen unendlich
grof}), dann kénnen wir die Losung des Problems sofort aus der statischen
Poisson-Gleichung angeben:

o(z) = /d3:,;’M . (2.80)

Die Anwesenheit einer begrenzenden Fliche impliziert dagegen gewisse Rand-
bedingungen, die bei der Lésung zu beriicksichtigen sind. In diesem Fall ist
die inhomogene Losung (2.80) um eine homogene Losung zu erweitern, welche
die Einhaltung der Randbedingungen garantiert.

Im folgenden beschéftigen wir uns mit der Losung solcher Randwertpro-
bleme, wobei wir voraussetzen, daf} es sich bei der begrenzenden Fliche um
einen elektrischen Leiter handelt. Hierunter versteht man Materialien (in der
Regel Metalle), in denen es frei bewegliche Ladungen gibt. Solche Ladun-
gen fithren i.a. zu zeitabhéngigen Feldern. In einem abgeschlossenen System
stellt sich aber nach einer gewissen Zeit ein zeitunabhéngiger Zustand ein,
fiir den wir uns ausschlielich interessieren. Fiir ihn gilt innerhalb von Lei-
tern E = 0. Andernfalls gibe es ndmlich Kréfte auf die Ladungen, und es
kéme zu Ladungsverschiebungen innerhalb der Leiter, die im Widerspruch
zum statischen Fall stehen.!'?

Wir beginnen unsere Diskussion mit der Kldrung der Frage, welche Stetig-
keitsbedingungen das elektrische Feld E an leitenden Fliachen zu erfiillen hat.
Hierzu denken wir uns einen leitenden Korper, in dessen Grenzfliche wir ein
Volumenelement AV bzw. Flichenelement AF' mit der Hohe h hineinlegen
(Abb. 2.9). Wendet man den GauBlschen Satz auf die Divergenzgleichung und
den Stokesschen Satz auf die Rotationsgleichung in (2.69) an, dann tragen
im Limes h — 0 jeweils nur die zur Grenzfliche parallelen Flichenelemente
0F bzw. Linienelemente 0l bei, und man erhilt

(E2 — El)néF = 471'(5(] s (E2 - El)t5l =0.

12° Aufgrund der im Kristallgitter gebundenen Ladungstriger gilt diese Aussage
streng genommen nur fiir das iiber viele atomare Léingeneinheiten gemittelte
elektrische Feld. Fiir unsere Zwecke brauchen wir jedoch diesen Punkt hier nicht
weiter zu beriicksichtigen. Er wird im nédchsten Abschnitt eingehend diskutiert.
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Abb. 2.9. Zur Festlegung der Integrationsgebiete an der Grenzfliche eines elektri-
schen Leiters

Wegen E; = 0 folgt der

Satz 2.21: Stetigkeitsbedingungen bei Leitern

An der Grenzfliche F' eines Leiters gelten folgende Stetigkeitsbedingungen
fiir das elektrostatische Feld E bzw. fiir das zugehorige Skalarpotential ¢:

e Die Tangentialkomponenten von E verschwinden:

E(x)t=0<= ¢(x) =const , ¢ € F .

e Die Normalkomponente von E ist proportional zur Oberflichenladungs-
dichte o (Ladung/Einheitsfléiche) des Leiters:
0
E(@)n = dro(z) < a—i(m) — _4ro(z), zEF .
Hierbei ist n der in den Vakuumbereich zeigende Normalenvektor und ¢ ein
Tangentialvektor der Grenzfliche. 9/0n steht fiir nV.

Falls die Oberflichenladungsdichte der begrenzenden Leiterfliche gegeben ist,
ist die Ladungsverteilung im gesamten Raum bekannt; denn p in V' wird als
gegeben vorausgesetzt, und im Leiter gilt wegen E = 0: p = VE /47 = 0. In
diesem Fall 1&8t sich die gesuchte Losung wieder mit Hilfe von (2.80) bestim-
men.

Dirichletsche und Neumannsche Randbedingungen. Oftmals ist an
Stelle der Oberflichenladungsdichte lediglich das Oberflichenpotential ge-
geben. Es erweist sich dann als giinstig, die statische Poisson-Gleichung in
eine Integraldarstellung zu bringen, in der das Oberflichenpotential und des-
sen Normalableitung explizit auftreten. Ausgangspunkt hierzu ist die zweite
Greensche Identitéit (A.2). Setzt man in ihr ¢(2') = 1/|x — ’| ein und inter-
pretiert ¢ als das elektrostatische Potential, dann ergibt sich unter Beriick-
sichtigung von V”?|z — 2’|7! = —4nd(x — x’) und V?¢(z') = —dnp(x’)
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/d%’ [—471'(;5(3:’)6(:0 —x')+ om ,|p(w’)}
Vv

|z —

:?{dF, P(m,) o 1 1 8¢)(:c’)] .

o' |z —a'| |x—a| on

Liegt der Beobachtungspunkt « innerhalb von V', dann folgt weiter

b o [0 e 2] ey

|l — /| on' o' |z — 2]

andernfalls ist ¢(x) = 0. Offenbar geht diese Gleichung, wie eingangs
erwdhnt, im Limes V — oo in den bekannten Ausdruck (2.80) iiber. Gilt
andererseits im gesamten Volumen V: p(z) = 0, dann ist ¢(x) allein durch
seine Werte und Ableitungen auf der Oberfliche F' determiniert. Man unter-
scheidet nun aufgrund von (2.81) zwei Arten von Randbedingungen:

e Dirichletsche Randbedingung:"* ¢(x)|,cp = do(x).

9¢(z)
on

Jede dieser Bedingungen fiihrt zu eindeutigen Losungen. Dies 148t sich fol-

gendermaflen zeigen: Nehmen wir an, es existieren zur Poisson-Gleichung

V2¢p = —4np zwei Losungen ¢ und ¢s, die beide einer Dirichletschen oder

Neumannschen Randbedingung geniigen. Dann gilt fiir u = ¢1 — ¢2

ou(x)
on

Aufgrund der ersten Greenschen Identitéit (A.1) gilt weiterhin mit ) = ¢ = u

/dgm [uVu + (Vu)?] = ?{dFu% = /d?’gc(Vu)2 =0
4 P %

e Neumannsche Randbedingung: = —dno(x).

xzcF

Viu()| oy =0, w(®)|pep =0, =0. (2.82)

xEF

— Vu=0,

d.h. w ist innerhalb von V konstant. Hieraus folgt zusammen mit (2.82) fiir
die Dirichletsche Randbedingung: ¢; = ¢2 und fiir die Neumannsche Rand-
bedingung: ¢, = ¢ + const. Ein Beispiel fiir die Eindeutigkeit der Losungen
ist das Problem des Faradayschen Kifigs. Er besteht aus einer beliebig ge-
formten geschlossenen Metallfliche, in dessen Innern es keine Ladungen gibt,
d.h.

'3 Man beachte, daB diese Randbedingung eine Verallgemeinerung der ersten, in
Satz 2.21 stehenden Bedingung ist, da hier ¢ nicht (wie beim Metall) auf dem
Rand einen konstanten Wert haben muf.
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V2<Z)(zc)’zev =0, ¢(x)|,cp = const .

Offensichtlich ist ¢(x)|,.,, = const eine Lésung und — wegen der Eindeutig-
keit — bereits die gesuchte.

Formale Losung elektrostatischer Randwertprobleme durch Green-
Funktionen. Im allgemeinen existiert keine Losung fiir das gleichzeitige
Vorhandensein einer Dirichletschen und Neumannschen Randbedingung, da
es fiir beide Probleme getrennt eine eindeutige Losung gibt, die i.a. ver-
schieden sind. Insofern ist die Integraldarstellung (2.81) ungiinstig, da dort
beide Randbedingungen auftreten. Es bietet sich daher an, diese Gleichung
so umzuschreiben, dafl eine der beiden Randbedingungen in ihr nicht mehr
vorkommt. Zur Herleitung von (2.81) haben wir in der zweiten Greenschen
Identitdt ¥ (z') = 1/|x — 2’| gesetzt, da sie eine Losung von V2 (z') =
—4mwé(x — ') ist. Dieses 9 ist jedoch nur eine spezielle Green-Funktion G,
welche die Gleichung

V?2G(z,2') = —4né(x — ')
16st. Die allgemeine Losung lautet vielmehr
1
[z — ']

wobei g innerhalb von V' die Laplace-Gleichung
V?2g(x,x') =0

G(zw,z') = +yg(z, 2,

erfiillt. Wiederholen wir jetzt, ausgehend von der zweiten Greenschen Iden-
titdt, unsere Argumentation mit ¢» = GG, dann erhalten wir

o) = / ' p(a') G, o)
\%
1
471'
F

op(z')
on’

OG(z,x')

- QS((E/) on’

dF {G(w, )

Mittels der Funktion g haben wir nun die Freiheit, G auf dem Rand so zu
wiéhlen, daf eine der beiden Randbedingungen verschwindet:

e Dirichletsche Randbedingung: Hier setzen wir

G(x,x')|ecp=0.
Dann ist
¢(m):/d3x’p( e —7de/ aG’” ”’)
174

eine Losung des Problems, sofern wir eine Losung der Laplace-Gleichung
mit der Randbedingung
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1

9@, &) yep = Ry
besitzen.

e Neumannsche Randbedingung: In Analogie zum Dirichlet-Problem ist
man versucht, 9G/0n’| . = 0 zu setzen. Dieser Ansatz ist jedoch unver-
einbar mit

V?2G(x,x') = —4rd(x — ') = ]{dF’% = —41 .

Man hat deshalb richtigerweise

0G| _ e
on’ x'cF F

zu wéhlen. Sofern wir nun in der Lage sind, eine Losung der Laplace-
Gleichung mit der Randbedingung

Og(zx,x’) 4 01
o' |yep F  On'|z—a|
zu finden, ist
1 op(x’)
3
o(e) = [ Ea'pla)Gla.a) + - 7? AF'Gla,2) 25 4 (9),
v F

eine Losung des Neumann-Problems, wobei = % If F'¢(x') den Mit-

telwert von ¢ auf der Oberfliche F' bedeutet.

Satz 2.22: Randwertprobleme in der Elektrostatik
Ein Volumen V' werde durch eine Flidche F' begrenzt. Innerhalb von V' sei
die Ladungsdichte p bekannt. Weiterhin gelte

G(z,z') = +g(z, @) .

|l — |
Man betrachtet dann iiblicherweise zwei Arten von Randwertproblemen:

e Dirichlet-Problem: Das elektrostatische Potential ¢ ist auf F' gegeben:
¢(x)| ,cp = ¢o(x). Hier lautet die Losung innerhalb von V

$@oey = [ Ea'plaGla,a) — = faro)ZEET)
|4 F
mit
1

|z —a'|

V/Zg(m5ml)im/ev - 0 ) g(m?ml”m’EF = (283)
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e Neumann-Problem: Die Normalableitung von ¢ ist auf F' gegeben:
¢ ()

o = —47o(x). Innerhalb von V ist die zugehorige Losung

d(x) = /d%’p(w’)G(w,m’) 4 ﬁ ?{dF’G(w,m’)aq(;(s/) +(D)p

xEF

mit
dg(z, x')

V/zg(m7m/) 8’”/

w’eV:O’

x'eF

Offensichtlich bringt die Verwendung des Green-Funktionen-Kalkiils auf der
einen Seite eine Vereinfachung mit sich, da die Randbedingungen nicht mehr
von den speziellen Dirichlet- bzw. Neumann-Randwerten abhéingen. Auf der
anderen Seite erweist es sich oft als schwierig, die Funktion g (und damit G)
mit dem richtigen Randwertverhalten (2.83) bzw. (2.84) zu finden.

Die Funktion g(x,2’) l6st die Laplace-Gleichung innerhalb des Volumens
V. Sie stellt daher das Potential einer auflerhalb von V' liegenden Ladungsver-
teilung dar. Diese externe Ladungsverteilung ist gerade so beschaffen, daf die
Greensche Funktion auf dem Rand F' die Werte G = 0 bzw. 0G/on' = —4x/F
annehmen kann. Bei vielen Randwertproblemen mit relativ einfacher Geome-
trie kann man deshalb so vorgehen, dal man eine Ladungsverteilung aufler-
halb von V' so bestimmt, daf sie zusammen mit den Ladungen in V ein Po-
tential ergeben, das die vorgegebenen Bedingungen auf F' erfiillt. Man nennt
dieses Verfahren die Methode der Bildladungen, welche u.a. Gegenstand des
néchsten Unterabschnitts ist.

2.5.4 Randwertprobleme der Elektrostatik 11

In diesem Unterabschnitt greifen wir zwei Standardbeispiele aus der grofien
Vielzahl der in Lehrbiichern der Elektrodynamik diskutierten elektrostati-
schen Randwertprobleme heraus. Das erste Beispiel illustriert die Verwen-
dung der Methode der Bildladungen, das zweite beinhaltet die Losung der
Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten.

Punktladung vor geerdeter Metallkugel. Wir betrachten eine geerde-
te Metallkugel mit dem Radius R im Feld einer Punktladung ¢, die sich im
Abstand a > R zum Kugelmittelpunkt befindet (Abb. 2.10). Gesucht ist das
elektrostatische Potential auerhalb der Kugel (d.h. innerhalb von V') sowie
die influenzierte Ladungsdichte o auf der Kugeloberfliche. Aufgrund der Er-
dung ist das Kugelpotential gleich dem Erdpotential (¢9 = 0). Innerhalb von
V ist die Poisson-Gleichung

V2p(x) = —4nd(x — ae,)
mit der Dirichletschen Randbedingung
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Y

rn

e
L e
8

Abb. 2.10. Geerdete Metallkugel vor einer Punktladung

(@)= =0 (2.85)

zu losen. Wir verwenden hierzu die Methode der Bildladungen und versuchen
eine geeignete Ladungsverteilung auerhalb von V' (d.h. innerhalb der Kugel)
so zu plazieren, dal die Randbedingung (2.85) erfiillt ist. Aus Symmetrie-
griinden ist es naheliegend, einen Ansatz zu machen, bei dem die Bildladung
eine Punktladung ¢’ ist, die sich im Abstand b < R auf der z-Achse befindet,
also

/

q q
) = I =x .
¢(@) |z — ae,| * |zn — be,| ’

Somit folgt auf dem Rand der Kugel

/

q q
Rln— e, ' b|En—e|

()| pj—p =

Obige Randbedingung ist offenbar erfiillt, wenn wir

R? R
b= — ) q/ = _7q
a a

setzen. Das elektrostatische Potential innerhalb und auflerhalb der Kugel

lautet deshalb

R
¢ — a S firzeV
o(z) = lzn —aes| ’xn - e, (2.86)
0 firzgV .
Bei Verwendung von
99 = —4no(x)
Ox =R

erhilt man die auf der Kugeloberfldche influenzierte Ladungsdichte (d.h. die
aus der Erde auf die Kugeloberfliche geflossene Ladung) zu
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q <_%2)

4maR [1 __ 2R

a

U(’Y): R2]3/2 )

cosy + 7
wobei v den Winkel zwischen n und e, bezeichnet. Wie man es verniinf-
tigerweise erwartet, besitzt diese Verteilung ein Maximum bei v = 0, also
in Richtung der Punktladung g. Die Integration von o iiber die gesamte
Kugeloberfliiche ergibt in Ubereinstimmung mit dem GauBschen Gesetz die
Bildladung ¢'.

Ausgehend von diesen Ergebnissen kénnen wir unsere Aufgabenstellung
ein wenig erweitern und danach fragen, wie das elektrostatische Potential bei
einer isolierten Kugel mit dem Radius R und der Ladung @ im Feld einer im
Abstand a > R zum Kugelmittelpunkt befindlichen Punktladung ¢ aussieht.
Hierzu betrachten wir zunéichst wieder den geerdeten Fall, fiir den wir die
Verteilung der influenzierten Ladung ¢’ gerade berechnet haben. Nehmen wir
jetzt die Erdung weg und bringen auf die nun isolierte Kugel die Restladung
Q — ¢’ an, dann wird sich diese gleichmiiig auf der Kugeloberfliche vertei-
len, da zwischen ¢’ und ¢ bereits ein Kriftegleichgewicht herrscht. Die Ladung
Q—q' wird daher in V so wirken, als sei sie im Kugelmittelpunkt konzentriert.
Das in (2.86) berechnete Potential in V' wird somit um den entsprechenden
Term erweitert, so daf

¢ Rq Q+ 1
lzn — ae,|

¢(w)|m€V =

Metallkugel im homogenen elektrischen Feld, Laplace-Gleichung in
Kugelkoordinaten. Bevor wir uns der konkreten Problemstellung zuwen-
den, gehen wir kurz auf die Losung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordina-
ten ein. Sie wird immer dann gebraucht, wenn es sich um kugelsymmetrische
Probleme handelt, bei denen im betrachteten Volumen V keine Ladungen
vorhanden sind. Die Laplace-Gleichung lautet in Kugelkoordinaten

1i2(r¢)+ L 8(sm98¢)+1 ¢ _,

r or? r2sin 6 60 00 r2sin? 0 02
Sie geht mit dem Ansatz
Ul(r
o) = "D poyace)
iiber in
d2U uQ d dpP UrP d%qQ
PQS 2 S (singSs ) ¢ 25 S
@ &2 T 2sing a0 (sm9 dé ) * r2sin? § de?

Multiplikation dieser Gleichung mit 72 sin? /(U PQ) liefert

4 Man zeigt dies in vollstindiger Analogie zur Berechnung des Gravitationspoten-
tials einer Hohlkugel in Unterabschn. 1.5.3, wobei die Massen durch Ladungen
und die Gravitationskraft durch die Coulomb-Kraft zu ersetzen sind.
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1 U 1 d dP\] 1 d2Q
1V 9 (Ge )|+ 189 2.
Ud? " 2smgp do (Sm d@ﬂ*@dgﬂ 0 (287)

Der letzte Term besitzt nur eine ¢-Abhéingigkeit und ist deshalb konstant:

r2sin? 0

1 dQQ 2 = const
——— = —m* = const .
Q dyp?
Ahnliche Uberlegungen fithren zu zwei separaten Gleichungen in U und P:
2
U l(l+1)U:O, l = const
dr? r? (2.88)
L4 (o) 4 lig+ 1) ™ 1p_g |
— [ sinf— — =0.
sin @ dé de sin? 0

Ohne Beweis stellen wir fest, daf3 fiir physikalisch sinnvolle Losungen die
Konstanten [ und m nur die ganzzahligen Werte

1=0,1,2,. .., m=—l,—l+1,....01—1,1
annehmen kénnen. Die Losungen von (2.88) sind gegeben durch
U(r) = Ar™ + Br! | Q(p) = eFme .

Die Substitution = cosf in (2.87) fithrt auf die Legendresche Differential-
gleichung (siehe Abschn. A.6)

Cflx((1—&:2)‘;11];)+<l(z+1)—1miCQ>P=0,

deren Losung die Legendre-Funktionen P, (z) sind. Wir erhalten somit ins-
gesamt den

Satz 2.23: Losung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten
Die Losung der Laplace-Gleichung V2¢(z) = 0 in Kugelkoordinaten lautet

oo l
p(x) = Z Z [Airt + B '] €™ Py (cos6)

Besitzt das betrachtete Problem eine azimutale Symmetrie (keine ¢-
Abhiingigkeit), dann ist m = 0, und es folgt

o(x) = Z [Alrl + Blr*lfl] P;(cos ) , (2.89)
=0

wobei P, = P, o die Legendre-Polynome bezeichnen.
Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen wenden wir uns nun folgender

konkreter Aufgabenstellung zu: Gesucht ist das Potential auflerhalb einer
geerdeten Metallkugel, die in ein anfinglich homogenes elektrisches Feld
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Ey = Eye, gebracht wird. Legen wir den Ursprung unseres Koordinatensy-
stems in den Kugelmittelpunkt, dann ist das Problem azimutalsymmetrisch,
so daf (2.89) zur Anwendung kommt. Die Koeffizienten A; und B; werden
durch folgende Randbedingungen determiniert:

e Bei z — oo ist das elektrische Feld gleich dem urspriinglichen Feld:

QS(Z% OO) = 7E07’C080:> A1 = 7E0 s Al;ﬁl =0.

e Auf dem Rand der Kugel verschwindet das Potential:
¢(R,9) =0= B; = E0R3 s Bhﬂ =0.

Es folgt schliellich
RS
Eqcosf <—7"+ 2> fir r > R
r
0 firr <R .

Das zugehorige elektrische Feld fiir x = 0 ist in Abb. 2.11 dargestellt. Fiir die
influenzierte Oberflichenladungsdichte ergibt sich
1 0¢

O =-1 o

¢(r,0) =

= %EO cosf .

r=R
Offenbar verschwindet das Integral von o tiber die gesamte Kugeloberfléche,
woraus folgt, dafl insgesamt keine Ladung influenziert wird. Es ist deshalb bei
dieser Aufgabe nicht notwendig, zwischen einer geerdeten und einer isolierten
Kugel zu unterscheiden.

/\)\
I e

Abb. 2.11. Elektrisches Feld in Anwesenheit einer Metallkugel, die in ein anfing-
lich in z-Richtung verlaufendes homogenes Feld gebracht wird
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2.5.5 Feldverteilungen in der Magnetostatik

Innerhalb der Magnetostatik betrachten wir als erstes den zur Elektro-
statik analogen Fall bei der Losung von Randwertproblemen. Wir nehmen
an, dafl im betrachteten Volumen V keine Stréme vorhanden sind. Dann ist
V x B =0, so daB3 sich B als Gradient eines Skalarfeldes schreiben l&83t:

B(z) =Vi(x), j)=0,zcV.
Zusammen mit VB = 0 folgt hieraus in V' wieder die Laplace-Gleichung
V2(x) =0,

deren Losung sich unter Beachtung etwaiger Dirichletscher oder Neumann-
scher Randbedingungen im Prinzip in gleicher Weise konstruieren 1aft, wie
in den letzten beiden Unterabschnitten besprochen wurde.

Im elektrostatischen Fall wurde davon ausgegangen, dafl es sich bei der
V' begrenzenden Fliche um einen Leiter handelt, so dafl das elektrostati-
sche Feld innerhalb des Leiters verschwindet, wenn man von den elektrischen
Feldern absieht, die durch die im Leiterkristall gebundenen Ladungstréiger
hervorgerufen werden und sich in guter Naherung auf makroskopischem Le-
vel wegmitteln. Die analoge Situation in der Magnetostatik bestiinde in einer
Begrenzung, in der das magnetostatische Feld verschwindet. Dieses Szena-
rio ist jedoch i.a. unrealistisch, da die aufgrund der gebundenen Ladungen
hervorgerufenen elektrischen und magnetischen Dipolmomente einen sich auf
makroskopischer Skala nicht wegmittelnden Strom und somit ein B-Feld im
begrenzenden Material erzeugen. Die Bestimmung von Randbedingungen in
der Magnetostatik erfordert deshalb eine Diskussion der Polarisation und
Magnetisierung von Materie, die wir im n#chsten Abschnitt behandeln wer-
den.
Magnetfeld einer stromdurchflossenen Spule. Wir diskutieren nun ein
typisches Feldverteilungsproblem in der Magnetostatik, nadmlich die Bestim-
mung des Magnetfeldes einer (unendlich) langen stromdurchflossenen Spule.
Zur Vorbereitung betrachten wir zuerst einen kreisformigen diinnen Leiter-
draht mit dem Radius R, durch den ein konstanter elektrischer Strom I fliefit
(Abb. 2.12 links), und fragen nach dem induzierten magnetischen Feld B weit
auBerhalb des Leiters sowie in einem beliebigen Punkt auf der z-Achse. Zur
Beantwortung der ersten Frage konnen wir Satz 2.19 heranziehen, da sich
die Leiterschleife bei grofen Abstéinden || > R wie ein magnetischer Dipol
verhélt. Dieser berechnet sich unter Verwendung von

di(s) —sins CcoS S
d3a'j(x') = It(s)ds , t(s) = =R| coss , l(s)=R| sins
ds
0 0
zZu
27
rIR? 0

S
Il
\
—
(o
&
=
V)
&
X
&
=
Y
Il
o

[}
o
[
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I

Abb. 2.12. Kreisférmiger stromdurchflossener Leiterdraht (links) und sein magne-
tisches Dipolfeld (rechts)

Fiir das magnetische Dipolfeld ergibt sich hieraus

ITR? 32z — e, |x|?
G
Sein Verlauf ist in Abb. 2.12 rechts dargestellt. Die zweite Frage 148t sich
bequem mit Hilfe des Biot-Savartschen Gesetzes, Satz 2.16, 16sen:

2T 0

B(x) x| >R

_ 2
B(0,0,2) = f/dst(s) W LG N R Y
c) |ze, —U(s)| VRE1 220\ 1

Betrachten wir nun eine lings der z-Achse gewundene stromdurchflossene
Spule der Lange L, die wir uns vereinfachend aus N iibereinander gelegten
Kreisleitern zusammengesetzt denken (Abb. 2.13 links). Aufgrund von Abb.
2.12 rechts ist intuitiv klar, daf} sich im Limes L — oo innerhalb der Spule ein
Magnetfeld in z-Richtung ausbildet, wihrend das Feld auflerhalb der Spule
verschwindet. Ohne Beweis stellen wir fest, daffi das innere Feld iiberdies
homogen ist. Man erhélt seinen Wert im Ursprung, indem man in (2.90) fiir
z jeweils die z-Koordinaten der einzelnen Leiterschleifen einsetzt und diese
Beitrige aufsummiert. Liegen die Leiterschleifen sehr dicht beieinander, dann
kann die Summe in der Weise

N
Z — n/dz =7 N = Zahl der Spulenwindungen
durch ein Integral ersetzt werden, und wir erhalten
0\ /2 0
21 R? d 27IL
B(O) - m n 0 / z = wlLln 0
¢ 1) ], VR e R+ 51
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0
o Arl
Lzee 20 [0 | = B(V22 + 42 < R,2) . (2.91)

¢ 1

Zu diesem Ergebnis gelangt man iibrigens auch leicht mit Hilfe des Ampere-
schen Gesetzes (2.4). Legen wir ndmlich den Integrationsweg wie in Abb. 2.13
rechts angedeutet, dann umfafit er auf der Teillinge I N; Windungen, d.h.
der Strom [ flieft N; mal durch das Integrationsgebiet. Bei Vernachlissigung
des duBleren Magnetfeldes folgt dann

4l N, 47 I N, 4r ]
7{Bdl:|B|l:7T L — |B| = L T
c cl c
z z
L
= .
S D — :
S A — o 4 | . SO
| T
: B N; Windungen
| |
e P o] | T
C_LD

2
Abb. 2.13. Links: idealisierte Spule, die aus iibereinander liegenden Kreisleiter-
segmenten zusammengesetzt ist. Rechts: zur Festlegung des Integrationsweges bei
der Bestimmung der Magnetfeldstédrke innerhalb der Spule

Zusammenfassung

e Im Falle zeitunabhéngiger Ladungs- und Stromdichteverteilungen zerfal-
len die Maxwell-Gleichungen in zwei entkoppelte Differentialgleichungs-
systeme. Sie definieren jeweils die Grundgleichungen der Elektrostatik
und der Magnetostatik.

e Die aus den vorigen Abschnitten hergeleiteten Beziehungen lassen sich
auf den statischen Fall durch Elimination jeglicher Zeitabhéngigkei-
ten iibertragen. Insbesondere sind hierbei die Coulomb- und Lorentz-
Eichung identisch und fithren auf statische Poisson-Gleichungen in
den Skalar- und Vektorpotentialen.
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e Sind die statischen Ladungs- und Stromdichteverteilungen auf einen klei-
nen Bereich o6rtlich begrenzt, dann lassen sich die zugehérigen Skalar- und
Vektorpotentiale fiir grofie Absténde in Potenzen von 1/|z| entwickeln
(Multipolentwicklung). Im Gegensatz zum Skalarpotential enthilt das
Vektorpotential in Ubereinstimmung mit (I1T) keinen Monopolanteil.

e In der Elektrostatik unterscheidet man innerhalb von Randwertpro-
blemen iiblicherweise zwischen Dirichletschen und Neumannschen
Randbedingungen, die jeweils verschiedenen Stetigkeitsbedingungen
des E-Feldes an (leitenden) Grenzflichen entsprechen. Beide Randbe-
dingungen getrennt fithren jeweils zu eindeutigen Losungen, die sich mit
Hilfe des Green-Funktionen-Kalkiils formal angeben lassen. Aus diesem
Kalkiil gewinnt man eine in vielen Féllen praktisch anwendbare Methode
zur Losung von Randwertproblemen, ndmlich die Methode der Bild-
ladungen.

e Aufgrund der i.a. permanenten Polarisierung und Magnetisierung von
Materie, lassen sich Randwertprobleme in der Magnetostatik nur bei ge-
nauerer Kenntnis der Eigenschaften des begrenzenden Materials disku-
tieren.

e Innerhalb einer langgestreckten, stromdurchflossenen Spule ist das indu-
zierte Magnetfeld homogen und proportional zur Stromstérke sowie zur
Windungsdichte der Spule.

Anwendungen

28. Multipolentwicklung in sphérischer Darstellung. Wie lautet die
Multipolentwicklung des elektrostatischen Potentials ¢ in der sphérischen
Darstellung und welcher Zusammenhang besteht zwischen den einzelnen kar-
tesischen und sphérischen Momenten?

Loésung. Unter Verwendung der Kugelkoordinaten

cos p sin 6 cos ¢’ sin 6/
z=1| sinpsing | , ' =7 [ siny’ sind’
cos 6 cos 6’

gilt nach (A.15)

o) l
1 dr L,
e~ 2 X gy im0 in0:0)

=0 m=—1

woraus sich aufgrund von (2.71) folgende Darstellung fiir das Skalarpotential
ergibt:
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oo 1

4 qi,m
6@) =3 s B0,
=0 —!

Die Entwicklungskoeffizienten

qi,m = /dgz/’r/lp(m,))/l?n(elv50/)

sind die elektrischen Multipolmomente in der sphérischen Darstellung. Ist die
Ladungsdichte reell, dann sind die Momente mit m < 0 aufgrund von (A.13)
tiber ¢, —m = (—1)™g/,, mit den entsprechenden Momenten mit m > 0 ver-
bunden. Driicken wir die ersten paar Momente durch kartesische Koordinaten
aus,

_1 3./ /_1
QO,0—47T/d1‘P(5C)—47TQ

3 . 3
— = ds W) AV R
wo = o [ @ -0l = -y n i)
_ 3 3.0 n o__ 3
Q1,0—\/47r/d$zp(w)— P

dann erkennt man den Zusammenhang zwischen sphérischen und kartesi-
schen Momenten: Das sphérische [=0-Moment entspricht dem kartesischen
Monopolmoment, die sphérischen /[=1-Momente beinhalten die kartesischen
Dipolmomentkomponenten usw.

29. Kapazitidt eines Plattenkondensators. Man betrachte einen Kon-
densator, bestehend aus zwei leitenden Platten der Fliche F', die im Abstand
d parallel zueinander angeordnet sind (Abb. 2.14). Auf der einen Platte sei
die Ladung @, auf der anderen die Ladung —@Q aufgebracht. Man bestimme
die Potentialdifferenz (Spannung) zwischen den beiden Platten, wobei der
elektrische Feldverlauf aulerhalb des Kondensators zu vernachléssigen ist.

-Q

|

F

&

l++++++++++l@

d
Abb. 2.14. Geladener Plattenkondensator
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Loésung. An beiden Kondensatorplatten gelten die Randbedingungen
4
F or|,_, Ox F

Offensichtlich werden diese Bedingungen (und V2¢ = 0 innerhalb des Kon-
densators) durch den Ansatz

e E(x=0)=e,E(x=d)

z=d

1

47Q 47Q
o) =——2r=FE(x)=—10
F F 0

erfiillt. Fiir die Spannung an den Kondensatorplatten folgt somit

d
47Q Q F
V= i /dw— [op(x =d) ¢(x_0)]_0’c_47rd' (2.92)
0
Hierbei bedeutet C' die Kapazitit des Kondensators. Sie ist eine nur von der
Kondensatorgeometrie abhéngige Grofle und beschreibt die Aufnahmefihig-
keit des Kondensators von Ladung bei vorgegebener Spannung. Bei einer
zeitlichen Anderung der Ladungen auf dem Kondensator bleibt (2.92) unter
gewissen Umsténden giiltig, ndmlich dann, wenn in (II) der Induktionsterm
%%—? vernachlissigen werden kann (quasistatische Ndherung). In diesem Fall
sind (I) und (IT) formgleich zu den elektrostatischen Gleichungen (2.69).

30. Selbstinduktivitéit einer Spule. Gegeben sei eine zylindrisch gewun-
dene Spule mit der Windungszahl N und der Lénge L, durch die ein zeitlich
variierender Strom I(¢) fliet. Man berechne mit Hilfe des Faradayschen In-
duktionsgesetzes die an den Spulenenden induzierte Spannung in der quasi-
statischen Niherung.

Losung. Wenn in (IV) der Verschiebestrom %%—f vernachléssigt werden kann

(quasistatische Ndherung), dann sind (III) und (IV) formgleich zu den magne-
tostatischen Gleichungen (2.70). In dieser Ndherung gilt dann wegen (2.91)
fiir das magnetische Feld innerhalb der Spule im Falle eines zeitlich variie-
renden Stromes

0
B(t) = 47rI(Lt)N 0
¢ 1

Die Spannung an den Spulenenden ist gleich der N-fachen Spannung, die
durch das Magnetfeld in einer der Leiterschleifen erzeugt wird. Zusammen
mit (2.2) folgt
0B(t) dr 472 R2N?
=-S5S—,85=—75+—
dt ’ 2L

F

Offenbar ist S eine nur von der Spulengeometrie abhingige Grofle. Sie wird
Selbstinduktivitdt der Spule genannt.



192 2. Elektrodynamik

2.6 Elektrodynamik in Materie

Die Maxwell-Gleichungen und das Lorentz-Kraftgesetz sind grundlegende Na-
turgesetze mit einem weiten Giiltigkeitsbereich. Sie gelten insbesondere auch
in Materie. Dort werden die fundamentalen mikroskopischen Felder E und
B sowohl durch frei bewegliche Ladungen, als auch durch die intrinsischen
Dipolmomente gebundener Teilchen (Elektronen, Protonen und Neutronen)
hervorgerufen. Allerdings sind hierbei die Maxwell-Gleichungen (I) bis (IV)
aufgrund der grofien Teilchenzahl (~ 1023) praktisch nicht anwendbar. Ist
man mehr an elektromagnetischen Phinomenen in Materie auf makroskopi-
scher Langenskala interessiert, dann ist es verniinftig, anzunehmen, daf} die
detaillierte Kenntnis der Ladungs- und Stromdichteverteilungen sowie der
Felder E und B nicht notwendig ist. Von Interesse sind vielmehr die iiber
viele atomare Lingeneinheiten gemittelten makroskopischen Grofien.

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Formulierung der makroskopi-
schen Elektrodynamik in Materie. Es wird gezeigt, wie man makroskopische
Erscheinungen mit Hilfe der makroskopischen Mazwell-Gleichungen beschrei-
ben kann, in denen an Stelle der mikroskopischen Verteilungen und Felder
geeignete rdumlich gemittelte Ausdriicke treten. In diese Gleichungen ge-
hen die Eigenschaften des betrachteten Materials in Form der Polarisation
und der Magnetisierung ein, und wir werden sehen, daf sich in vielen Fillen
empirisch ein linearer Zusammenhang zwischen diesen Gréflen und den ma-
kroskopischen Feldern herstellen 148t. Zum Schluf§ diskutieren wir die Stetig-
keitsbedingungen makroskopischer Felder an Grenzflachen.

2.6.1 Makroskopische Maxwell-Gleichungen

Um zu einer makroskopischen Formulierung der Elektrodynamik zu gelangen,
bendtigen wir als erstes ein geeignetes rdaumliches Mittelungsverfahren fiir
die mikroskopischen Gréfien p, j, E und B. Einen sinnvollen Ansatz hierfiir
bietet die

Definition: Makroskopischer Mittelwert (- - -)
Der makroskopische Mittelwert (G(x, t)) eines Feldes G(x, t) ist durch seine

Faltung mit einer geeigneten Funktion f(x) definiert,

(G(@.0) = [ @r6@,0fe-),
wobei f folgende Eigenschaften besitzt:
e f(x) ist bei & = 0 lokalisiert.

e Bezeichnet a die mikroskopische Lingenskala (z.B. atomarer Abstand)
und b die makroskopische Langenskala (z.B. 1 cm), dann gilt fiir die
Breite A von f: a < A < b.
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Durch diese Definition ist gewéhrleistet, daB sich einerseits die i.a. uninteres-
santen atomaren Fluktuationen herausmitteln und andererseits die interessie-
renden rdumlichen Abhéngigkeiten auf makroskopischer Skala nicht verloren
gehen. Desweiteren vertauschen Mittelung und partielle Ableitungen. Fiir die
Zeitableitung ist dies trivial und fiir Ortsableitungen folgt es aus

I(G(z,1)) tps nOf (@ —a)
el - / @G, =)
P L
_ _/dSI'/G(ZB/,t) f(;x/ ZB)
8 !
= /dgm’iGa(i,’t)f(x —x')

(20}

Wenden wir nun das Mittelungsverfahren auf die homogenen Maxwell-Glei-
chungen (IT) und (IIT) an, dann folgen die makroskopischen Gleichungen

19(B(z,1))
c ot

Eine entsprechende Mittelung der inhomogenen Maxwell-Gleichungen (I) und
(IV) erfordert einige Voriiberlegungen: Wie eingangs bereits erwéhnt wurde,
setzen sich die in Materie befindlichen Ladungen aus zwei Anteilen zusam-
men. Der eine Teil resultiert aus den in Atomen und Molekiilen gebundenen
Teilchen, wobei die Atome und Molekiile selbst nach auflen elektrisch neutral
sind. Der andere Teil ist durch Ladungen gegeben, die sich annéhernd frei
im Kristallgitter bewegen kénnen. Wir konnen deshalb Ladungs- und Strom-
dichte in jeweils einen gebundenen neutralen (nt) und einen freien (fr) Anteil
aufspalten:

p(@,1) = pus(@,t) + pre(@,t) , pus(,t) = szx zi(t).t]  (2.93)

V x (E(x,t)) + =0, V(B(z,t)=0.

j(x,t) = jus(x,t) + Ju(x,t) , Juel(z,t) ZJ’ —x;(t),1] . (2.94)

Hierbei bezeichnet die in py,; stehende Komponente p; die Ladungsverteilung
einer am Ort x; befindlichen neutralen Einheit, also etwa die Ladungsvertei-
lung von Kern und Hiille eines insgesamt ungeladenen Atoms. Fiir sie gilt

/dgx’pi(:t:’,t) =0.
Da sowohl die freien als auch die gebundenen Ladungen Erhaltungsgréfien

sind, gelten fiir sie die Kontinuitdtsgleichungen

8pfr($, t) 6pnt (:B7 t)
ot ot

Betrachten wir die Faltungsfunktion f nur bis zur linearen Ordnung,

+ Vju(z,t) =0, + Vin(z,t)=0. (2.95)
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fle—a)~ f(x) +2'V' f(& - 2)|y_o = f(x) - 2'V[(),
dann ergibt die Mittelung iiber py

(Pt (x, 1)) Z/d?’x/plw — ;) f(x — ')
B Z / " pi(2") f(z — @ — ")
Zf(m . mi)/d3x"pi(w")

[

|
3
4
=
8

|
B

)opi= [ e

wobei p; das elektrische Dipolmoment der neutralen Ladungsverteilung p;
ist. Eine weitere Umformung liefert

(put(z,1)) = — ZPin(ﬂ? — i)

7V/d3x//2pi5($1/ . wz)f<w 7 113//)

= —V(P(z,) . (2.96)

Hierbei ist

mittleres elektr. Dipolmoment
= S —x;) ) =
2 <;p (@—= )> Volumen

die mittlere Polarisation, d.h. die mittlere Dichte der elektrischen Dipolmo-
mente der neutralen Ladungsverteilungen. Wir sind nun in der Lage, die Mit-
telungsprozedur fiir die Maxwell-Gleichung (I) auszufiihren. Unter Beriick-
sichtigung von (2.93) und (2.96) erhélt man

V(E(z,t)) = 47 (pr(z, 1)) — 47V (P (2, 1)) .

Zur Mittelung der verbleibenden Maxwell-Gleichung (IV) ist eine zu (ppt)
korrespondierende Rechnung fiir (j,¢) nétig. Betrachten wir auch hier nur
die Faltungsfunktion f in linearer Ordnung, dann ist

(Fut (2, 1)) Z/dsw’J (' —x) f(x — )
=3 [ @i e - i - )
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= Zf(w —x;) /d?’m"ji(x")
i
— Z/dg’m”ji(w”)(ac”V)f(:c —x;) . (2.97)

Der erste Term 148t sich unter Verwendung von j7; = (7;V")z” und (2.95)
umformen zu

Zf(m _ mi)/de”ji(mH) _ Zf(m _ a:i)/de”(jiV”)az"
— Z f(SU _ mi) /dgm”(V”ji)m”
szf(w - wﬁ/d%c”%a:"

0 (P(x,t))

ot '
Zur Auswertung des zweiten Terms in (2.97) betrachten wir zunéchst nur
einen Summanden und eine Komponente (j;)r = jr und vernachlissigen
etwaige Quadrupolmomente:

/de//jk(m//V) _ /d?)z//jkzxglal
_ Z/sz IE/ ;I/ xk]n al Z/ddx// "o // V// )a

Quadrupol =~ 0

_Z/d?)x// //]lal )
l

Bei Verwendung der Integralbeziehung
/d3x”g(m”)V”j(:c”) — /daz// [V”g(:c”)]j (.’13”)
folgt weiterhin
g(z") = 2z = /d3 (2] gk + i) = — /dgx"argzg’V”j

Quadrupol ~ 0
> / &a" (2] 10 — 210
1

% (/ A3z x j(x")] x V)k .

Damit geht schliefilich der zweite Term in (2.97) tiber in

N |

— -/d?’x”jk(a:"V) =
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— Z/dgx”ji(a:”)(ac”V)f(w —x;) = —CZM xVflx—z),

wobei

1 : .
Wi = 270 dsx//w// % ]i(w//)
das magnetische Dipolmoment des neutralen Stromes j; bezeichnet. Insge-
samt kénnen wir fiir (j,¢) schreiben:
0 (P(z,1))

OV x (M(=,1)) (2.98)

<jnt(w7t)> =

Hierbei ist

mittleres magn. Dipolmoment
(M(a,1)) = <Zuia<w - wi>> -

Volumen

die mittlere Magnetisierung, d.h. die mittlere Dichte der magnetischen Di-
polmomente der neutralen Stréme. Unter Beriicksichtigung von (2.94) und
(2.98) fithrt nun die Mittelung der Maxwell-Gleichung (IV) zu

v (B(a,0) - CEBD) AT (g 0y 4 TUP@D)

+ 47V x (M(a, 1)) .

Wir fassen die bisherigen Uberlegungen wie folgt zusammen:

Satz 2.24: Makroskopische Maxwell-Gleichungen

Die makroskopischen Maxwell-Gleichungen in Materie lauten

V (D@, 1)) = 47 (pee(, 1) ™)
V x (E(z,1)) + %% —0 (i)
V (B(z,t)) =0 (I1r)
Vo (H(a, ) - 2 2P@O_AT oy (V)

Hierbei sind

mittleres elektr. Dipolmoment

(D) = (E) + 47 (P) , (P) Volumen
= mittlere Polarisierung
die elektrische Verschiebung oder elektrische Induktion und

mittleres magn. Dipolmoment

(H) = (B) — 4w (M) , (M) Volumen
= mittlere Magnetisierung
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die magnetische Feldstirke. (P) und (M) sind mit den neutralen Ladungs-
und Stromdichteverteilungen (pn¢) und (jnt) verbunden iiber

<pnt(w7t)> =-V <P(zat)>
(Fnt(x,t)) = W + ¢V x (M(x,t)) .

Die makroskopischen Gleichungen (I’) bis (IV’) implizieren die makrosko-
pische Kontinuitéitsgleichung

9 (ps(, 1))

B +V {Ju(z,t))=0.

Zum genaueren Verstindnis dieses Satzes beachte man die folgenden Punkte:

Die makroskopischen Maxwell-Gleichungen enthalten ausschlieflich ma-
kroskopische, gemittelte Grofen.

Die elektrische Verschiebung (D) setzt sich zusammen aus dem (von au-
Ben angelegten und durch die freien Ladungen induzierten) mittleren elek-
trischen Feld (F) plus der mittleren Polarisierung (P) des betrachteten
Materials, die i.a. auch vom &ufleren Feld (E) abhiingt.

Die magnetische Feldstirke (H) beschreibt das (von auflen angelegte und
durch die freien Strome induzierte) mittlere Magnetfeld (B), abziiglich der
mittleren Magnetisierung (M) des betrachteten Materials, die i.a. auch
vom dufleren Feld (B) abhiingt.'®

Die makroskopischen Maxwell-Gleichungen besitzen eine &dhnliche Struk-
tur wie die mikroskopischen Gleichungen (I) bis (IV). Sie sind jedoch im
Gegensatz zu (I) bis (IV) nicht fundamental, sondern stark phinomenolo-
gisch inspiriert. Insbesondere sind sie nicht lorentzkovariant formulierbar.
Sie gelten vielmehr nur in einem Inertialsystem, in dem nédmlich die Materie
im Mittel ruht.

Makroskopische Lorentz-Kraft. Wir kénnen natiirlich unser Mittelungs-
verfahren auch auf die Lorentz-Kraft anwenden und erhalten so die gemit-
telte Kraft (F'y,), die die gemittelten Felder (E) und (B) auf eine Ladung ¢
ausiiben:

(Fule.0) =a ((Ble.0) + 5 < (B.) )

5 Es sei hier auf eine semantische Inkonsistenz hingewiesen: Das grundlegende ma-

gnetische Feld B besitzt die ungliickliche Bezeichnung ,,magnetische Induktion*,
wéhrend das Materialfeld H ,,magnetische Feldstarke“ genannt wird. Somit ver-
halten sich B und H sprachlich umgekehrt zu den Feldern E und D; fiir B und
H wére die umgekehrte Bezeichnung sprachlich angemessener.
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Makroskopische Energiebilanz. Da die makroskopische Lorentz-Kraft
(FL) strukturgleich zur mikroskopischen Kraft F'p, ist, kénnen wir die in
Unterabschn. 2.1.3 vorgefithrten Herleitungen mit den entsprechenden Erset-
zungen iibernehmen. Das Ergebnis 148t sich in folgender Form ausdriicken:

0 <€mech> + 0 <€em>

ot o~ VS
mit
Oemect) _ () ()
Dlean) _ (E)(D)+ (H) (B)
ot . 47 (2.99)
(8) = = (m) < ()

Nomenklatur. Es ist allgemein iiblich, in den makroskopischen Beziehun-
gen die Mittelungsklammern und den Index fr fortzulassen. Wir werden im
folgenden diese Konvention iibernehmen, wobei wir noch einmal mit Nach-
druck auf die verschiedenen Interpretationen der in den mikroskopischen und
makroskopischen Gleichungen stehenden Ausdriicke hinweisen.

2.6.2 Materialgleichungen

Um die Maxwell-Gleichungen in Materie anwenden zu kénnen, ben6tigen wir
explizite Ausdriicke fiir die Polarisation und die Magnetisierung in Termen
der makroskopischen elektromagnetischen Felder. Es ist klar, dafl diese Be-
ziehungen in erster Linie von der mikroskopischen Struktur des betrachteten
Materials abhéngen und somit im Rahmen der Quantenmechanik und der
Quantenstatistik auszuarbeiten sind. Man kann jedoch auch innerhalb der
Elektrodynamik phinomenologische Modellansétze machen, deren Giiltigkeit
sich im Experiment zu beweisen hat. Beschrinkt man sich auf isotrope (keine
bevorzugte Raumrichtung) und homogene (kein ausgezeichneter Raumpunkt)
Materialien, dann ist ein verniinftiger Ansatz der folgende:'®

P(z,t) = Py + /d3x’dt'a(|az —'|,t —t")E(z',t)

M(,t) = M, + /d?’x’dt’ﬁ(|x — & t—t)B@, ) |

wobei a und (3 skalare orts- und zeitabhéngige Funktionen sind. In den mei-
sten Fillen kann die Ortsabhéngigkeit von o und S vollstéindig vernachlissigt
werden, da sie hochstens auf mikroskopischer Skala (einige atomare Lingen-
einheiten) signifikant ist und somit weit unterhalb der hier interessierenden
makroskopischen Skala liegt. Wir haben dann

6 Ein zu B (E) proportionaler Term in P (M) ist wegen des falschen Spiegelungs-
verhaltens auszuschlielen.
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P(x,t) = Py + /dt’a(t —t"E(z,t)
(2.100)
M(z,t) = M, +/dt’ﬂ(t—t’)B(w,t’) .

Dieser Ansatz triagt insbesondere den empirisch festzustellenden Hysteresis-
Effekten bei ferroelektrischen und ferromagnetischen Materialien Rechnung,
bei denen die Polarisation und Magnetisierung von der ,,Vorgeschichte“ des
angelegten E- bzw. B-Feldes abhingt. Lassen wir solche Stoffe aufler Acht,
dann zeigt sich, daf} in einem weiten Feldstérkebereich und sogar fiir Wechsel-
felder mit nicht zu hoher Frequenz der Ansatz (2.100) oftmals durch folgende
lineare Zusammenhénge zwischen P und F sowie M und B ersetzt werden
kann:

P=y,E, M=x.B. (2.101)

Xe und xp, bezeichnen hierbei die elektrische Suszeptibilitit bzw. magnetische
Suszeptibilitit des betrachteten Materials. Hieraus ergeben sich zwischen den
Feldern E und D sowie B und H die Beziehungen

D =cE, e=144mx,
(2.102)
B =pH , p=1+4TXm ,

wobei die Materialkonstanten € und p Dielektrizitdtskonstante bzw. Permea-
bilitatskonstante heiflen. Im weiteren Verlauf werden wir auf kompliziertere
funktionale Abh#ngigkeiten nicht weiter eingehen, sondern uns ausschlief3-
lich auf die linearen Zusammenhénge (2.101) und (2.102) beschrinken. Im
allgemeinen unterscheidet man folgende elektrische Materialien:

e Dielektrika: In diesen Stoffen werden elektrische Dipole durch Anlegen ei-
nes elektrischen Feldes induziert. Sie resultieren aus Verschiebungen der
Elektronhiillen gegeniiber den Atomkernen sowie der positiven Ionen ge-
geniiber den negativen.

e Paraelektrika: Paraelektrische Materialien besitzen permanente elektrische
Dipole, die sich in Anwesenheit eines elektrischen Feldes ausrichten. Ohne
elektrisches Feld sind die Richtungen der Dipole aufgrund der Wéarmebe-
wegung statistisch verteilt. Im Gegensatz zu dielektrischen Substanzen ist
Xe temperaturabhingig.

o Ferroelektrika: Ferroelektrische Stoffe besitzen permanente elektrische Di-
pole, die sich in Anwesenheit eines elektrischen Feldes ausrichten. Mit wach-
sender Feldstérke steigt die Polarisation sehr stark an, erreicht einen Sétti-
gungswert, verschwindet beim Abschalten des Feldes nicht vollig und wird
erst durch ein Gegenfeld beseitigt (elektrische Hysteresis). Oberhalb einer
kritischen Temperatur geht diese Eigenschaft verloren, und das Material
wird paraelektrisch.
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Fiir dielektrische und paramagnetische Substanzen gilt stets x., > 0, € > 0.
Analog zu den elektrischen Materialien klassifiziert man magnetische Sub-
stanzen wie folgt:

Diamagneten: Diamagneten sind charakterisiert durch x, < 0. Es wer-
den magnetische Dipole durch Anlegen eines Magnetfelds induziert. Nach
der Lenzschen Regel sind diese Dipole so orientiert, dafl sie dem dufleren
Magnetfeld entgegenwirken (daher ., < 0).

Paramagneten: Paramagneten haben permanente magnetische Dipole, die
sich in Anwesenheit eines dufleren Magnetfeldes ausrichten. Ohne Magnet-
feld sind die Richtungen der Dipole statistisch verteilt. Im Gegensatz zu
Diamagneten ist x,, positiv und temperaturabhéingig.

Ferromagneten: Ferromagnetische Substanzen besitzen permanente mag-
netische Dipole, die sich bei Anlegen eines dufleren Magnetfeldes ausrich-
ten. Der Zusammenhang zwischen Magnetisierung und Magnetfeld ist nicht
linear, und es kommt dhnlich wie bei Ferroelektrika zu magnetischen Hy-
steresis-Effekten. Bei Uberschreiten einer kritischen Temperatur gehen die
ferromagnetischen Eigenschaften verloren, und das Material wird parama-
gnetisch.

2.6.3 Stetigkeitsbedingungen an Grenzflichen

Wir untersuchen nun das Verhalten der makroskopischen Felder E, B, D und
H an einer Grenzflache, die zwei unterschiedliche Medien 1 und 2 voneinander
trennt. Hierzu kénnen wir der Argumentation aus Unterabschn. 2.5.3 folgen,
indem wir wieder ein Volumenelement AV bzw. Flichenelement AF' der Hohe
h in die Grenzebene hineinlegen (Abb. 2.15). Die Anwendung des Gaufischen
Satzes auf (I') und (IIT’) liefert dann im Limes h — 0

]
(Dy — Dy)n = 470, o=

oF
(B2 7B1)’n, =0 ,

Medium 2

/

OF_ n
3 ‘ ol t
‘: ! .

Medium 1

AV AF

Abb. 2.15. Zur Festlegung der Integrationsgebiete an einer zwei Medien trennen-
den Grenzflache
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wobei n den in das Medium 2 zeigenden Normalenvektor und o die Flichen-
ladungsdichte der Grenzfliche bezeichnet. Die Anwendung des Stokesschen
Satzes auf (IV’) ergibt

/dFVXﬂzfdsﬂzl/dFa—DJrg/dFj.
c ot c
C

AF AF AF

Nehmen wir an, daf§ die GréBe D /0t an der Grenzfliche endlich ist, dann
geht dieser Beitrag mit A gegen Null, und wir erhalten

i
81’

wobei t einen Tangentialvektor der Grenzfliche, i den senkrecht zu ¢ durch
AF flieBenden Strom und J die zugehorige Oberflichenstromdichte
(Strom/Lénge=(Ladung/Fliche) x Geschwindigkeit) bezeichnet. Eine ent-
sprechende Rechnung ergibt fiir (II")

t(Ey— E1) =0 .

4
t(Hg—Hl):?ﬁJ, J=

Satz 2.25: Stetigkeitsbedingungen an Grenzflichen

An einer zwei Medien 1 und 2 trennenden Grenzfldche gelten folgende Ste-
tigkeitsbedingungen fiir die makroskopischen elektromagnetischen Felder:

n(Ds — D;) = 470 , o = Oberflichenladungsdichte
’I’L(32 — Bl) =0
4
t(Hy — Hy) = %J , J = Oberflichenstrom (senkrecht zu n und t)
t(E;—E;) =0,

wobei n den in das Medium 2 zeigenden Normalenvektor und ¢ einen Tan-
gentialvektor der Grenzfliche bezeichnet.

Zusammenfassung

e Makroskopische elektrodynamische Phinomene in Materie werden durch
die makroskopischen Maxwell-Gleichungen beschrieben, in denen
die iiber viele atomare Léngeneinheiten rdumlich gemittelten Felder
E =(E), B=(B), D= (D) und H = (H) sowie die freien Ladungs-
und Stromdichteverteilungen p = (pg.) und j = (jz) vorkommen.

e Diese Gleichungen sind im Gegensatz zu den mikroskopischen Beziehun-
gen (I) bis (IV) nicht fundamental sondern phénomenologischer Natur.
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e Die im Material gebundenen neutralen Ladungs- und Stromdichtevertei-
lungen lassen sich durch die Polarisierung P = (P) und die Magne-
tisierung M = (M) beschreiben und sind in den Feldern D und H
enthalten.

e Fiir eine grofle Klasse von Materialien gilt niherungsweise ein linearer
Zusammenhang zwischen P und E sowie zwischen M und B, so daf sich
mit Hilfe der Dielektrizititskonstanten ¢ und der Permeabilitéts-
konstanten p schreiben 148t: D = eE, B = uH.

e Die Anwendung des Gaufischen und Stokesschen Satzes auf die makrosko-
pischen Maxwell-Gleichungen liefert Stetigkeitsbedingungen fiir die ma-
kroskopischen elektromagnetischen Felder an Grenzflédchen.

Anwendungen

31. Dielektrische Kugel im homogenen elektrischen Feld. Gegeben
sei eine ladungsfreie Kugel mit dem Radius R und der Dielektrizitédtskonstan-
ten e, die in ein anfinglich homogenes elektrisches Feld Ey = Eye, gebracht
wird. Man berechne das elektrostatische Potential in- und auflerhalb der Ku-
gel sowie das zugehorige E-Feld.

Lésung. Nach Voraussetzung sind innerhalb (Bereich I) und aulerhalb (Be-
reich II) der Kugel keine freien Ladungen vorhanden. Das Problem besteht
deshalb im Losen der Laplace-Gleichung in beiden Bereichen unter Beachtung
von entsprechenden Randbedingungen. Legen wir den Koordinatenursprung
in den Mittelpunkt der Kugel, dann liegt eine azimutale Symmetrie vor, und
wir kénnen aufgrund von Satz 2.23 ansetzen:

or(x) = Z Ayt Py(cos 0)
1=0

ou(x) = Z [Byr! + Cyr =71 Py(cos) .
1=0

(Aufgrund der Ladungsfreiheit der Kugel kann das innere Potential im Ur-
sprung nicht singuldr werden.) Die Koeffizienten A;, B; und C; bestimmen
sich aus folgenden Randbedingungen:

e Im Limes |x| — oo ist das E-Feld gleich dem Urspriinglichen Feld:
Vouligsoo = —Fo= B1=—-Eo, Bix1=0.
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e Die Tangentialkomponenten von E sind auf der Kugeloberfliche stetig:

¢ I 4 G
%T:R:W :>A1:—E0+7 Alzw,l#l

3 b)
r=R R

e Die Normalkomponenten von D sind auf der Kugeloberfliche stetig:

2C,
0| _ dou i =—Fo— 55
or| _, Oor|_ C
r=F r=F A= ~(1+1) ey > LA 1.
Hieraus folgt
3 e—1
A = _E C, = EyR? Az =Ciz1 =0
1 0 o U1 o A 1£1
Wir haben somit insgesamt
o1(x) = one 2rcos9
e—1R3
on(x) = —EOTCOSH+E06+2T—QCOSH .

Das zugehorige E-Feld ist in Abb. 2.16 dargestellt. Innerhalb der Kugel ergibt
sich ein konstantes elektrisches Feld der Grofie Fy = €+LQEO < Fy in z-
Richtung. AuBerhalb der Kugel hat man das urspriingliche Feld plus dem Feld
eines in z-Richtung orientierten elektrischen Dipols p = EgR3(e — 1) /(e + 2).

Abb. 2.16. Elektrisches Feld in Anwesenheit einer dielektrischen Kugel, die in ein
anfianglich in z-Richtung verlaufendes homogenes Feld gebracht wird
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32. Permeable Kugelschale im homogenen Magnetfeld. Gegeben sei
eine Kugelschale mit innerem Radius a, &uflerem Radius b und der Permea-
bilitdtskonstanten p, die in ein anfanglich homogenes Magnetfeld By = Bye,
gebracht wird (Abb. 2.17 links). Man berechne das Magnetfeld B in den
Bereichen I, II und III.

)

Ny

IIT

oy

Bo i \/
E
/\

Abb. 2.17. Magnetfeld in Anwesenheit einer hochpermeablen Kugelschale, die in
ein anfinglich in z-Richtung verlaufendes homogenes Feld gebracht wird

Losung. Da keine Strome anwesend sind, gilt in allen drei Bereichen
V x B =0, so daB} sich B als Gradient eines Skalarfeldes v darstellen 1&8t:
B(x) = -Vy(x) .
Wegen V B = 0 folgt hieraus in allen drei Bereichen die zu lésende Laplace-
Gleichung
V2)(x) =0 .
Unser Ansatz fiir das Skalarpotential ¢ lautet deshalb

Yi(z) = Z oy Py(cos 0)
1=0

Yn(z) = [ﬁﬂ“l + 717‘_[_1] Pi(cos )
1=0

Ym(x) = —Borcos + Z(Slr_l_lPl(cos ),
1=0
wobei bereits die Bedingung B(|x| — oo) = By beriicksichtigt ist. Man
erhélt die Konstanten oy, §;, v; und ¢§; aus folgenden Randbedingungen:
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e Die Tangentialkomponenten von H sind bei r = a und r = b stetig:

OYr| 1 9¢n 1 0¢u| _ O

0| _, pu 09 w00 |, o0

r=b

r=a

e Die Normalkomponenten von B sind bei » = a und r = b stetig:

[ _ 9Yn o _ OYm
or r=a or r=a or r=>b or r=b .
Nach einiger Rechnung ergibt sich hieraus
9[1430
x] = — PE] 2,0&1751:0
@n+1)(u+2) - 25 (- 1)
3(2n+1)B,
B = - (2u );)3 50 Pz =0
p+1)(p+2) = 2% (@ —1)
3a3(p—1)B
m=- (k= 1)By 50 N1 =0

2p+1)(n+2) =24 (p—1)
(2u+ 1) (p —1)(b° — a®) By
1 = a3 5’ 5l¢l =0.
2n+ )(n+2) - 28 (1)

AuBerhalb der Kugel ist das Potential dquivalent zum urspriinglichen Feld
By plus dem Feld eines in z-Richtung orientierten magnetischen Dipols der
Grofle 01. Im inneren Bereich hat man ein konstantes Magnetfeld der Grofie
—ag in z-Richtung. Insbesondere ist fiir g > 1

9B

21 (1= 55)
Das innere Magnetfeld wird demnach durch eine hochpermeable Kugelschale
(mit g ~ 10% bis 10°) selbst bei relativ kleiner Schalendicke stark redu-
ziert. Dieser magnetische Abschirmungseffekt ist das magnetische Analogon

zur elektrischen Abschirmung innerhalb eines Faradayschen Kifigs und ist in
Abb. 2.17 rechts dargestellt.

o] =

2.7 Elektromagnetische Wellen

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Ausbreitung elektromagnetischer
Wellen. Ausgehend von den makroskopischen Maxwell-Gleichungen werden
die Eigenschaften von ebenen monochromatischen Wellen in nichtleitenden
Medien diskutiert. Unter Beachtung der Stetigkeitsbedingungen an Grenz-
flichen folgern wir hieraus das Reflexions- und Brechungsgesetz. Desweiteren
betrachten wir aus ebenen Wellen zusammengesetzte Wellenpakete sowie de-
ren , ZerflieBen“ in dispersiven Medien. Wir erweitern unsere Betrachtungen
auf die Wellenausbreitung in leitenden Medien. Hierbei treten komplexe Wel-
lenvektoren auf, die zu Dampfungseffekten fithren. Am Ende besprechen wir
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als konkretes Anwendungsbeispiel die Wellenpropagation in einem zylindrisch
geformten Hohlleiter.

2.7.1 Ebene Wellen in nichtleitenden Medien

Man betrachte ein nichtleitendes homogenes isotropes Medium, das durch die
Dielektrizitdtskonstante € und die Permeabilitdtskonstante p charakterisiert
ist. Fiir die folgenden Betrachtungen nehmen wir an, da beide Gréfien reell
und positiv sind, wobei sie durchaus von der Wellenfrequenz w abhéngig sein
diirfen. Mit

D=¢E, B=uH

lauten die quellfreien (p = 0, j = 0) makroskopischen Maxwell-Gleichungen

10B
eVE =0 s VXE+E%:O
(2.103)
vB-0 , vxB_9%F _4
w ¢ ot

Fiir ¢ = 4 = 1 wird hiermit rein formal auch der Vakuumfall beriicksichtigt.
Es sei jedoch auch hier noch einmal daran erinnert, daff im Vakuum die
mikroskopischen E- und B-Felder eine andere Interpretation besitzen, als die
gemittelten makroskopischen Felder. Kombiniert man unter Beriicksichtigung
der Divergenzgleichungen die Rotationsgleichungen miteinander, so erhéilt
man die in £ und B symmetrischen Wellengleichungen

2 2
%aE 1B _ -, (2.104)
v2 Ot? v2 Ot? NG
wobei die ebenfalls frequenzabhéngige Grofie v die Dimension einer Geschwin-
digkeit hat. Zur Losung der Wellengleichungen zu einer bestimmten Frequenz
w machen wir den Ansatz

E(z,t) = Ege!*®=Y) | B(z,t) = Bye!*®=+1) | (2.105)

V2E — =0, V’B-—

Diese Felder beschreiben ebene monochromatische, d.h. unifrequente Wellen,
die sich in Richtung des Wellenvektors k ausbreiten, wobei die physikalischen
Felder jeweils durch den Realteil gegeben sind. Durch Einsetzen dieser Glei-
chungen in (2.104) erhélt man folgenden Zusammenhang zwischen w und k
(Dispersionsrelation):
27,2 27,2
5 c°k c°k
_ — - 2.106
P TS = Ve (2.106)
mit dem frequenzabhéngigen Brechungsindex n des betrachteten Mediums.
Aufgrund obiger Voraussetzung ist n und damit auch w sowie k reell,!”

'7 Ein komplexes n und damit k fithrt zu exponentiell gedimpften Wellen (dissi-
pative Effekte).
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wéihrend die Amplitudenvektoren E, By i.a. komplexwertig sind. Gleichung
(2.106) bestimmt die Losungen (2.105) noch nicht vollstindig. Setzen wir
nédmlich (2.105) in die Maxwell-Gleichungen (2.103) ein, so ergeben sich die
zusétzlichen Beziehungen

kEo=0 , kx Eo= "By
C

kBo=0 , kxBo=—eu2E, ,
C

woraus folgt:
k1 EyBy, Bo= —kxE,. (2.107)
w

Das heifit k, Ey, By bilden in dieser Reihenfolge ein orthogonales Dreibein.
Demnach handelt es sich also in (2.105) um transversale Wellen, bei denen die
Schwingungsrichtungen E, B senkrecht zur Ausbreitungsrichtung k stehen.

Energie und Impuls. Unter Beriicksichtigung von (2.99) lauten die zu
(2.11) und (2.12) analogen Gleichungen fiir die zeitgemittelten GroBen S
und €p

— c c € ~ ~ k
S =_—Re[EyxBj]|=—,/—|EoJ*k , k= —-
8T ¢ [Bo x Bql 8w \/;l o’k k|

1 1 €
Eom = —— |€|Eo|* + —|Bo|*| = —|Eo|*.
o = 15 |{Bol? + £1BoP| = B
Teilt man beide Groflen durch einander, so ergibt sich die Geschwindigkeit
des Energieflusses in Ausbreitungsrichtung;:
S c

Com /e
Wir kénnen also v mit der Phasengeschwindigkeit v, identifizieren, welche
diejenige Geschwindigkeit angibt, mit der sich Wellenziige konstanter Phase
in Richtung k ausbreiten:

k =k .

el

k|

Neben der Frequenz w und der Phasengeschwindigkeit v, ist ein weiteres
Charakteristikum ebener monochromatischer Wellen die Wellenlinge A. Sie

gibt die Linge zwischen Punkten gleicher Phase (in Ausbreitungsrichtung)
zu einem festen Zeitpunkt an:

kx — wt = const = |k|(|x| — v,t) = const , v, =

2
k(|| + \) = |K||z| + 27 = A = I?ﬂl .



208 2. Elektrodynamik

Polarisation. Aufgrund der Linearitét der Wellengleichungen ergibt die li-
neare Uberlagerung (Superposition) von Lésungen wieder eine Losung. Wir
wollen nun zwei spezielle Losungen zur selben Frequenz w der Form

Ei(z,t) = Brere®®) | B (z.t) = Sk x E\(z,1)
w

Es(x,t) = Eresei®®=  Bo(x 1) = Sk x Eo(z,1)
w

betrachten, wobei e; und es reelle orthogonale Einheitsvektoren bezeichnen.
Diese Felder beschreiben linear polarisierte Wellen, da ihre Schwingungsrich-
tungen fiir alle Zeiten entlang der Polarisationsvektoren e; bzw. k x e; ver-
laufen. Die Superposition der beiden E-Felder fithrt zu der neuen Lésung

E(.’B, t) = (€1E1 + egEg)ei(km_“t) = (61|E1‘ei51 =+ 62‘E2|€i§2)ei(km_wt) ,
deren physikalischer Anteil gegeben ist durch
ReE(x,t) = e1|F1| cos(kx — wt 4 01) + ea|Ea| cos(kx — wt + 62).(2.108)

Fiir die B-Felder gilt Entsprechendes. Der letzte Ausdruck li8t sich je nach
GroBe der Phasen 61,2 und der Amplituden |E4|, |E2| nach drei Polarisati-
onszustidnden klassifizieren:

e FElliptische Polarisation: §; # 5. Dies ist der allgemeinste Fall. Betrach-
tet man einen festen Ort, dann rotiert der elektrische Feldvektor
ReE(x = const, t) auf einer Ellipse in der durch e; und es aufgespannten
Ebene mit der Periode T' = 27 /w.

o Zirkulare Polarisation: 3 = 61 £ w/2, |E1| = |Es|. Fiir diesen Spezialfall
lautet (2.108)

ReE(x,t) = |E1| [e1 cos(kx — wt + 1) F easin(kx — wt + d1)] .

Das heifit ReE(x = const, t) beschreibt einen Kreis mit dem Radius |E4|.
Der Umlaufsinn ist dabei je nach Vorzeichen von 63 — 61 = +27
(4): positiv (links zirkular polarisiert, positive Helizitit),

(—): negativ (rechts zirkular polarisiert, negative Helizitit).
e Lineare Polarisation: 61 = d. Hier wird (2.108) zu
ReE(z,t) = (e1|E1| + e2|Es|) cos(kx — wt + 61) .
ReE(x = const,t) bewegt sich also entlang einer Geraden in der ejes-
Ebene.
Satz 2.26: Ebene Wellen in nichtleitenden Medien

Ebene monochromatische elektromagnetische Wellen in nichtleitenden Me-
dien (e, p reell) werden durch die Realteile der transversalen Felder

E(z,t) = Egeitke—wt) B(z,t) = Byeikz—wt)

beschrieben, mit
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9 C2k2 C
w :?,n:,/eu»kJ—EoBo,BozakXEOa

w, k,n reell , Eq, By komplex .

Kenngroflen dieser Wellen sind die Frequenz w, welche iiber die fiir das
betrachtete Medium charakteristische Dispersionsrelation mit dem Wellen-
vektor k verbunden ist, die Phasengeschwindigkeit v, = w/|k| sowie die
Wellenléinge A = 27/|k|. Durch Superposition zweier linear polarisierter
Wellen erhilt man i.a. elliptisch polarisierte Felder. Spezialfille der ellipti-
schen Polarisation sind die lineare und die zirkulare Polarisation.

2.7.2 Reflexion und Brechung

In diesem Unterabschnitt wird untersucht, wie sich ebene monochromatische
Wellen an einer in der xy-Ebene verlaufenden Grenzfliche verhalten, die zwei
Medien mit unterschiedlichen Brechungsindizes n = /e und n’ = /¢’ii von-
einander trennt (siche Abb. 2.18). Hierzu ist es sinnvoll, folgenden Ansatz fiir
die E- und B-Felder der einfallenden, der durch die Grenzfliche hindurch-
tretenden (gebrochenen) und der an der Grenzfliche reflektierten Wellen zu
machen:

z
A
N (-
y
n= /& H :
k 90:@” K

:r/

Abb. 2.18. Reflexion und Brechung elektromagnetischer Wellen an einer zwei Me-
dien trennenden Grenzfldche

o Einfallende Wellen:
E(z,t) = Ege =0  B(x.t) = Sk x E(x,t)
w
k2

n2

kLlE,, o=
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o Gebrochene Wellen:
E'(z,t) = Eyel® =) Bl(z 1) = wik; x E'(z,1)

27,2
/ / /2_Ck
kJ_Eo,CU 0

n

o Reflektierte Wellen:
E'(x,t) = Ejei*

’

w—wt) B’ (x,t) = %kz” x E"(x,t)
w

27,012
L | B w//Z _C k
0> -

n2
Dieser Ansatz erfiillt die in den betrachteten Medien geltenden Wellenglei-
chungen (2.104) inklusive der aus den Maxwell-Gleichungen folgenden Ortho-
gonalitétsbeziehungen (2.107). Nach Satz 2.25 miissen dariiber hinaus gewisse
Stetigkeitsbedingungen an der Grenzfldche (z = 0) fiir die Tangential(t)- und
Normal(n)-Komponenten der Felder erfiillt sein. Sie lauten in Abwesenheit
von Oberflichenladungen und -strémen

[Eta H, B,, Dn]z:O StCtig- (2109)

Man erkennt leicht, dafl diese Bedingungen nur dann fiir alle Zeiten zu erfiillen
sind, wenn (bis auf ganzzahlige Vielfache von 2, die wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit nicht zu beriicksichtigen brauchen) gilt:

kx —wt =Kz —-uw't=K'z—uw"t],— .
Fiir = 0 folgt hieraus weiter

w=uw =uw" = |k| = |k
und fiir t =0

[kx =K'z =kKk"x|.—0 .

Die letzte Beziehung bedeutet, dafl alle Wellenvektoren in einer Ebene liegen
miissen, die z.B. durch den Wellenvektor k der einfallenden Welle und dem
Normalenvektor n der Grenzfliche aufgespannt wird. Definiert man nun die
Winkel ¢, ¢’ und ¢” wie in Abb. 2.18 angedeutet durch

ky = |k|sing , k, = |K'[sing’ , k] = [k|sing” |
dann erh&lt man den
Satz 2.27: Reflexions- und Brechungsgesetz

Treffen ebene unifrequente Wellen auf eine, zwei unterschiedliche Medien
(n,n’) trennende Grenzfliche, dann gilt:

e Einfallende, reflektierte und gebrochene Wellen haben dieselbe Frequenz.

e Die Betrige der Wellenvektoren der einfallenden und reflektierten Wellen
sind gleich.
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e Der Einfallswinkel ist gleich dem Ausfallwinkel:

o =¢" (Reflerionsgesetz) .

e Zwischen Einfalls- und Brechungswinkel sowie den Brechungsindizes der
beiden Medien gilt
: /
51111_4,0 = ﬁ/ (Brechungsgesetz) .
sing n

Totalreflexion. Treten die elektromagnetischen Wellen vom optisch dich-
teren ins optisch diinnere Medium iiber (n > n'), dann gilt nach dem Bre-
chungsgesetz

/
. no . /
sinp = —sing’ < 1.
n

Das heif3t es gibt einen Einfallswinkel
.
(TR = arcsin — ,
n

bei dem der Brechungswinkel den Wert 7/2 annimmt und sich die ,,gebro-
chenen“ Wellen entlang der Grenzschicht ausbreiten. Fiir groflere Winkel
© > prr werden die einfallenden Wellen vollstéandig reflektiert (siehe Anwen-
dung 33). Durch die Bestimmung dieses Grenzwinkels prr, ab dem Totalre-
flexion eintritt, 148t sich z.B. die optische Dichte eines unbekannten Mediums
experimentell messen.

Intensitédtsbeziehungen. Im Gegensatz zum Reflexions- und Brechungsge-
setz hangen die Intensitéit und Polarisation der reflektierten und gebrochenen
Wellen wesentlich vom Vektorcharakter der Wellen ab. Um dies zu sehen,
schreiben wir die Stetigkeitsbedingungen (2.109) noch einmal explizit an:

(Eo+ Ej —Ejt =0

1 1
;(kxEo—i—k”ng’)—pkz’ng t=0

(2.110)
(kx Eog+ k' xEj—kK xEj)n =0
[e(Ey+ Ej) —Ejln =0,
0 ty
wobei m = | 0 | den Normalenvektor und ¢ = | ¢35 | einen Tangentialvek-
1 0

tor der Grenzfliche bezeichnen. Zur weiteren Auswertung dieser Gleichungen
ist es instruktiv, zwei Spezialfille zu betrachten, bei denen die einfallenden
Wellen jeweils in verschiedenen Richtungen linear polarisiert sind:
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a) Senkrechte Polarisation: Der Polarisationsvektor des einfallenden elek-
trischen Feldes stehe senkrecht zu der von n und k aufgespannten Einfalls-
ebene (Abb. 2.19). In diesem Fall kénnen wir fiir die vektoriellen Grofien

z
A E’'
n = GIH/ w (pl k/
Y
n = /¢ !
@ "
k i k
"/ 1"
E ' E

Abb. 2.19. Reflexion und Brechung elektromagnetischer Wellen, deren E-Feld
senkrecht zur Einfallsebene polarisiert ist

der E-Felder ansetzen:

0 0 0
k=|k | K=k | K=| k
ks K, —ks
B E E!
Eo=|0 | . EBy=|E |E/=|E/],
0 E} EY

mit
0= koEy + KLE,  (K'E) =0)
(2.111)
0 = koFY —ksEY (K'Ej=0).
Die erste und letzte Beziehung in (2.110) beinhalten die Gleichungen
0=FE)—E}
0 =ckEy — B}

und bilden mit (2.111) ein homogenes Gleichungssystem fiir die vier Un-
bekannten EY, E5, EY, EY, dessen einzige Losung die Triviallosung
Ey=E;=FE}=FE]=0

ist. Das heifit auch die reflektierten und gebrochenen E-Felder sind in glei-
cher Richtung polarisiert, wie das einfallende Feld. Die verbleibenden Glei-
chungen in (2.110) bilden ein inhomogenes Gleichungssystem fiir Ef, EY
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und k%, woraus sich die Fresnelschen Formeln fiir elektromagnetische Wel-
len ergeben, die senkrecht zur Einfallsebene polarisiert sind:

B} 2n cos

By neosp+ Lv/n? —n? sin? o

E  ncosp— ﬁ n'2 —n2sin? ¢ (2.112)
Er ncosp+ Lv/n” —n2sinp .

b) Parallele Polarisation: Der Polarisationsvektor des einfallenden elektri-
schen Feldes sei parallel zu der von n und k aufgespannten Einfallsebene
polarisiert (Abb. 2.20). Hierfiir setzen wir an:

z
A E/
n = TE/M/ e 50/ 3
Y
n=./&n :
2 "
k L k
E ’_/ E//

Abb. 2.20. Reflexion und Brechung elektromagnetischer Wellen, deren FE-Feld
parallel zur Einfallsebene polarisiert ist

0 0 0
k=k| sing | , K=K |sing | , K" =k| singp )
cos cos ¢’ —cos
0 0 0
Ey=Ey| —cosp | , Ef=E)| —cos¢' | , Ej =E{ | cose
sin ¢ sin ¢’ sin ¢

Die Tangentialgleichungen in (2.110) liefern dann ein inhomogenes Glei-
chungssystem fiir £, und E{/,
cos @' B}, + cos o] = cos pEy
K k k
M- tmp=tp,
p 0 I
dessen Losung gegeben ist durch
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Ey 2nn’ cos v
Eo ﬁn’Q cos @ +ny/n'2 —n2sin’ ¢
32
E’ En?cosp —ny/n'2 —n2sin® o
0 _ & . (2.113)

Ey ﬁn’Q cos @ +ny/n'2 —n2sin’ ¢

Dies sind die Fresnelschen Formeln fiir den parallelen Polarisationsfall.

Brewster-Winkel. Es gibt offenbar einen Winkel, den sog. Brewster- Win-
kel, fiir den die Amplitude der reflektierten Welle in (2.113) im Fall b) ver-
schwindet. Dieser ist fiir u = p’ gegeben durch
n/
pp = arctan — .
n

(Im Fall a) ist (2.112) immer ungleich Null.) Da nichtpolarisierte Wellen
in beide Polarisationsrichtungen a) und b) aufgeteilt werden konnen, gibt
es keine reflektierten Wellen mit E{ parallel zur Einfallsebene, wenn der
Einfallswinkel gleich dem Brewster-Winkel ist. Die reflektierten Wellen sind
also in diesem Fall senkrecht zur Einfallsebene linear polarisiert. Dieser Effekt
1488t sich z.B. zur Herstellung von linear polarisiertem Licht ausnutzen.

2.7.3 Uberlagerung von Wellen, Wellenpakete

In realistischen Situationen hat man es nie mit den in den letzten Unterab-
schnitten diskutierten idealisierten elektromagnetischen Wellen mit definier-
ter Frequenz und definiertem Wellenvektor zu tun, sondern mit Lichtimpulsen
mit einem endlichen, wenn auch sehr schmalen Frequenz- bzw. Wellenldngen-
bereich. Da die Wellengleichungen (2.104) linear sind, lassen sich Lichtimpulse
( Wellenpakete) mit vorgegebenem Frequenzbereich durch Superposition von
ebenen monochromatischen Wellen konstruieren. Hierdurch ergeben sich u.a.
folgende, bisher unberiicksichtigte Effekte:

o Ist das betrachtete Medium dispersiv— d.h. der (reelle) Brechungsindex be-
sitzt eine Frequenzabhéngigkeit —, dann ist die Phasengeschwindigkeit fiir
jede der superponierten Wellen verschieden. Hieraus folgt, daf} sich die ein-
zelnen Wellenkomponenten im Medium unterschiedlich schnell ausbreiten,
wodurch sich ihre relative Phasenlage &ndert. Dies fiihrt zu einer mit der
Zeit wachsenden Verzerrung des Wellenpaketes. Desweiteren werden die
Wellenanteile an einer Grenzfliche zwischen zwei Medien unterschiedlich
stark gebrochen und laufen deshalb auseinander.'®

e In einem dispersiven Medium ist die Geschwindigkeit, mit der sich das Wel-
lenpaket ausbreitet, die sog. Gruppengeschwindigkeit vg, i.a. verschieden

8 Dieser Effekt ist z.B. fiir die spektrale Aufteilung eines Lichtstrahls in einem
Prisma verantwortlich.
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von den Phasengeschwindigkeiten v, der einzelnen Wellen. Die Gruppen-
geschwindigkeit bestimmt den Energietransport und die Signalgeschwin-
digkeit des Wellenpaketes.

e In einem dissipativen Medium — d.h. der Brechungsindex ist komplex —
treten Dampfungseffekte auf. Hierbei kann es vorkommen, daf3 die Grup-
pengeschwindigkeit grofler ist als die Lichtgeschwindigkeit c. Da aber die
Ausbreitung des Wellenpaketes durch Absorption begrenzt ist, steht vy > ¢
nicht im Widerspruch zur Relativitdtstheorie, nach der ¢ die maximale
Signalgeschwindigkeit darstellt.

Um zu verstehen, was der Begriff , Gruppengeschwindigkeit® bedeutet, be-
trachten wir die Propagation eines Wellenpaketes in einem Medium. Der
Einfachheit halber nehmen wir an, dafl es sich in z-Richtung ausbreitet, und
beschrinken uns auf eine Komponente des E-Feldes, die wir mit 1 bezeich-
nen. Die allgemeinste Form lautet dann

U(z,t) = \/% / dkA(k)ellFz =« (2.114)

Desweiteren setzen wir folgende, ganz allgemein gehaltene Dispersionsrelation
zwischen w und k voraus:
k
W= e = w(k) .
n(w)
Fiir t = 0 ist (2.114) gerade die Fourier-Darstellung der Funktion v (z,0), mit
den Fourier-Komponenten

A(k) = J% / dz)(z,0)e %= (2.115)

Falls die Verteilung A(k) ein scharfes Maximum um kg besitzt, ist es gerecht-
fertigt, w(k) in einer Taylor-Reihe um kg zu entwickeln:

dw 1 d%w
w(k):w(k0)+@ (k*ko)ﬂ*g@ (k*k0)2+
k() kO
= wo +vg(k — ko) +7(k—ko)>+ ..., (2.116)
mit
wo — w(ko)
d
Vg = i (Gruppengeschwindigkeit)
ko

1 d2

7=3 d—k;} . (Dispersionsparameter) .

Setzen wir in der linearen N&herung (2.116) in (2.114) ein, dann ergibt sich



216 2. Elektrodynamik

o0

1 . .
i(vghko—wo)t / dkA(k i(kz—vgkt)
e e
or ()

— 00
~ elveho—wolty, (5 4.1, 0) .
Die Intensitét dieser Welle ist
|7/)(th)|2 = W}(Z — Vgt, O)|2 :

In der linearen Nitherung wird also das Wellenpaket ohne Anderung seiner
Form, d.h. ohne Dispersion mit der Gruppengeschwindigkeit vy in 2-Richtung
verschoben. Fiir lineare Dispersionsrelationen w ~ |k| (nichtdispersive Medi-
en) wie z.B. im Vakuumfall ist diese Ndherung sogar exakt. Geht man im
dispersiven Fall iiber die lineare Néherung hinaus, dann dndert das Wellen-
paket im Laufe der Zeit seine Form; es fliefit auseinander. Dieser Effekt wird
in fithrender Ordnung durch den Dispersionsparameter v beschrieben. Die
Gruppengeschwindigkeit gibt hierbei die Geschwindigkeit des Schwerpunktes
des Wellenpaketes an.

Q

¥(z,1)

Wellenpaket in einem dispersiven Medium. Zur Ilustration von Dis-
persionseffekten wollen wir nun die in 2-Richtung verlaufende Propagation
eines eindimensionalen Lichtimpulses in einem Medium ohne N#herungen
berechnen, dem folgende Dispersionsrelation zu Grunde liegen soll:

27.2

w(k)=y<1+“ i ) .

2
v ist hierbei eine konstante Frequenz und a eine konstante Lange. Wie weiter
unten deutlich wird, kann letztere als charakteristische Wellenlénge fiir das
Auftreten von Dispersionseffekten interpretiert werden. Fiir die Form des
anfanglichen Lichtimpulses zur Zeit ¢ = 0 nehmen wir eine Gauf3-Verteilung
an:

22 .
¥(2,0) = e~ 2az glkoz

Hieraus ergibt sich nach (2.115) folgende Verteilung der zugehorigen Fourier-
Amplituden:

A% (k—kg)?
2

e
A(k) = N / dze 327 eI h=ko)z — Ae
—00

Nach (2.114) berechnet sich die Form des Lichtimpulses zu einem spéteren
Zeitpunkt ¢t zu

17 .
¥(z,t) = T / dkA(k)elk=—w k)

o0

oo
2 e (o),
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A aZg? " o
_ \/Te( - +1V) /dke_%kz-i-k(AzkoHZ) , (2.117)
s

— 00
mit
aft) = A% +iva®t .

Die Integration in (2.117) 148t sich mit Hilfe einer quadratischen Ergénzung
ausfithren, und man erhélt schliefSlich

) = o (LY e (18

Die Intensitét dieses Wellenpaketes ist

(2 — vatho)? >

2 g (o (s t) = —2 exp (-
7 =0 o est) = s (-5

mit
v2att?
A2
Die Breite des Wellenpaketes wird durch die zeitabhéngige Groe 5 beschrie-

ben und wiichst mit der Zeit an (Abb. 2.21). Die Anderungsrate der Breite
pro Zeiteinheit erhélt man durch Differentiation von 3 nach t¢:

2v2a*t
B(t) = AT
Man sieht hieraus, da A > a das Kriterium fiir eine kleine Verzerrung

und damit fiir eine (fast) dispersionsfreie Ausbreitung des Wellenpaketes im
Medium darstellt.

Bt) = A% +

(2, t)?

Vgt

Abb. 2.21. ZerflieBen eines Wellenpaketes in einem dispersiven Medium
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2.7.4 Ebene Wellen in leitenden Medien

Ist das Medium, in dem sich elektromagnetische Wellen ausbreiten, ein Lei-
ter, dann ergeben sich einige Unterschiede zum nichtleitenden Fall. In einem
Leiter gilt neben den makroskopischen Maxwell-Gleichungen zusétzlich das
Ohmsche Gesetz

j=okE,
wobei o die Leitfahigkeit des Leiters bezeichnet. Wir haben somit
VE-0 . vxE+"H _y
c Ot
E 4
uVH=0 , V g COE _ 4no
c Ot c

Man erhélt hieraus durch Kombination der beiden Rotationsgleichungen die
in E und H symmetrischen Telegraphengleichungen.:

Zu ihrer Losung machen wir analog zu Unterabschn. 2.7.1 den Ansatz

E(z,t) = Ege!*®=Y | H(x,t) = Hye'(k®—) (2.118)
und erhalten folgende Dispersionsrelation:
w? w? 4dmio
kK= g =—3p", n=ct——, p=um,

wobei 1 verallgemeinerte Dielektrizitdtskonstante und p verallgemeinerter
Brechungsinder genannt wird. Der Wellenvektor ist also in leitenden Me-
dien komplex, so dafl wir eine geddmpfte Ausbreitung erwarten. Betrachten
wir z.B. eine Welle, die sich in x-Richtung fortpflanzt, dann 148t sich der
exponentielle Teil der Wellenfunktion mit & = « + i schreiben als

ei(kz—wt) — e—ﬂxei(am—wt) , ﬁ >0.
Das heifit die Amplitude der Welle fillt exponentiell in der Fortpflanzungs-
richtung ab. § stellt hierbei ein Maf fiir die Eindringtiefe der Welle in das

Medium dar. Die zu (2.107) korrespondierenden Orthogonalititsrelationen
ergeben sich durch Einsetzen von (2.118) in obige Maxwell-Gleichungen:

kE, =0 , kx Ey= “"H,
C
kHo=0 , kx Ho=— ",
C
— k1 EyHy, H = —kxE, .
wi

Demnach sind auch in leitenden Medien die elektromagnetischen Wellen
transversale Wellen, und es bilden auch hier k, Eg, Hy in dieser Reihen-
folge ein orthogonales Dreibein.
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2.7.5 Zylindrischer Hohlleiter

Unter Hohlleitern versteht man hohle langgestreckte Metallkérper, die an
ihren Enden nicht abgeschlossen sind, wihrend solche Korper mit Ab-
schlufl Hohlraumresonatoren genannt werden. Im folgenden wird die Ausbrei-
tung elektromagnetischer Wellen in zylindrischen Hohlleitern mit konstantem
Querschnitt entlang der z-Achse diskutiert (Abb. 2.22). Die Oberfléiche S des
Hohlleiters wird als idealer Leiter angenommen. Der Innenraum sei mit einem
dispersiven Medium der Dielektrizitdtskonstante e und der Permeabilitdt u
gefiillt. Aufgrund der Zylindergeometrie des Problems erwarten wir Wellen,
die sich ldngs der positiven bzw. negativen z-Achse ausbreiten, und machen
daher den Ansatz

E(x,t) = E(z,y)e 7t | B(x,t) = B(z,y)e™ k7@t (2.119)

Bevor wir diese Felder in die Wellengleichungen (2.104) einsetzen, ist es
giinstig, sie in Komponenten parallel und senkrecht zur z-Achse aufzuspalten:

E(z,t) = [E.(z) + E(x)]e” ",

mit
0 E,
E,=(e,Ele,=| 0 , Ei=(e;xE)xe,=| E,
E, 0

Entsprechendes gilt fiir B. Aus den Rotationsgleichungen in (2.103) ergeben
sich dann nach einigen Zwischenrechnungen und unter Beriicksichtigung der
expliziten z-Abhéngigkeit (2.119) folgende Ausdriicke fiir die transversalen
Felder:

B =L [Vt <3E2> ~iZe. x Vt)BZ]

71 68; ¥ (2.120)
Bt = ? |:Vt (8:) + i;ﬁ/};(ez X Vt)Ez:| s

mit
2
2 _ W 2 9
= — — k = _— .

7 2 » Vi=V 0z
Das heifit die transversalen Felder sind allein durch die longitudinalen Felder
determiniert, so daf} es geniigt, die Wellengleichungen (2.104) fiir die Longi-
tudinalfelder E, und B, zu lésen:

Abb. 2.22. Hohlleiter mit zylindrischer Symmetrie
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0? 0? E,
<8x2+6y2+72> (Bz> =0. (2121)

Da geméf Voraussetzung die Zylinderoberfliche S als idealer Leiter ange-
nommen wird, gelten dort die Randbedingungen

nB=0,nxE=0,

wobei n den Normalenvektor von S bezeichnet. Diese Bedingungen sind dqui-
valent zu den Forderungen

Ez|m€S =0 P nVBz|m€S =0. (2122)

E, und B, haben also derselben Wellengleichung (2.121) zu geniigen, al-
lerdings mit unterschiedlichen Randbedingungen (2.122), die i.a. fiir beide
Felder nicht gleichzeitig erfiillt werden kénnen. Man unterscheidet deshalb
drei Klassen von Loésungen:

e Transversale magnetische Moden (TM): Hierbei 16st man die Eigenwert-
gleichung (2.121) fiir E, mit der Randbedingung F,|4cs = 0, was zu einem
bestimmten Eigenwertspektrum 2, fithrt. Als Lésung der Eigenwertglei-
chung fiir B, wihlt man die triviale Losung B, =0V .

o Transversale elektrische Moden (TE): Es wird (2.121) fiir B, mit der
Randbedingung nV B, |zcs = 0 geldst, was zu einem bestimmten Eigen-
wertspektrum v2 fithrt. Als Losung der Eigenwertgleichung fiir E, wihlt
man die triviale Losung F, =0V «.

o Transversale elektrische und magnetische Moden (TEM): Diese Moden sind
durch verschwindende longitudinale Komponenten des elektrischen und
magnetischen Feldes charakterisiert: £, = B, = 0V . Anhand von (2.120)
erkennt man, daf} hierbei fiir nichtverschwindende transversale Felder die
Bedingung

2
ViEM = %EM -k =0

erfiillt sein muf. Dies ist aber gerade die Dispersionsrelation fiir ein dis-
persives Medium. TEM-Wellen breiten sich also aus, als befinden sie sich
in einem unbegrenzten Medium.

Zusammenfassung

e Die Wellenausbreitung in nichtleitenden Medien wird durch die in E und
B symmetrischen Wellengleichungen beschrieben. Ihre Losungen setzen
sich aus ebenen monochromatischen Wellen zusammen, deren Wel-
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lenvektoren und Frequenzen iiber eine medienabhingige Dispersions-
relation miteinander verkniipft sind.

e Durch Superposition zweier verschieden linear polarisierter Wellen erhélt
man i.a. elliptisch polarisiertes Licht. Spezialfille der elliptischen Po-
larisation sind zirkulare und lineare Polarisation.

e Trifft eine monochromatische Welle auf eine, zwei verschiedene optische
Medien trennende Grenzflache, dann gilt fiir die einfallenden, reflektier-
ten und transmittierten Anteile das Reflexions- und das Brechungs-
gesetz.

e In dispersiven Medien besitzen die verschiedenen monochromatischen
Anteile eines Wellenpaketes unterschiedliche Phasengeschwindigkei-
ten, so dal das Wellenpaket mit der Zeit immer mehr verzerrt. Die fiir
die Bewegung des Wellenpaketes mafligebliche Geschwindigkeit ist die
Gruppengeschwindigkeit. Sie ist gleich der Schwerpunktsgeschwin-
digkeit des Wellenpaketes.

e Die in E und H symmetrischen Telegraphengleichungen beschrei-
ben die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in leitenden Medien. Da
hierbei die Wellenvektoren komplex sind, ist die Ausbreitung geddmpft
(Dissipation).

e Die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in zylindrischen Hohl-
leitern ist durch die Wellengleichung fiir die longitudinalen E- und B-
Komponenten mit den zugehorigen Stetigkeitsbedingungen eindeutig be-
stimmt. Man unterscheidet drei Klassen von Lésungen, ndmlich trans-
versale magnetische Moden (TM), transversale elektrische Mo-
den (TE) sowie transversale elektrische und magnetische Moden
(TEM).

Anwendungen

33. Totalreflexion. Man zeige, dafi im Falle der Totalreflexion ¢ > TR
der zeitgemittelte Energieflul n.S durch die Grenzfliche verschwindet.

Loésung. Unter Bezugnahme auf Abb. 2.18 gilt

0 0
K=K{|sinp | ,n=10
cos ¢’ 1

Im Falle der Totalreflexion ist

sing' =a > 1,
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d.h. ¢’ ist komplex. Hieraus folgt, dafl cos ¢’ rein imaginér ist:

cosy' = \/1—sin2<,0’:i\/sin2cp’—1 .

Nun gilt fiir die zeitgemittelte Normalkomponente des Energieflusses

C2

nS = ——Re[n(E' x B")| =

Re[nk'|E’|?] .
ST S e[nk'|Eg|7]

Da nk’ = k' cos ¢’ rein imaginir ist, folgt: nS = 0.

34. Hohlraumresonator mit kreisformigem Querschnitt. Man be-
stimme die Schwingungsmoden eines ideal leitenden, hohlen Metallvolumens
mit kreisformigem Querschnitt. Der Querschnittsradius betrage R und die
Lénge L. Der Innenraum dieses Hohlraumresonators sei mit einem dispersi-
ven Medium (e, p) gefiillt.

Losung. Aufgrund der abschliefenden Endflichen bei z = 0 und z = L
werden elektromagnetische Wellen an diesen reflektiert, und es kommt zur
Ausbildung von stehenden Wellen entlang der z-Achse. Fiir TM-Wellen ma-
chen wir deshalb folgenden Ansatz fiir die longitudinalen Anteile:

B.(@) =0, E.(@) = v(z.y)eos () L p=1.2.0.. .

Die transversalen Anteile ergeben sich hieraus zu

T (P _ g (e
Ei(x) = 5 sm( 7 )Vtw, By (x) 2 cos( 7 )ez x Vi,

=L (2
Y= C2 H L .
Offensichtlich sind durch diesen Ansatz die Randbedingungen E;(z = 0) =

Ei(z = L) an den Abschliissen automatisch beriicksichtigt. Fiir TE-Moden
bietet sich fiir die longitudinalen Komponenten der Ansatz
Eu@) =0, Bu(@) = b(a,y)sin (T7)  p=1,2,...
an, aus dem die transversalen Komponenten
iw |, /pmz pm prz
Et(m) = 70’}/72 Sin (T) e, X Vtﬂ/’ y Bt($) = W COSs (T
folgen. Auch hierbei sind die entsprechenden Randbedingungen an den End-
flichen, B,(z = 0) = B.(z = L), bereits beriicksichtigt. Zur Losung der
Wellengleichung

) Vi

9L Wiz y) =0 (2.123)
81:2 8y2 7 )y - M

benutzen wir aufgrund der Geometrie des Problems Zylinderkoordinaten:
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T=rcosp, y=rsing.
Damit geht (2.123) iiber in
2 10 1 02 9
e =0.
<8r2 + r or + r2 92 7 ) ()
Der Ansatz

Y(r, ) = J(r)e™ , m=0,£1,£2,...

fithrt zu
d2J 1dJ 9 m?
A -2 )y=o0.
dr2+rdr+(v 7“2)

Diese Gleichung la8t sich mit Hilfe der Substitution x = «r in die Besselsche
Differentialgleichung tiberfithren (sieche Abschn. A.5):

d2J  1dJ m?

— + —— 1—-—)J=0.
a? zdr ( x? )

Losungen dieser Gleichung sind die Bessel-Funktionen

)= (5)" S e ()

Fiir TM-Moden ergeben sich somit die Longitudinalkomponenten

E.(x) = Jpu(yr)e™? cos (%) , B.=0.

Die zugehorige Randbedingung an der Mantelfléche liefert die Einschrinkung

Das heifit die zuldssigen Eigenwerte v der Wellengleichung bestimmen sich
aus den verschiedenen (mit n indizierten) Nullstellen der Bessel-Funktionen.
Diese liegen z.B. fiir rotationssymmetrische Eigenschwingungen (m = 0) bei

Ym=0,n=0I8 = 2.405 , Vpm—on=1R =5.520 , Ym=o,n=2R =8.654,... .
Zu jedem 7., gehoren die Eigenfrequenzen
b= i )
Fiir TE-Moden hat man fiir die longitudinalen Felder

Ei(x) =0, B:() = Jn(yr)e™? sin (]%)

wobei die Randbedingung

0 —s dJ () _

nVB.(2,Y) jarag = dx
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zu beriicksichtigen ist, welche die zuldssigen v mit den Nullstellen der ersten
Ableitung der Bessel-Funktionen in Beziehung setzt. Die ersten Nullstellen
fir m = 0 lauten

Tom = Yonlt =3.832, 7.016 , 10.173, ... .

Im allgemeinen fithren die x,,, zu TE-Eigenfrequenzen wy,y, die von den
TM-Eigenfrequenzen verschieden sind.

2.8 Lagrange-Formalismus in der Elektrodynamik

Der Lagrange- und Hamilton-Formalismus spielt in der Elektrodynamik nicht
solch eine dominierende Rolle wie beispielsweise in der klassischen Mechanik.
Dort liefert die Lagrange-Funktion einen direkten Weg zu den Bewegungsglei-
chungen. Diese sind nun aber in der Elektrodynamik in Form der Maxwell-
Gleichungen bereits gegeben. Trotzdem bietet der Lagrange-Formalismus
einen alternativen Zugang zur Elektrodynamik, der insbesondere auch fiir
den Aufbau anderer Feldtheorien von Interesse ist. Wir stellen deshalb in
diesem Abschnitt kurz die wichtigsten Zusammenhénge vor. Dabei betrach-
ten wir zunéchst die Lagrange-Formulierung der Bewegungsgleichungen eines
Teilchens in einem gegebenen elektromagnetischen Feld und diskutieren an-
schlieflend die Erweiterung des Lagrange-Formalismus auf die Felder selbst.
Desweiteren besprechen wir die sich in diesem Formalismus ergebenden Er-
haltungssédtze und gehen zum Abschlul auf den Zusammenhang zwischen
Symmetrien und dem Prinzip der Fichinvarianz ein.

2.8.1 Lagrange- und Hamilton-Funktion eines geladenen Teilchens

Nach Satz 2.10 gilt folgende relativistische Bewegungsgleichung fiir ein Teil-
chen der Ruhemasse my und der Ladung ¢ in den elektromagnetischen Fel-
dern E und B:

4 . .
C_M¥ o FL=q(E+ZxB).
e /i _ a2 c

c2

Driicken wir die elektromagnetischen Felder durch Skalar- und Vektorpoten-
tiale aus, so ergibt sich

d mex 10A =z
T {—qu— car T X (Vx A)]
104 1 .
= |:—V¢ — Ea —+ *V(AZI?) — C($V)A:|

_ v (A”'” _ ¢> _gda (2.124)
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Durch Vergleich dieses Ausdrucks mit der Lagrange-Gleichung (in vektorieller
Form),

d
Vol — Vsl =0,

erkennen wir, daf sich (2.124) aus der Lagrange-Funktion

.2
L=—me®\[1-Z — g0+ LAa (2.125)
C C

ergibt. Hieraus berechnet sich der generalisierte Impuls P des Teilchens zu

LYY (2.126)

1z ¢
c2

Die zugehorige Hamilton-Funktion ist daher gegeben durch

m002

7Q+q¢.
Vi-%

Hierin eliminieren wir mit Hilfe von (2.126) & zugunsten von P und erhalten
schliefflich

P:ViL:p+%A:

H=Pzx-L=

2
H:\/m%c4+02 (P—%A) +qo .

Satz 2.28: Lagrange- und Hamilton-Funktion einer Ladung g
im elektromagnetischen Feld

/ .2
T .
L = —moc? 1—6—2—q¢>+%Aw

H = \/mgc4+c2 (P—%A)2—|—q¢.

Aus Unterabschn. 1.6.5 ist bekannt, dafl die relativistische Lagrange-Funktion
eines freien Teilchens gegeben ist durch

-2
T
2
Lei = —mgoc 1- 2
C

Wir schlieflen hieraus, daf die Lagrange-Funktion

L'= L= Ly = —qp+ 2 Ad = —%uuA“ L=

die Wechselwirkung des Teilchens mit dem elektromagnetischen Feld be-
schreibt.
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2.8.2 Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes

Wir erweitern jetzt unsere Diskussion und zeigen, wie sich der relativistische
Lagrange-Formalismus von Punktteilchen auf kontinuierliche Felder erwei-
tern 148t. Hierzu betrachten wir zunéchst ganz allgemein ein System von
Feldern ¢;(x), die von den Vierervektoren z* abhingen. Ausgangspunkt ist
die Lagrange-Funktion L, welche zu einer Lagrange-Dichte L(¢i, 0, i, x) der
Felder ¢; verallgemeinert wird, aus der sich die Wirkung .S durch Integration
iiber die vierdimensionale Raum-Zeit ergibt:

S = /d4x£(¢i,5'u¢i,x) .

Nun ist es sinnvoll, eine Reihe von Bedingungen an die Form der Lagrange-
Dichte zu stellen. Zuerst fordern wir natiirlich, dafl der Formalismus die
uns bekannten Bewegungsgleichungen, also im Falle der Elektrodynamik die
Maxwell-Gleichungen, liefert. Hieraus folgt, dafl die Lagrange-Dichte Ablei-
tungen in den Feldern von hochstens 1. Ordnung enthalten darf. Da wir ferner
nur lokale Feldtheorien betrachten wollen, kann die Lagrange-Dichte nur von
den Feldern an einem Ort x abhéngen. Schliellich sollte £ unter Eichtrans-
formationen hochstens um eine totale Divergenz gedndert werden, damit die
Wirkung invariant bleibt.

Lagrange-Gleichungen. Betrachten wir zunichst die Variation der Wir-
kung S unter der Variation d¢ einer beliebigen Feldkomponente ¢(x),

6S:/d4 P‘%ﬂ oL (&@)}

¢ 9(0u0)
e[t foun ]

wobel wir analog zu Unterabschn. 1.2.3 davon ausgehen, dafl ¢(x) auf der im
Unendlichen liegenden Raum-Zeit-Hyperfléiche fixiert ist (,,feste Endpunkte®)
bzw. dort verschwindet:

0G(2)] g1 | 500 = [0'(2) = B(2)]jar| 500 =0 -

Weil der letzte Term von (2.127) eine totale Divergenz ist, kann er mit Hilfe
des vierdimensionalen Gauflschen Satzes in das Oberflichenintegral

/ d4“"”a“{ (8;5)5‘4 / d“"[ <af¢)5¢]

umgeschrieben werden, das nach unserer Voraussetzung verschwindet. Folg-
lich fiihrt die Stationaritdtsforderung der Wirkung auf die Lagrange- Gleichung
des Feldes ¢:

oL oL

W=0= 35 "% 50,9

=0 . (2.128)
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Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes. Aufgrund der o.g.
Forderungen an die Lagrange-Dichte kann man zeigen, dafl £ prinzipiell nur
folgende Lorentz-Skalare enthalten darf:

0,A"0"A, , 0,AY0, A", (81“4“)2 , A AR g AR
Diese Terme miissen in der Lagrange-Funktion derart auftreten, dafl (2.128)
gerade die inhomogenen Maxwell-Gleichungen

ar
GMFW, = ?]V

liefert (siehe Satz 2.9).'° Man verifiziert leicht (Anwendung 35), daf$} die fol-
gende Lagrange-Dichte diese Bedingung erfiillt:

Satz 2.29: Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes
1

1
L= e ol = Ej“AM + totale Divergenz .

Eichinvarianz. Fiihrt man jetzt eine Eichtransformation
AP — AT = AP — OGPy
aus, dann enthélt £ im Vergleich zu £ den zusétzlichen Term j,0"x/c, den
wir als eine totale Divergenz schreiben kénnen, falls der Strom erhalten ist:
juaﬂx = 8”(qu) .
Mit anderen Worten: Die Erhaltung des Viererstromes j* ist notwendig und
hinreichend fiir die Eichinvarianz der Theorie.

Hamilton-Formalismus. Nachdem wir eine formale Analogie zwischen
dem Lagrange-Formalismus eines Teilchens und dem des Feldes gefunden
haben, fragen wir nun nach der Verallgemeinerung der Hamilton-Funktion

H=> pigi—L
5

fiir Felder. Dazu betrachten wir die Hamilton-Dichte
0L 9¢
— e
8(E) ot
und verallgemeinern sie zu einem kontravarianten Tensor zweiter Stufe, dem
sog. Energie-Impuls-Tensor:
o _ oL
9(0,9)
Dieser Tensor ist in Verbindung mit Satz 2.29 allerdings nicht identisch mit
dem Maxwellschen Spannungstensor T#" aus (2.46) in Unterabschn. 2.3.5.

p—gL . (2.129)

19 Die homogenen Maxwell-Gleichungen 8,G** = 0 sind aufgrund der Definition
von F'*¥ automatisch erfiillt.



228 2. Elektrodynamik

Insbesondere ist @#" nicht unbedingt symmetrisch, wie es die Drehimpulser-
haltung fordert. Jedoch kénnen wir zu ©@*” immer einen Term

0" = O™ .
mit
SOn,ulz — —(Pl“ﬂ/ , 8Ma'€spn,uu =0

hinzuaddieren. W&hlt man im Fall der Elektrodynamik
- 1
nw o _ » FriAY ,
O = 0l )

so folgt der symmetrisierte Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen
Feldes,

~ 1 1
Clad + e =T = Z <9MKFR)\F)‘V + 49WFR)\FK>‘) )
™

der nun in der Tat mit dem Spannungstensor (2.46) iibereinstimmt.

2.8.3 Erhaltungssitze, Noether-Theorem

Wir wollen nun analog zu Unterabschn. 1.2.2 den Zusammenhang zwischen
Symmetrien und Erhaltungssitzen aufzeigen. Dazu betrachten wir zunéchst
ein einzelnes skalares Feld ¢(x) und berechnen die Variation der Wirkung
unter einer sehr allgemein gehaltenen gleichzeitigen Variation von x und ¢:

ot — 't =2t + 5t P(x) — ¢'(2) = d(z) + Ad(x) .

Dabei ist zu beachten, dafli A¢ die totale Variation von ¢ an zwei verschie-
denen Raumzeitpunkten bedeutet und iiber

Ad(x) = ¢'(a") — ¢(2") + o(2') — d(x) = 60 + (,¢)0x” }

mit der Variation d¢ von ¢ am selben Raumzeitpunkt zusammenhingt. Die
letzte Beziehung reflektiert wieder die Fixierung von ¢ auf dem Rand der
Raum-Zeit. Fiir die Berechnung der Variation

08 = /6(d4m)ﬁ+/d4x6£
bendtigen wir noch die Funktionaldeterminante

oz’

./EV

(2.130)

d*e =

o [ } ’ d*z = |det[8} + 0, (02")]| d*w = [1 + 9, (62")]d"2

= §(d*z) = 9,,(0z")d*x.

Insgesamt folgt
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58 = / d*zLd, (54 + / d'z {(8“15)51: +g—¢5¢+ (M d))aﬂ(&ﬁ)
u
oL
d*z [ Ou ]5 68,
-/ ]
mit
68, = / d*z0,(Lox") + / d*z0, [ (M 5.9) &4
I
_ / d*20,,(Co2") + / d'z0, { a(?)ﬁ 5 (A(b—(&,qb)éxl’)]
I

oL
= 120 A "o, ¢
/dm“{<#@ - x}

wobei partielle Integration, die Beziehung (2.130) und der Energie-Impuls-
Tensor (2.129) benutzt wurden. Betrachten wir nun infinitesimale Transfor-
mationen der Art2’

0z, = Xpo(x)de® | Ad = W, (x)0€” ,

mit einer Matrix X und einem Vektor ¥ sowie den infinitesimalen Parame-
tern de®. Dann folgt aus der Invarianzforderung der Wirkung und der An-
nahme, daf§ das transformierte Feld der Lagrange-Gleichung (2.128) geniigt,
der Stromerhaltungssatz

oL
9(0u9)

wobei j# fiir jeden Index a einen sog. Noether-Strom darstellt. Desweiteren
liefert die Integration dieser Beziehung iiber ein hinreichend grofles rdumliches
Volumen zu jedem Noether-Strom einen entsprechenden Ladungserhaltungs-
satz:

1d
oo d3zj0 = /d?’xvg'a = —j{dFja =0

= Q, = /d?’:rjg = const .

8:“-](7 =0 80-]2 = _Vja ) Jét - q/ - o UXI/(L )

Satz 2.30: Noether-Theorem

Aus der Invarianz der Wirkung S = [ d*2L(¢, 8,6, ) unter den Transfor-
mationen

>

20 In Anwesenheit mehrerer Felder ist die zweite Beziehung auf A¢; = ¥;,d¢* zu
erweitern.
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ot — oM = gh + dzt ,  0xy, = X, .(x)0€”

p(z) — ¢'(2') = ¢(z) + Ag(z) , Ap(x) = Wa(x)de”
folgt die Erhaltung der Noether-Strome

. oL y .
Jb = WWCL — O X, Oujl =

sowie der Ladungen

d
= 3.0 —_— =
Qo= [ e, $u=0.

Als Beispiel dieses Satzes betrachte man eine Transformation, die den Ur-
sprung der Zeit und des Ortes verschiebt:

Xoe=0u,¥Y =0=90dx,=¢,, Ap=0.

Hieraus ergibt sich sofort
o I 033,. _
g =-6r, /QQd x = const .

Nun wissen wir aus unser vorherigen Diskussion, daf [ ©%d%x der Viererim-
puls des Feldes ist. Dies bedeutet: Die Invarianz des Wirkungsintegrals unter
Raum- und Zeittranslationen fiihrt zur Erhaltung des Impulses und der Ener-
gie des elektromagnetischen Feldes. Dieses Resultat ist uns bereits aus der
klassischen Mechanik wohlvertraut. Auf &hnliche Weise folgen die Erhaltung
des Drehimpulses und der Schwerpunktsatz aus der Invarianz der Wirkung
unter Rotationen von z* bzw. unter Verschiebung von z* mit konstanter
Geschwindigkeit.

2.8.4 Interne Symmetrien und Eichprinzip

Die 10 klassischen Erhaltungsséitze ergeben sich aus der Invarianz der Wir-
kung unter Transformationen, die Raum und Zeit betreffen. Hat man es mit
mehr als einer Feldkomponente zu tun, dann sind neben den Raum-Zeit-
Symmetrien zusétzliche Symmetrien unter internen Transformationen mit
dzt = 0 moglich (interne Symmetrien). In diesem Fall ist die Invarianz der
Wirkung gleichbedeutend mit der Invarianz der Lagrange-Dichte, bis auf eine
etwaige totale Divergenz.

Als einfaches Beispiel betrachten wir im folgenden ein zweikomponentiges
Feld und diskutieren die Invarianz der Lagrange-Dichte unter Rotationen der
zwei Komponenten. Dabei beginnen wir mit einer globalen Eichtransforma-
tion, bei der beide Feldkomponenten an allen Orten der gleichen Transfor-
mation unterliegen. Im Anschlufl diskutieren wir die Implikationen, die sich
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ergeben, falls wir die Invarianz der Theorie unter lokalen Fichtransformatio-
nen fordern. Dies fiithrt auf das fiir die Hochenergiephysik so wichtige Prinzip
der lokalen Eichinvarianz.

Globale Eichinvarianz. Als Ausgangspunkt unserer Diskussion wéhlen wir
die Lagrange-Dichte
L= (9,0)(0"¢*) —m®po" (2.131)

die von den zweikomponentigen Skalarfeldern

¢ = \%(Gﬁl +igg) , " = %@51 — i)

abhéngt. Sie beschreibt z.B. die relativistische Bewegung eines freien Elek-
trons mit zwei inneren Zustinden (Spin up und Spin down). Die Lagrange-
Gleichungen fithren auf die Klein-Gordon-Gleichungen

(00" + m*)o =0, (00" + m?)¢* =0,
welche relativistische Verallgemeinerungen der nichtrelativistischen Schro-
dinger-Gleichung sind. Neben der o.g. Raum-Zeit-Symmetrie besitzt die

Lagrange-Dichte (2.131) eine zusétzliche Symmetrie: Sie ist invariant unter
der internen globalen Transformation

P(z) — ¢'(z) = e7¢(z) ~ ¢(x)(1 — igA)

. , ozt =0,
0% (2) — ¢ (2) = @916%(2) ~ ¢*(2) (1 + igA)

wobei ¢ und A reelle Konstanten bezeichnen. In obiger Notation haben wir
Xe=0,V¥=—iqgp, ¥" =igep*, de=A,

woraus der zugehorige erhaltene Noether-Strom

oL oL
= v+ v
7T 90,0) " 00,07
folgt.

T =iq(¢"0"¢ — ¢0"9")

Lokale Eichinvarianz. Als nichstes wollen wir untersuchen, was passiert,
wenn wir fordern, dafl unsere Theorie auch dann invariant ist, wenn wir statt
der globalen Eichtransformation eine lokale Eichtransformation ausfiihren.
Zu diesem Zweck ersetzen wir die Konstante A durch eine Funktion A(z).
Mit

¢'(z) = [1 —iqA(z)]¢(z) , ¢ (z) = [1 +igA(z)]¢"(x)
und

9" = (1 —igA)d,¢ — iqpd, A , O"¢™ = (1 +1igA)oH¢* +iqp* o' A
sehen wir, daB sich jetzt die Terme J,¢ und 0"¢* anders transformieren

als ¢ und ¢* selbst. Als Konsequenz kann die Lagrange-Dichte (2.131) nicht
mehr unter dieser Transformation invariant sein. Einsetzen und Ausnutzen
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der Lagrange-Gleichungen fiir ¢ und ¢* ergibt fiir die Anderung der Lagrange-
Dichte

oL ; oL
9(0,9) ‘4 5(0,9)

Der erste Term ist eine totale Divergenz, die zu keiner Anderung der Wirkung
fiihrt. Somit verbleibt

0L = —iq [B(0"6")0A — 6" (0" $)9,u ] = 10, A .

Es gibt nun aber einen Weg, die lokale Eichinvarianz der Theorie zu retten,
indem man namlich zwei weitere Terme

Ly = —jA, = —iq(¢"0"¢ — ¢0"¢")A
Ly = ¢?A,A "¢

5L = —igAd, { =60, A — (¢ — 6") .

zu L hinzufiigt und eine Vorschrift definiert, wie sich der Vierervektor A,
unter der lokalen Eichtransformation verhélt:

Ap(z) — Al (x) = Au(z) + 0, A(x) -
Mit diesen Vereinbarungen findet man wie gewiinscht
OL+0L1+6L2=0.

Wir sehen also, da8 die Eichinvarianz der Theorie nur dann gewihrleistet
wird, falls wir den Strom j* an ein neues Feld A* koppeln. Die Stérke
der Kopplung ist durch die Kopplungskonstante q gegeben, die man mit
der Ladung des Feldes ¢ identifiziert. Unsere Theorie wird schliefllich ver-
vollstéindigt, indem wir auch fiir das Feld A* einen kinetischen, quadrati-
schen Term zulassen. Von diesem miissen wir dann allerdings wieder lokale
Eichinvarianz fordern. Aus unseren bisherigen Betrachtungen wissen wir, daf3

1 v
£3 = _]_677TFHVFHJ 5 F,U'V - 8HA,, - OIJAM

diese Forderung erfiillt. Wir erhalten somit insgesamt die lokal eichinvariante
Lagrange-Dichte

L= (0, +igA,)p(0" — igA")¢* — m>¢* ¢ — —FWF‘“’ (2.132)

Zusammenfassend ergibt sich folgendes bemerkenswertes Resultat: Um die
globale Eichinvarianz unserer Theorie auf lokale Eichinvarianz zu erweitern,
hat man ein elektromagnetisches Feld A*, das sog. Fichpotential, mit einem
bestimmten Transformationsverhalten einzufiihren, welches an den Noether-
Strom j# koppelt. Dies ist der Inhalt des Fichprinzips. Durch Hinzufiigen
eines in A" quadratischen Terms werden die A" selbst zu dynamischen Ob-
jekten der Theorie.
Unter Einfiihrung der eichkovarianten Ableitungen

D, = 8, +iqA, , D™ = 9" —igA"
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mit

D¢ = (1 -igA)D,d , D¢/ = (1+igA)D"¢"
148t sich (2.132) in der Weise

* * * 1 v

L= (Du¢)(D Ho*) — m2q§ ¢ — EF“VF#
schreiben. Die Lagrange-Gleichungen fiir die Felder A* fithren auf

0, F" = —Amj# |
wobei

j* =iq(¢* D¢ — ¢D*™¢")

der erhaltene Noether-Strom der lokal eichinvarianten Theorie ist. Man be-
achte schliefflich, dafl das Hinzufiigen eines Terms der Art

mQAMA“

die Eichinvarianz der Theorie verletzt. Hieraus schlieflen wir, daf3 das elek-
tromagnetische Eichfeld masselos ist.

Satz 2.31: Eichprinzip
Die Lagrange-Dichte eines komplexen skalaren Feldes
£ = (0,)(0"6") —m29*6
ist nur dann invariant unter den lokalen Eichtransformationen
#(x) = D (a) | ¢ (z) = @)
falls
o cin Vektorfeld A*(z) eingefithrt wird, das sich geméf}
A, — A4, =A,+8,4
transformiert, und
o die Ableitung 0,, durch die eichkovariante Ableitung
D, =0, +iqA, bzw. D =0, —iqA,
ersetzt wird.

Die lokal eichinvariante Lagrange-Dichte lautet dann
* * * 1 v
£ = DugD*¢" — m?§*¢ — T —Fyu, FH .

Aus der Forderung der lokalen Eichinvarianz folgt die Existenz des elektro-
magnetischen Feldes.
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2. Elektrodynamik

Zusammenfassung

Die Dynamik eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen Feld 148t
sich mit Hilfe einer Lagrange- bzw. einer Hamilton-Funktion beschreiben.

Man kann den Lagrange-Formalismus (mit einigen wenigen Freiheitsgra-
den) auf kontinuierliche Systeme (mit unendlich vielen Freiheitsgraden)
verallgemeinern, indem die Lagrange-Funktion durch eine Lagrange-
Dichte ersetzt wird. Mit ihrer Hilfe gelangt man zu Lagrange-
Gleichungen, die analog zur Punktmechanik die Dynamik kontinuierli-
cher Systeme beschreiben. Im Falle der Elektrodynamik erhélt man aus
ihnen wieder die Maxwellschen Gleichungen.

Die Invarianz der Wirkung unter Transformationen des Raum-Zeit-
Vierervektors und der Felder fithrt auf Erhaltungsséitze. Dies ist das
Noether-Theorem. Es gilt auch fiir interne Symmetrien.

Die Forderung nach Invarianz einer Lagrange-Theorie unter lokalen Eich-
transformationen fithrt auf die Existenz von Eichfeldern.

Anwendungen

35.

Lagrange-Gleichungen. Man berechne die Lagrangeschen Bewegungs-

gleichungen, die sich aus der Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes
sowie aus der Lagrange-Dichte eines reellen skalaren Teilchens ergeben.

Losung. Die Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes ist

Dar

und

1 1
= ——F, FoB _ — A o
£ 167 7 c
1 1
— - Y AP _ AP AVN(AX AB _ AP A _ ~ A
167Tgmggp(8 A OPAMY(0“A 0P A%) cA Ja -
aus berechnen wir
oL 1.
a0 — v
0AY c
oL 1

S0y = om0 [0L — )™ 4 (070] — 8107)F"]

1 1
_7FV_FI/ FV_FIJ = - v -
167r( " pt Fp ) e

Somit folgt

Die

aT
a#FMV = ?.]V .

Lagrange-Dichte des reellen skalaren Feldes ist
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L= (020)(0%¢) —m?¢® = g% (0a0)(0p0) — m*¢” .
Damit berechnen wir

oL

O 502
96 2m-¢
und
oL
= g*P(51Dpp + 0450a0) = 20"¢ .
8(({9“(]5) g ( « ﬂ¢ B d)) ¢
Es folgt

(0,0 +m2)p =0 .



3. Quantenmechanik

Die Quantenmechanik handelt von der Beschreibung mikroskopischer Phéno-
mene auf atomarer Lingenskala (~ 1071° m). Sie wurde durch Max Planck,
Niels Bohr, Erwin Schrodinger, Werner Heisenberg und andere Physiker in
den zwanziger Jahren des 20. Jahrhunderts entwickelt, als man erkannte,
dafl sich die Naturprinzipien des Mikrokosmos fundamental von denen der
makroskopischen Welt unterscheiden. Zwei wesentliche Merkmale im Bereich
mikroskopischer Naturerscheinungen sind zum einen, dafl es dort keine strikte
Zweiteilung zwischen wellenartigen und korpuskularen Phdnomenen gibt. Je
nach experimenteller Anordnung lassen sich Teilchen wie etwa das Elektron
als Korpuskel oder als Welle interpretieren. Zum anderen kénnen gewisse
dynamische Groflen, z.B. die Energie oder der Drehimpuls eines gebundenen
Systems, nicht jeden beliebigen Wert annehmen sondern sind gequantelt, d.h.
auf bestimmte diskrete Vielfache einer Konstanten festgelegt. Durch Abkehr
von klassischen physikalischen Vorstellungen des ausgehenden 19. Jahrhun-
derts und Einfiithren eines neuen mathematischen Konzeptes ist die Quan-
tentheorie in der Lage, diesen Aspekten der Mikrowelt Rechnung zu tra-
gen und quantitative Vorhersagen zu machen, die im Experiment bestétigt
werden. Da sie eine nichtrelativistische Theorie ist — sie wurde erst in den
dreifliger Jahren durch Paul Dirac zur relativistischen Quantentheorie erwei-
tert — beschrinkt sich ihr Giiltigkeitsbereich auf kleine Geschwindigkeiten
im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit bzw. auf kleine Bindungsenergien im
Vergleich zu den Konstituentenmassen gebundener Systeme. Trotzdem bil-
det sie auch heute noch die physikalisch-mathematische Grundlage fiir die
Entwicklung der Atom- und Elementarteilchenphysik bis hin zu modernen
Quantenfeldtheorien, welche die Wechselwirkung elementarer Teilchen durch
virtuelle Austauschprozesse von Feldquanten beschreiben.

Im Gegensatz zu allen klassischen korpuskularen Theorien ist die Quan-
tenmechanik eine probabilistische Theorie, die lediglich Wahrscheinlichkeits-
aussagen iiber physikalische Systeme macht. Jeder Zustand wird durch einen
abstrakten Vektor im Hilbert-Raum représentiert, der die Wahrscheinlich-
keitsamplituden fiir alle moglichen Zustandskonfigurationen enthélt. Die zeit-
liche Entwicklung dieses Vektors ist allerdings streng deterministisch und
folgt einer partiellen Differentialgleichung, der sog. Schrodinger-Gleichung.
Sie stellt die Grundgleichung der Quantenmechanik dar. Die Quantisierung
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der Theorie kommt im wesentlichen dadurch zustande, dafl den klassischen
dynamischen Groflen wie Energie, Impuls etc. Operatoren zugeordnet werden.
Eine zentrale Folge des probabilistischen Konzeptes ist, daf} sich die quanten-
mechanische Beschreibung von Messungen grundlegend von der klassischen
unterscheidet und mit dem Eigenwertproblem hermitescher Operatoren eng
verkniipft ist.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels fithren wir den von Paul Dirac ent-
wickelten mathematischen Formalismus ein, der im wesentlichen aus Gebieten
der linearen Algebra mit einer neuartigen Notation besteht. Wir besprechen
insbesondere die Darstellung quantenmechanischer Zusténde durch Bra- und
Ketvektoren sowie das Eigenwertproblem linearer Operatoren.

Abschnitt 3.2 beschéftigt sich mit den physikalischen Grundlagen der
Quantentheorie. Es werden die quantenmechanischen Postulate vorgestellt
und in einem allgemeinen Rahmen diskutiert. Dabei werden wir sehen, dafl
sich die Quantentheorie in unendlich vielen dquivalenten Bildern abstrakt
beschreiben 148t, die {iber unitdre Transformationen miteinander verbunden
sind. W&hlt man innerhalb eines Bildes eine spezielle Basis, dann liefert dies
eine konkrete Darstellung der Theorie. Innerhalb eines Bildes gelangt man
von einer Darstellung zur anderen ebenfalls mittels unitdrer Transformatio-
nen.

Als erste konkrete Anwendungsbeispiele betrachten wir in Abschn. 3.3
eindimensionale Systeme, fiir die man die Schrodinger-Gleichung exakt lsen
kann und anhand derer sich einige typische Quanteneffekte studieren lassen.
Wir begegnen auch hier dem aus der Elektrodynamik bekannten Effekt des
ZerflieBen eines Wellenpaketes, der hier allerdings anders zu interpretieren
ist.

In Abschn. 3.4 diskutieren wir den Drehimpulsoperator, der in der dreidi-
mensionalen Quantenmechanik eine {iberaus wichtige Rolle spielt. Er ist ganz
allgemein iiber bestimmte Kommutatorrelationen definiert; insofern stellt
das quantenmechanische Pendant zum klassischen Drehimpuls lediglich einen
Spezialfall dar. Ein weiterer Drehimpuls ist der Spin, den man sich als eine
Art Eigenrotation von Teilchen vorstellen kann. Ein wichtiger Punkt fiir nach-
folgende Erorterungen ist die Addition bzw. Kopplung quantenmechanischer
Drehimpulse.

Der Abschn. 3.5 ist dreidimensionalen Quantensystemen mit zentraler
Symmetrie gewidmet. Bei solchen Systemen l&3t sich der Winkelanteil der
Schrodinger-Gleichung vollstandig separieren und fithrt auf Eigenlésungen
des Drehimpulsoperators. Es verbleibt eine radiale Schrodinger-Gleichung,
welche fiir einige Systeme, u.a. fiir das naive Wasserstoffatom, gelost wird.

Abschnitt 3.6 beschéftigt sich mit quantenmechanischen Implikationen
elektromagnetischer Wechselwirkungen. Wir zeigen, wie man aus den Ge-
setzen der Elektrodynamik die quantenmechanische Beschreibung der Elek-
tronbewegung in einem dufleren elektromagnetischen Feld erhilt. Weitet man
das elektrodynamische Eichprinzip auf die Quantenmechanik aus, dann erge-
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ben sich interessante physikalische Konsequenzen, die sich in der Tat expe-
rimentell beobachten lassen. Wir besprechen desweiteren das Stern-Gerlach-
Experiment und liefern somit die physikalische Begriindung des o.g. Spinfrei-
heitsgrades.

Da sich die meisten Quantensysteme analytisch nicht exakt 16sen lassen,
mufl man auf bestimmte Ndherungsverfahren zuriickgreifen. Im Falle stati-
scher gebundener Systeme bietet sich die zeitunabhéngige Storungstheorie
an, die wir in Abschn. 3.7 besprechen. Sie liefert insbesondere den adéiqua-
ten Rahmen zu einer realistischeren Beschreibung des Wasserstoffatoms, in
der die Kopplung zwischen Bahndrehimpuls und Spin des Elektrons (Fein-
strukturaufspaltung) sowie die Kopplung zwischen Elektron- und Kernspin
(Hyperfeinstrukturaufspaltung) beriicksichtigt ist.

Abschnitt 3.8 handelt von atomaren Ubergingen. Sie sind eine Folge
der Wechselwirkung zwischen Atomen und elektromagnetischer Strahlung
(Strahlungsemission bzw. -absorption), bei der die Hiillenelektronen ihren
Quantenzustand wechseln. Da auch diese Probleme i.a. nicht exakt l6sbar
und iiberdies zeitabhéngig sind, verwendet man hierbei die zeitabhingige
Storungstheorie. Mit Hilfe dieser Methode berechnen wir die Matrixelemente
(Ubergangsraten) fiir verschiedene atomare Uberginge in der Dipolniéherung.

Im Gegensatz zur klassischen Mechanik, in der selbst identische Teilchen
anhand ihrer verschiedenen Trajektorien im Prinzip immer unterschieden
werden konnen, gibt es in der Quantenmechanik neben unterscheidbaren
Teilchen auch identische Teilchen. Die hieraus folgenden Implikationen fiir
quantenmechanische Viel-Teilchensysteme sind Gegenstand des Abschn. 3.9.

Der letzte Abschnitt beschiftigt sich mit der Streuung von Teilchen. Die
Idee hierbei ist, den Streuvorgang durch eine asymptotische Wellenfunktion
zu beschreiben, die in einen einfallenden und einen gestreuten Anteil aufge-
teilt wird. Aus der Amplitude des gestreuten Teils 148t sich dann der diffe-
rentielle Wirkungsquerschnitt des Streuprozesses leicht berechnen.

3.1 Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik

In diesem Abschnitt werden einige mathematische Grundkonzepte der Quan-
tenmechanik vorgestellt. Es sind dies im wesentlichen Elemente aus der Li-
nearen Algebra, die dem Leser bereits vertraut sein sollten. Dieser Abschnitt
wiederholt daher nur das Wesentliche und fiithrt dabei zugleich die von Dirac
eingefithrte Schreibweise der Bras und Kets ein. Neben dem zentralen Begriff
des Hilbert-Raumes diskutieren wir insbesondere lineare Operatoren und ihre
Eigenwertprobleme. Es schlieBen sich Betrachtungen {iber die Beschreibung
von Vektoren und Operatoren in bestimmten Darstellungen (Basissystemen)
an.
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3.1.1 Hilbert-Raum

Im allgemeinen wird jedem quantenmechanischen Zustand eine bestimmte
Art von Vektor zugeordnet, der nach der Diracschen Notation Ketvektor oder
Ket genannt und durch das Symbol |-) gekennzeichnet wird. Um verschiedene
Kets voneinander zu unterscheiden, setzt man in dieses Symbol ein oder meh-
rere Indizes ein, die diskrete oder kontinuierliche Werte annehmen koénnen.
Die Gesamtheit der Kets bilden einen Vektorraum, den sog. Hilbert-Raum.
Er erlaubt es, die Quantenmechanik auf allgemeine, von bestimmten Darstel-
lungen unabhéngige Weise zu formulieren.

Definition: Hilbert-Raum #

Der Hilbert-Raum # ist ein linearer Vektorraum iiber dem Koérper der kom-
plexen Zahlen mit einem hermiteschen Skalarprodukt. Auf dem Hilbert-
Raum sind zwei Verkniipfungen definiert:

e Mit |v) € H und X\ € Cist auch A |v) ein Element des Hilbert-Raumes.
o Aus |v) ,|u) € H folgt |v) +|u) € H (Superpositionsprinzip).

Metrik des Hilbert-Raumes
Das Skalarprodukt des Kets |u) mit dem Ket |v) ist die i.a. komplexe Zahl
(v||u) = (v| u). Es besitzt folgende Eigenschaften:

e Das Skalarprodukt von |v) mit |u) ist komplex konjugiert zum Skalar-
produkt von |u) mit |v):

(v]u) = {ulv)" . (3.1)

e Jeder Vektor hat ein reelles, positives Normquadrat:

(ulu) >0 (= 0 genau dann, wenn |u) =0) .

e Das Skalarprodukt (v|w) ist linear in |u) und antilinear in |v):

(v (A1 ur) + A2 fu2)) = A1 (v]ur) + Az (v]uz)
((v1] A+ (el A2) [u) = AT (v1|u) + A3 (v2|u) , M2 € C.

Hieraus folgt die Schwarzsche Ungleichung
| (v u) [ < (vl v) (ul u)

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn |v) und |u) proportional
zueinander sind, d.h. |v) = A |u).

In der Quantenmechanik hat man es je nach physikalischer Fragestellung mit
endlich- oder unendlichdimensionalen Hilbert-Rdumen zu tun. Wir setzen im
weiteren Verlauf stets voraus, daf3 die betrachten Raume beziiglich der durch
das Skalarprodukt gegebenen Norm | (u|u)| vollstdndig sind, ohne dies je-
desmal explizit zu zeigen.
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Dualer Raum. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dafl man jedem Vek-
torraum einen dualen Vektorraum zuordnen kann. Seine Elemente sind alle
linearen Funktionen x(|u)) der Kets |u) und besitzen die fiir Vektoren cha-
rakteristische Superpositionseigenschaft. Sie werden Bravektoren oder einfach
Bras genannt und durch das Symbol (| dargestellt. Das Skalarprodukt zwei-
er Ketvektoren |v) und |u) 148t sich demnach interpretieren als der Wert der
linearen Funktion v, angewandt auf den Ket |u):

(vlw) =v(|u)) -

Zwischen den Elementen des Ket- und des Bra-Raums existiert eine eindeu-
tige antilineare Zuordnung, die sog. Konjugation:

lu) =D Nili) = (ul = (i A] . (3.2)
Fiir das physikalische Verstindnis der folgenden Abschnitte ist es ausrei-
chend, das Skalarprodukt als Abbildung zweier Vektoren des Hilbert-Raumes
zu betrachten: (-|-) : H xH — C.

Definition: Orthonormalbasis, Projektionsoperator

e Zwei Vektoren |n) ,|m) heiflen orthonormal, falls (n|m) = §,m,.

e Eine minimale Menge von orthonormalen Vektoren {|n) ,n = 1,2,...}
heiflt Orthonormalbasis von einem Teilraum von H, wenn sich jeder Vek-
tor |u) dieses Raumes als Linearkombination in der Weise

lu) = In) e, co = (n|u)
= |n) (n|u)
=Puylu) , Pay=>_In) (n| =1

darstellen 148t. Entsprechendes gilt fiir Bravektoren:

(vl =) (vln)(n] = {v] Pray -

n

P (ny definiert den Einsoperator. Er besteht aus der Summe der Projektions-
operatoren P, = |n) (n|, die jeweils auf den Basisvektor |n) projizieren.

Fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren |v) ,|u) 1a8t sich mit Hilfe des Eins-
operators schreiben:

(vlu) = (| PayPraylu) =D (vln) (n|m) (m| )

= 3" (olm) ()

n,m
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Hieraus folgt die Vollstindigkeitsrelation
uy =Y |(n|u)

Mit Hilfe dieser Beziehung kann man explizit priifen, ob eine Menge von
orthonormalen Vektoren eine Basis darstellt.

Uneigentliche Hilbert-Vektoren. Wie wir spiter sehen werden, ist es
notwendig, auch Vektoren einzubeziehen, die keine endliche Norm besitzen
und von mindestens einem kontinuierlichen Index abhéngen. Solche uneigent-
lichen Hilbert-Vektoren gehoren in voller Strenge nicht zu H. Aber Linear-
kombinationen der Art

W) = 7)\(u) V) dv

gehoren dazu und erfiillen alle Eigenschaften von Hilbert-Vektoren. Fiir unei-
gentliche Hilbert-Vektoren sind obige Begriffe und Beziehungen in folgender
Weise zu ergéinzen:

Definition: Orthonormalbasis, Projektionsoperator
(im kontinuierlichen Fall)

o Zwei uneigentliche Hilbert-Vektoren |u) ,|v) heifilen orthonormal, falls
(plv) =d6(p—v).

e FEine minimale Menge von orthonormalen uneigentlichen Hilbert-
Vektoren {|v) ,v € IR} heifit Orthonormalbasis von einem Teilraum von
‘H, wenn sich jeder eigentliche Vektor |u) dieses Teilraums als Integral
itber v in der Weise

=Puyluw) , Puy :/dV|V> (v] =1

darstellen 1a83t.

Mit diesen Definitionen ergibt sich in volliger Analogie zum endlichen, dis-
kreten Fall fiir das Skalarprodukt (v|w)

(v|u) = (v Py Py [w)

/dl//dl/ (v|v) (v|V) (V| u)
= [ [ (wlvps - ) (o19) (] )
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:/dy<v\u><y|u> .

Die Vollstandigkeitsrelation lautet hier

() = [ av] (v]u)

Kombinierte Systeme. Im Zusammenhang mit N-Teilchensystemen wer-
den wir die Kombination von Teilchen aus verschiedenen Vektorrdumen
benétigen. Dazu definieren wir:

Definition: Tensorprodukt zweier Vektorraume:

Seien €; und ey zwei Vektorrdume und |u(1)> € €1, |u(2)> € €9. Dann
spannen die Kets ‘u(1)> ® ‘ u(2)> = ‘u(l);u(2)> den Tensorraum e, ® €5 auf,
der per definitionem folgende Eigenschaften besitzt:

e dim(e; ®e) = dim(eg) - dim(ez) (sofern €; und ez endlichdimensional).

e Kommutativitéit: ‘u(l);u(2)> = |u(2);u(1)> .

e Distributivitéit bzgl. der Addition:
) =3[0) )
N ‘u<1>;u(2)> — ,\‘U<1>;u<2>> +u‘w‘”;u(z)>

und
) =)+

N ‘u<1>;u(z)> — A‘u<1);v<2>> +M‘u<1>;w<2>> _

Seien A™M und A®) Operatoren (siche nichster Unterabschnitt) auf den
Vektorrdumen €; bzw. e5. Dann gilt

AD [4D) = [0 = AD [4D; @) = [oD;u®)

AD [4@) = [4@) = AD [4D; @) = [4D; @) .
Hieraus folgt fiir den Kommutator (sieche Seite 245)

[AD AP = AW A® _ AP 4D — ¢ |

d.h. die Operatoren auf ¢; kommutieren mit denen auf e¢5. Entsprechendes
gilt fiir den dualen Tensorraum.
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3.1.2 Lineare Operatoren’

Lineare Operatoren spielen in der Quantenmechanik eine zentrale Rolle, da
sie im engen Zusammenhang mit physikalischen Gréflen stehen. Zudem wer-
den Verdnderungen an Zusténden, insbesondere solche, die durch Messungen
hervorgerufen werden, durch lineare Operationen dargestellt.

Definition: Linearer Operator A

Ein linearer Operator A ordnet jedem Ket (Bra) eines Teilraums des
Hilbert-Raumes 7, dem Definitionsbereich, einen Ket (Bra) aus einem Teil-
raum von H, dem Wertebereich, zu:

Alu) =]v) , (W]A=(] .

Er besitzt die Eigenschaften
AN Jur) + Ao |ug)) = MA|ug) + Ao A |us)
((ur] Adx 4 (up| A2)A = ((ui] A)Ar + ((up| A)Az

Zwei Operatoren sind identisch, wenn sie denselben Definitionsbereich be-
sitzen und fiir jeden Zustand auf denselben Zustand des Wertebereiches
abbilden.

Demnach ist u(A |v)) eine lineare Funktion von |v), da « und A linear sind.
Daraus folgt

u(Afv)) = ((u] A)[v) = (u[Alv) .
Die Reihenfolge der Wirkung von u und A auf |v) spielt somit keine Rolle,

und man kann etwaige Klammern weglassen. Die wichtigsten algebraischen
Operationen mit linearen Operatoren sind:

e Multiplikation mit einer Konstante c:

(cA) [u) = c(Alu)) , (] (cA) = ((v'| A)c.

e Operatorsumme S = A + B:
Slu)y =Alu) +Blu) , (]| S=(|A+ (V| B.

e Operatorprodukt P = AB:
Plu) = A(B|u)), (v|P=((«| A)B .

Hierbei mufl der Definitionsbereich von A natiirlich den Wertebereich von
B umfassen.

L Zur Verdeutlichung und um Verwechslungen mit klassischen GréBen zu vermei-
den, werden quantenmechanische Operatoren durchweg fett und mit Grofibuch-
staben dargestellt. Dies gilt sowohl fiir Vektoroperatoren (etwa den Drehimpuls
L) als auch fiir skalare Operatoren (z.B. die einzelnen Komponenten des Dreh-
impulses, Ly, Ly, L.).
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Kommutator. Im Gegensatz zur Summe ist das Produkt zweier linearer
Operatoren A und B i.a. nicht kommutativ, d.h. der Kommutator
[A,B]=AB - BA

ist i.a. von Null verschieden. Einige niitzliche Rechenregeln, die sich aus der
Definition des Kommutators ergeben, sind

[A,B] = —[B, A]
[A,B+C]| = [A, ] [A,C]
A, BC] [A, B]C + B[A,C]
[A,[B,C] + [B,[C, A]| + [C, A, B]

n—1
[A,B"] = > B°[A,B|B"""!.
s=0

Hermitesche und unitire Operatoren. Aus der eindeutigen Zuordnung
(3.2) zwischen Bra- und Ketvektoren 148t sich eine analoge Beziehung zwi-
schen linearen Operatoren des Hilbert-Raumes und des zu ihm dualen Rau-
mes finden, die sog. Adjunktion:

|v) = Alu) «— (v] = (u| AT .

Diese Zuordnung definiert den zu A hermitesch konjugierten oder adjungier-
ten Operator AT. Aus der Definition des Skalarproduktes (3.1) ergibt sich die
Konjugationsbeziehung

(u] Alv) = (o] AT u)"
woraus sofort folgt:
(AHT = A , (cA)T =c*AT  ce C,
(A+B) = A"+ Bt | (AB)' = BTAT.

Die Bildung des Adjungierten bei Operatoren entspricht der Konjugation
zwischen Bra- und Ketvektoren und der Bildung des komplex Konjugierten
bei Zahlen.

Definition: Hermitescher, antihermitescher Operator

e Der lineare Operator H heifit hermitesch, wenn er gleich seinem Adjun-
gierten ist: H = HT.

e Der lineare Operator I ist antihermitesch, wenn er gleich dem Negativen
seines Adjungierten ist. I = —I7.

Hieraus ergeben sich folgende Eigenschaften:

e Jeder lineare Operator A kann eindeutig als Summe eines hermiteschen
und eines antihermiteschen Operators geschrieben werden:
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A+ Af A—Af

A=H I H, = =
Atla, Hy 9 , La 5

e Jede Linearkombination hermitescher Operatoren mit reellen Koeffizienten
ist hermitesch.

Eine weitere wichtige Klasse von Operatoren liefert die

Definition: Unitdrer Operator
Ein Operator U ist unitdr, wenn er zu seinem Adjungierten invers ist:

vut=vtu=1.

Es folgt unmittelbar:
e Das Produkt zweier unitdrer Operatoren ist ein unitarer Operator.

e Unitédre Operatoren lassen das Skalarprodukt zweier Vektoren, auf die sie
wirken, invariant.

e Beschreibt U die infinitesimale unitére Transformation
U=1+ieF , |« 1,
dann gilt
UU'=1=(1+ieF)(1—ieF’) = F =F",
d.h. der Operator F' ist hermitesch.

e Ebenso folgt: Ist F hermitesch, dann ist e!f unitér.

3.1.3 Eigenwertproblem

Viele Probleme der Quantenmechanik lassen sich als Figenwertprobleme for-
mulieren.

Definition: Eigenvektoren, Eigenwerte

Sei A ein linearer Operator. Die i.a. komplexe Zahl a heifit Figenwert von
A und der Ket |u) FEigenket oder Eigenzustand zu a, wenn

Alu) =alu) .
Entsprechend ist (u/| Eigenbra zum Eigenwert o/, falls

(W| A= (d]d .

Hieraus ergibt sich:

o Ist |u) Eigenket von A, dann ist jedes Vielfache c¢|u) dieses Vektors Ei-
genket von A zum selben Eigenwert.
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e Existieren mehrere linear unabhéingige Eigenkets zum selben Eigenwert a,
so ist jede Linearkombination dieser Kets Eigenwert von A zu diesem Ei-
genwert. Das heifit die Menge der Eigenkets von A zu einem bestimmten
Eigenwert a bildet einen Vektorraum, ndmlich den Unterraum zum FEigen-
wert a. Der Entartungsgrad des Eigenwertes a ist durch die Dimension des
Unterraumes von a gegeben.

e Jeder Eigenvektor von A zum Eigenwert a ist auch Eigenvektor von f(A)
zum Eigenwert f(a): Alu) =a|u) = f(A)|u) = f(a)|u).

Dieselben Aussagen gelten auch fiir die Eigenbras von A. Die Gesamtheit der
Eigenwerte eines Operators heifit Eigenwertspektrum.

Dem Eigenwertproblem hermitescher Operatoren kommt besondere Be-
deutung zu, da wir physikalische Mef3gréfien in der Quantenmechanik grund-
sétzlich mit hermiteschen Operatoren identifizieren kénnen.

Satz 3.1: Eigenwertproblem hermitescher Operatoren
Ist A hermitesch auf dem Hilbert-Raum 7, so gilt:

1. Das Ket- und Bra-Eigenwertspektrum ist identisch.

2. Alle Eigenwerte sind reell.

3. Jeder, zum Eigenket von A konjugierte Bravektor ist Eigenbra zum sel-
ben Eigenwert und umgekehrt. Mit anderen Worten, der Unterraum der
Eigenbras zu einem bestimmten Eigenwert ist der Dualraum zum Unter-
raum der Eigenkets zum selben Eigenwert.

4. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.

Beweis.
Zu 2. Ist
A=A" und Alu) =alu),
dann folgt
(ul Alu) = (u] AJu)” = a{ulu) .
Da (u|u) reell ist, ist es auch a. Analog wird der Beweis fiir die Eigenwerte
der Bravektoren gefiihrt.

Zu 1., 3. Da jeder Eigenwert reell ist, folgt aus A |u) = a|u) notwendiger-
weise (u| A = (u| a. Damit ergeben sich die Behauptungen.

Zu 4. Sei
Alu)=alu) , Alo) =blv) , a#b,

dann ergibt skalare Multiplikation der ersten Gleichung mit (v| und der zwei-
ten Gleichung mit |u) sowie anschlieBender Subtraktion beider Gleichungen

(a—b)(v|u)y =0= (v|u)=0.
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Kontinuierliches Spektrum. Bisher wurde vorausgesetzt, dafl die Eigen-
vektoren zum Hilbert-Raum gehéren, bzw. daf§ das Eigenwertspektrum dis-
kret ist. Im allgemeinen Fall besitzt das Spektrum jedoch neben einem dis-
kreten auch einen kontinuierlichen Teil, dessen Eigenvektoren keine endliche
Norm besitzen und folglich nicht zum Hilbert-Raum gehéren. Durch die Nor-
mierung solcher uneigentlichen Hilbert-Vektoren auf die -Funktion kénnen
sie jedoch ohne Probleme in das Eigenwertproblem einbezogen werden. Alle
Aussagen des letzten Satzes bleiben auch hierfiir giiltig.

Observable und Vollstindigkeit. Betrachten wir als Beispiel das folgen-
de, sehr allgemein gehaltene Eigenwertspektrum eines hermiteschen Opera-
tors A:

n,r€Z
Alnry =an|nr) , Aly,p,r) =a(v,p)|v,p,7) , v,pE€R
an,a(v,p) € R.

Es besteht aus einem diskreten Anteil {a,, } und einem kontinuierlichen Anteil
{a(v, p)}. Die Eigenkets zum Eigenwert a,, sind |nr), wihrend die Eigenkets
zum Eigenwert a(v, p) durch |v, p,r) gegeben sind. Die jeweilige Entartung ist
durch den Laufindex r gegeben. Die Eigenvektoren lassen sich so normieren,
daB folgende Orthonormalitétsrelationen erfiillt sind:

(n,r|n',r") = SpnsOppr
<n,r\ V/aplvr/> =0
(v,p,7| v, ;0/7 ’I"/> = (v — I//)(S(p - pl)(sm“' :
Spannen diese Vektoren den gesamten Raum auf, d.h. kann jeder Vektor
mit endlicher Norm nach diesen Vektoren entwickelt werden (als Reihe oder
Integral), so sagt man, daB sie ein wvollstindiges System bilden und dafi der
hermitesche Operator eine Observable ist. Dafl dies der Fall ist, 148t sich
oftmals nur fiir hermitesche Operatoren mit diskretem Spektrum relativ leicht
zeigen. Der Beweis fiir Operatoren mit gemischtem oder rein kontinuierlichem
Spektrum ist dagegen i.a. recht aufwendig und kompliziert. Wir setzen im
weiteren Verlauf die Vollstédndigkeit des Eigenketsystems eines hermiteschen
Operators im diskreten und kontinuierlichen Fall stets voraus. Der zu obigem
Basissystem gehorende Einsoperator ist

P =Py +Popr}
= " ) (] +Z/du/dp|u,p,r> ol |

und die Entwicklung eines Kets |u) lautet

u) = Pu)

= S ) <nr|u>+2/dv/dp|u,p,r> (v,pyrl) .
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Fiir das vorliegende Basissystem lautet die Vollstandigkeitsrelation

Culuy = 37 (el w) |2+Z/du/dp|<u,p,r|u>|2 .

Im folgenden Abschnitt werden wir Observable mit physikalischen Messungen
identifizieren. Der folgende Satz ist deshalb besonders wichtig:
Satz 3.2: Kommutierende Observable

Zwei Observable A und B sind genau dann miteinander vertauschbar, wenn
sie mindestens ein gemeinsames Orthonormalsystem besitzen.

Beweis. Es sei {|n)} ein vollstindiges Orthonormalsystem von A mit
A|n) = a,|n). Dann gilt

A =PyAPy = Z |n) (n] Aln") (n'| = Z|”> an (1

n,n’

B =P yBPy=> |n) (n|Bn)(n| .

n,n’

Es folgt
AB = Y [n)ay(n|n') (| Bn") (n"|

’ 1"
n,n’,n

=D |n) an (0| Bln") (0]

BA= ) |n)(n|Bn'){n'|n")an (n"|

n,n’,n'

Y In) (n| Bn') aw ('] .

Aus [A, B]=0 ergibt sich
(n|B|n') (an —an) =0 .
Liegt keine Entartung vor (a, # a, fiir n # n’) dann gilt
(n|Bn')=0 fir n#n, (3.3)

d.h. jeder Eigenvektor von A ist auch Eigenvektor von B. Falls aber Eigen-
werte a,, entartet sind, kann man die Freiheit in der Wahl der Basisvektoren
so ausnutzen, daf (3.3) erfiillt ist. Damit ist die Vorwértsrichtung bewiesen.
Sind andererseits die |n) auch Eigenvektoren von B, so gilt

B|n) =b,|n) = <n|B‘n/> = bponn = [A,B] =0.
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3.1.4 Darstellung von Vektoren und linearen Operatoren

Betrachten wir ein beliebiges vollstiandiges, diskretes und nichtentartetes Ei-
genwertspektrum {|n)} eines hermiteschen Operators Q:

QIn) =gn|n) , (m|n)=06mn, Po=>_ |n)(n =1.

Dann folgt fiir die Entwicklung beliebiger Kets, Bras und Operatoren des
Hilbert-Raumes nach den Eigenkets {|n) }

lu) = Polu) = [n) (n]u)
(0] = (| Po =) {vln) (n] =) {nfv)"(n]

A= PoAPg = Z|n> (n| Alm) (m| .

Die Projektionen (n|u), (v|n) auf die Basisvektoren sowie die (n|A|m)
lassen sich interpretieren als die Elemente von Koordinatenvektoren (|u))?,
((v])¥ bzw. Matrizen (A)¥, welche die abstrakten Grofen |u), (v| und A
in der @Q-Darstellung beschreiben:

(1 u)

(lu)@ = | W)@ = (0]1) (0]2),.)

(1] A1) (1] A2) ...
(A)2 = | (2lA1) (2[A2) ...

Offensichtlich gilt:

e Die zur Ket-Spaltenmatrix (Ju))? konjugierte Bra-Zeilenmatrix ((u|)®
ist die komplex konjugierte und transponierte Matrix der Ket-Matrix:

(uln) = (n|u)".

e Die zur quadratischen Operatormatrix (A)? adjungierte Matrix (AT)@
ergibt sich ebenfalls durch komplexe Konjugation und Transposition der
Ausgangsmatrix:

Q * *
(AN = (ml AV |n) = (n] Alm)" = [(A)2.] .

nm

Man iiberzeugt sich leicht davon, daf} die algebraischen Operationen von Vek-
toren und Operatoren dieselben Operationen fiir die sie darstellenden Matri-
zen sind. Die Erweiterung fiir den kontinuierlichen Fall ist unproblematisch;
die Matrixelemente erhalten in diesem Fall kontinuierliche Indizes, und die
bei den Matrixoperationen auftretenden Summen sind durch Integrale zu
ersetzen.
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Man beachte, dafl die Observable @ in der @-Darstellung durch eine be-
sonders einfache Matrix, ndmlich eine Diagonalmatrix dargestellt wird, bei
der alle Nicht-Diagonalelemente verschwinden. Das gleiche gilt fiir jede Funk-
tion f(Q) und nach Satz 3.2 auch fiir jede andere Observable, die mit Q
vertauscht (wobei u.U. bei Entartung von Eigenwerten die Freiheit der Wahl
eines geeigneten Basissystems auszunutzen ist).

Darstellungswechsel. Wir betrachten zwei Basissysteme, bestehend aus
den Eigenvektoren {|n) ,n =1,2,...} der Observablen @ und {|x) ,x € R}
der Observablen @:

QIn) =quln) , (nlm) =bum , Po=7)_[n)(n| =1

Olx) =00 1x) » (xXIX)=dx—-x), Pez/dxlx> (x| =1.

Die Basisvektoren der einen Darstellung kénnen nach der Basis der anderen
Darstellung entwickelt werden:

[n) =Peln) Z/dxlx> (XIn)  1x) =Polx) = [n) (n]x) -

Die Entwicklungskoeffizienten (x|n) und (n|x) lassen sich als Elemente
einer Matrix S(x,n) bzw. T'(n, ) interpretieren, die in unserem konkre-
ten Fall einen kontinuierlichen und einen diskreten Index besitzen. Wegen
(x|n) = (n|x)" folgt: T = ST. Weiter ist

(xIx') =D _(xIn) (n]x) =6(x = X)

wm=/wmmuww%m

— 88T=1, 1Tt =8T8=1.

Das heifit S ist unitér. Sei nun ein Ket |u) und ein Operator A in der Q-
Darstellung gegeben:

juy =D n) (nlu) , A=) |n) (n| Aln") (0| .
Dann folgt fiir die ©-Darstellung
) =3 [ ) () (al )

<« (Ju))® = S(|u))? und entsprechend ((v])® = ((v])¢S*

sowie

A=Y [ax [av i) (da (A} (3 ]
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— (A)° = S(A)9ST.

Man gelangt also von den Matrizen der @-Darstellung zu denen der ©-
Darstellung durch eine unitéire Transformation S. Die Elemente dieser Matrix
haben folgende bemerkenswerte Eigenschaften:

e Als Funktion des Spaltenindex n betrachtet, sind die Elemente (x| n) der
x-ten Zeile die Komponenten des Zeilenvektors ({ x|)?, also des Eigenbras
(x| von @ in der @Q-Darstellung.

e Als Funktion des Zeilenindex x betrachtet, sind die Elemente der n-ten
Spalte die Komponenten des Spaltenvektors (|n))®, also des Eigenkets
[n) von @ in der ©-Darstellung.

Die Losung des Eigenwertproblems des Operators @ in der @-Darstellung
ist also mathematisch dquivalent zur Bestimmung der Transformation S, die
zur Diagonalisierung der Matrix (@)% fiihrt.

Zusammenfassung

e Eigentliche Ketvektoren sind Elemente des Hilbert-Raumes, eines
linearen Vektorraumes von hochstens abzéahlbar unendlicher Dimension.
Sie besitzen im Sinne der Hilbert-Metrik eine endliche Norm. Thnen kon-
jugiert sind die eigentlichen Bravektoren, die zum dualen Hilbert-
Raum gehoren.

e Uneigentliche Hilbert-Vektoren, die keine endliche Norm besitzen,
lassen sich auf die §-Funktion normieren. Fiir sie gelten nach entsprechen-
der Ersetzung die gleichen Beziehungen wie fiir die eigentlichen Hilbert-
Vektoren.

e Der Begriff des Operators spielt in der Quantenmechanik eine funda-
mentale Rolle. Das groite Interesse gilt dabei hermiteschen Opera-
toren. Sie besitzen reelle Eigenwerte, wobei Eigenvektoren zu verschie-
denen Eigenwerten orthogonal zueinander sind. Ist die Eigenbasis eines
hermiteschen Operators vollstdndig — dies setzen wir stets voraus — dann
nennt man ihn Observable.

e Zwei Observable sind genau dann miteinander vertauschbar, wenn sie
mindestens ein gemeinsames Orthonormalsystem besitzen.

e Entwickelt man Kets und Operatoren nach einer gegebenen Basis des
Hilbert-Raumes, dann beschreiben die Entwicklungskoeffizienten diese
Groflen in der durch die Basis definierten Darstellung.
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Anwendungen

36. Eigenschaften von Projektionsoperatoren. Ein endlichdimensio-
naler Teilraum des Hilbert-Raumes werde durch das Orthonormalsystem
|a1) , ..., |a,) aufgespannt. Es ist zu zeigen, daf der Operator

n

Pray =) lai) (ail

i=1
die typischen Eigenschaften eines Projektionsoperators besitzt:
a) Pyay ist linear,
b) ’P?a} - P{a}7
¢) Piqy ist hermitesch: P}a} =Pa}-
Wie lauten die Eigenwerte und -vektoren von P47
Losung.

Zu a) Es gilt

Py 1) + A2 [02)) = S laa) (@il Moy + Aot
=1

= Z la;) (ail M) +Z |ai) (ai] Aaih2)
i=1 i=1

=AY Jas) (aclvn) + A2 Y Jag) (ail o)

i=1 i=1
= MPiay V1) + X2Pay |¢P2) -

Das heifit P,y ist linear.

Zu b)

{a}iz|a1 al|a] aJ|*Z|a1 ij aﬂ|*2|‘“ al|7’P{a}.

7,7=1 7,7=1
Zu c)

<¢1 '
=1

n

1/)2> Z V1| a;) (ail ) Z Yol ai)” (@il ¢1)”
i=1 i=1

(e[S )

Z\GO (al

)y (ai| | ¢

_ pf
— 'P{a} = 'P{a} .
Offensichtlich gilt
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Praylas) = lai) (ailaj) =D 6ij|ai) = |a;)
=1 i=1

Das heifit P,y besitzt die Eigenvektoren |a;) mit den Eigenwerten Eins.

37. Kommutierende Operatoren. Man verifiziere, dafl die folgenden her-
miteschen Operatoren vertauschen, und bestimme ein gemeinsames Eigenba-
sissystem:

101 2 1 1
2=[000],A=[1 0-1
101 1-1 2

Dariiber hinaus zeige man explizit, dafl beide Matrizen in dieser Basisdar-
stellung diagonal sind.

Losung. Es gilt

303
NA=AN=]1000 ]| = [2,4]=0.
303
Zur Bestimmung der Eigenbasen sind die Eigenwertprobleme
Nr=wx, Az =)z (3.4)
zu losen. Fiir §2 ergibt sich
l1—-w 0 1
0 —w 0 |=-w(w-2=0
1 0 1-w
w 0: e L } w 0: e L 11
1=0: e =—F y w2 =UL €2 = —= | —
V3 -1 V3 1\ -1
=
1 1
w3 =2:e3=——1|0
V24
und fiir A
2—X 1 1
1 =2 -1 |==(A=2)(A+1)(A=3)=0
1 —-12-2A
A 2: f ! i A 1: f 1 12
1= 1= y A2 =~ J2=—F#— | &
3\ 1 Ve 1
=
1 1
)\3:3Zf3: 0
2 \1
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Als gemeinsames Basissystem {g;} von £2 und A bietet sich nun an:

1 1
a=ea=n=0p1
PR S O
gos = 272\@ 1 2*\/6 )
1 1
gzs=e3=f3=—[0],
V2

wobei zu beachten ist, dal go eine Linearkombination von den zum selben
Eigenwert von {2 gehérenden Vektoren e; und ey ist. Geht man von den
Eigenwertgleichungen (3.4) in kanonischer Basis zu den entsprechenden For-
mulierungen in der g-Basis iiber, dann ist
Qa =wa' , Na' = Az’ , mit A= RAR™', ' = Rz ,
wobei die Transformationsmatrix R gegeben ist durch
L (V2 1B L (VaVEVE
R'=—| Vv2 20| ,R=—1| 1 -2 —1
Vo\-v2-13 Ve\vai o v3

Damit folgt schliellich fiir £2’ und A’

000 2 00
2=(000]|,A=[0-10
002 0 03

3.2 Allgemeiner Aufbau der Quantentheorie

In diesem Abschnitt wird auf der Grundlage des im letzten Abschnitt erar-
beiteten mathematischen Formalismus der physikalische Rahmen der Quan-
tentheorie abgesteckt. Nach einer kurzen Motivation stellen wir die Postulate
der Quantentheorie axiomatisch vor, ohne die historische Entwicklung wei-
ter zu verfolgen. Hierbei spielt der Begriff der Messung eine zentrale Rolle.
Es schlieflen sich allgemeine Betrachtungen zur zeitlichen Entwicklung von
Quantensystemen (Schridinger-Gleichung) sowie zu verschiedenen Bildern
und Darstellungen der Quantentheorie an.

3.2.1 Grenzen der klassischen Physik

Fiir die Entstehung der Quantenmechanik sind im wesentlichen zwei Eigen-
schaften der mikroskopischen Welt verantwortlich, die im krassen Wider-
spruch zur klassischen Sichtweise der Natur gegen Ende des 19. Jahrhunderts
stehen:
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e Die Quantelung physikalischer Grofien wie z.B. Energie oder Impuls,
e der Welle-Teilchen-Dualismus.

Stellvertretend fiir die zahlreichen experimentellen Belege dieser zwei Phéno-
mene (Schwarzkorperstrahlung, Franck-Hertz-Versuch, Stern-Gerlach-Ver-
such, Zeeman-Effekt, Atomspektroskopie, Compton-Effekt etc.) werden im
folgenden zur Verdeutlichung zwei Experimente kurz beschrieben:

Photoelektrischer Effekt. Wird ein Alkali-Metall im Vakuum mit ul-
traviolettem Licht bestrahlt, so emittiert es Elektronen, falls die Frequenz
des Lichts oberhalb einer (materialabhéingigen) Schwellenfrequenz liegt. Die
Stérke des so erzeugten elektrischen Stroms ist proportional zur Intensitéit
der vom Metall aufgenommenen Strahlung. Dagegen hingt die Energie der
Elektronen nicht von der Intensitét der Strahlung ab, sondern, entgegen der
klassischen Theorie, nur von der Frequenz. Einstein fand fiir diesen Effekt ei-
ne Erkldrung, indem er die Strahlung als eine Ansammlung von Lichtquanten
(Photonen) der Energie

FE=hv bzw. EF=hw, w=27v

betrachtete, wobei v die Frequenz des Lichts und
h

27
das Plancksche Wirkungsquantum ist. Durch die Absorption eines Licht-
quants durch ein Elektron erhélt letzteres die Energie hv, die teilweise ver-
braucht wird, um das Elektron vom Metall abzulosen: Ablosearbeit W. Die
verbleibende Energie wird in kinetische Energie des Elektrons umgesetzt:

1
Eezﬁmelﬁzhu—w.

Beugung von Materieteilchen. Beim Durchgang eines homogenen Elek-
tronenstrahls durch ein Kristall beobachtet man auf einem dahinter liegen-
den Schirm ein Bild aufeinander folgender Intensitédtsmaxima und -minima,
vollig analog zu dem Bild bei der Beugung elektromagnetischer Wellen. Das
gleiche gilt fiir Kristallbeugungsexperimente mit monoenergetischen Strah-
len von Heliumatomen, Wasserstoffmolekiilen, Neutronen etc. Entgegen klas-
sischer Vorstellungen weisen offensichtlich materielle Teilchen Ziige auf, die
fiir Wellenvorgiéinge charakteristisch sind. Andererseits tritt der Korpusku-
larcharakter der Teilchen zum Vorschein, wenn man sie hinter dem Kristall
z.B. mit einem Detektor nachweist, denn sie werden immer ganzheitlich, nie
in Bruchstiicken registriert. Dementsprechend ist das Interferenzmuster auf
dem Schirm bei geniigend kleiner Bestrahlungsdauer diskontinuierlich und
resultiert in der Tat aus dem Auftreffen einzelner Teilchen auf den Schirm.
Man gelangt zu einer widerspruchsfreien Interpretation dieser und vie-
ler anderer Phénomene, indem man die strikte klassische Trennung zwi-
schen korpuskularen und wellenartigen Phéinomenen aufgibt und postuliert,

h=6.62-10"2"erg-s, h
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daB jedes Teilchen durch eine Wellenfunktion t(x,t) beschrieben werden
kann, deren Intensititsdichte |¢(x,t)|? ein Mafl fiir die Wahrscheinlichkeit
darstellt, das Teilchen zur Zeit ¢ am Ort x vorzufinden (statistische Deu-
tung des Welle-Teilchen-Dualismus). Eine Konsequenz dieser , wellenmecha-
nischen* Betrachtungsweise ist das Superpositionsprinzip, nach dem sich ver-
schiedene Zusténde analog zur Wellenoptik linear iiberlagern lassen. Wie in
den folgenden Abschnitten gezeigt wird, ist es im wesentlichen diese Eigen-
schaft, die es ermdglicht, die Quantentheorie in einem abstrakten Vektorraum
(Hilbert-Raum) zu formulieren, dessen Vektoren ja ebenfalls superponierbar
sind. Insofern wird sich die Wellenmechanik als eine spezielle Darstellung
(Ortsdarstellung) der Quantentheorie herausstellen.

Es sei an dieser Stelle noch auf ein weiteres Prinzip, das Korrespondenz-
prinzip, hingewiesen, welches die Quantentheorie zu beriicksichtigen hat. Es
besagt, dafl im Falle hinreichend kleiner Ausdehnungen der Materiewellen
die Quantenmechanik in die klassische Theorie iibergeht. Man kann dann
namlich die Materiewellen als punktférmig betrachten und so dem Teilchen
eine genaue Bewegung zuordnen. Abstrakt formuliert entspricht dies dem

Grenzfall i — 0 (analog zum Grenziibergang Wellenoptik A9 geometrische
Optik).

3.2.2 Postulate der Quantenmechanik

Im folgenden werden die Postulate der nichtrelativistischen Quantenmechanik
vorgestellt und diskutiert. Um die Unterschiede zwischen der Quantenmecha-
nik und der klassischen Mechanik zu verdeutlichen, sind den Postulaten ihre
klassischen Pendants in der Hamilton-Formulierung gegeniibergestellt.

Satz 3.3: Postulate der Quantenmechanik

Klassische Mechanik Quantenmechanik

Der klassische Zustand eines Sy- I) Der quantenmechanische Zustand

stems zur Zeit t ist durch die verall- eines Systems wird durch einen von

gemeinerten Koordinaten ¢;(t),..., Null verschiedenen Vektor, den Zu-

gn(t) und Impulse pi(t),...,pn(t) standsvektor |1(t)), auf einem kom-

auf einem reellen Zustandsraum be- plexen unitidren Hilbert-Raum be-

stimmt. schrieben. Vektoren, die sich nur
um einen konstanten Faktor unter-
scheiden, beschreiben denselben Zu-
stand.
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Klassische Mechanik

Jede klassische dynamische Varia-
ble w ist eine Funktion der g¢;

und p; auf dem Zustandsraum:
w = UJ((I17. -5d4dNsP1y - - 7PN)
Die generalisierten Koordinaten

und Impulse geniigen den Poisson-
Klammern

{gi>ax} = {pi,px} =0,

{@i,pr} = i -

Eine Messung der dynamischen Va-
riablen w ergibt:
w(q1,y---,qN,Piy---,PN). Der MeB-
vorgang beeinflult den Zustand des
Teilchens nicht notwendigerweise.

2 Siehe FuBinote 1 auf Seite 244.

Quantenmechanik

IT) Physikalische Observable sind
Groflen, die experimentell gemessen
werden konnen. Sie werden i.d.R.
durch lineare hermitesche Operato-
ren beschrieben, d.h. insbesondere,
daf} ihre Eigenwerte reell sind.

IIT) Den unabhingigen klassischen
Groflen x; und p; entsprechen her-
mitesche Operatoren? X; und P;,
fiir die folgende Vertauschungs- bzw.
Kommutatorrelationen gelten:

(X, X;] =[P, Pj]=0,
[X:, P;] =ihd;; , i,5=1,2,3.

Die zu den klassischen dynamischen
Variablen w(x;, p;) korrespondieren-
den hermiteschen Operatoren sind

X, P;) = w(r; = X4, pi — Py).

Es gibt jedoch auch Observable ohne
klassisches Analogon.

IV) Befindet sich das System im Zu-
stand |v), so ergibt eine Messung
der zu 2 korrespondierenden dyna-
mischen Variable einen der Eigen-
werte w von {2 mit der Wahrschein-
lichkeit

_ (W[Pul)
W) ==ey

wobei P, auf den zum Eigenwert
w gehorenden Eigenraum projiziert.
Als eine notwendige Konsequenz
dieses (idealen) MeBvorgangs wech-
selt der Zustand des Systems von

|1) nach P, |4).
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Die Zustandsvariablen ¢; und p; V) Der Zustandsvektor |(t)) ge-
geniigen den Hamiltonschen Glei- niigt der Schrodinger-Gleichung

chungen g
oH . _ oH ih s |9()) = H |$(2) -

& opi b dq; Hierbei ist H der Operator der
Gesamtenergie, der sog. Hamilton-
Operator. Im einfachsten Fall ergibt
er sich durch das Korrespondenz-
prinzip

H:H(‘IJ—)Xl,pi—)Pi)

aus der Hamilton-Funktion des ent-
sprechenden klassischen Systems.

Zu 1. Dieses Postulat hebt die besondere Bedeutung von Hilbert-Rdumen
fiir die Quantenmechanik hervor. Da der Hilbert-Raum beziiglich der Ad-
dition abgeschlossen ist, ergibt die Addition zweier Vektoren wieder einen
moglichen Zustand. Dies ist das Superpositionsprinzip, welches eng mit den
quantenmechanischen Interferenzeffekten zusammenhéngt. Weiterhin bedeu-
tet die Aquivalenz aller Vielfachen eines Vektors, da jedem Zustand |1))
ein eindimensionaler Teilraum des Hilbert-Raumes zugeordnet wird. Diesen
Teilraum bezeichnet man als Strahl. Er wird durch den Projektionsoperator
Py = |¢) (1] generiert. Hierbei ist [1)) ein reiner Zustand, im Gegensatz zu
gemischten Zustdnden, die wir im Rahmen der statistischen Physik betrach-
ten werden. Der einen quantenphysikalischen Zustand beschreibende Vektor
|1(t)) besteht i.a. aus einer Linearkombination von eigentlichen und unei-
gentlichen Hilbert-Vektoren, wobei die eigentlichen Vektoren auf Eins und die
uneigentlichen nur auf die J-Funktion normierbar sind. | (¢)) 148t sich jedoch
immer auf Eins normieren und ist somit ein eigentlicher Hilbert-Vektor.

Zu II. Mit diesem Axiom wird die Bedeutung der Theorie der linearen Ope-
ratoren (Unterabschn. 3.1.2) klar, weil sie es sind, die auf quantenmechanische
Zustandsvektoren wirken. Dabei ist zu beachten, dafl die Zustandsvektoren
selbst nicht direkt beobachtbar sind. Vielmehr werden die reellen Eigenwerte
der Observablen im Experiment gemessen (siehe Unterabschn. 3.2.3).

Zu 1I1I. Diese Vertauschungsrelationen haben wir bereits in der Mechanik
motiviert. Die Poisson-Klammer erfiillt die gleiche Algebra wie der Kommu-
tator. Wir kénnen somit die Hamiltonsche Mechanik und die Quantenme-
chanik als zwei verschiedene Realisierungen derselben algebraischen Struktur
ansehen. Die Ersetzung x; — X, p; — P; birgt Ambiguititen in sich, die
zum einen daher riithren, daf§ der Ortsoperator nicht mit dem Impulsopera-
tor vertauscht. Betrachtet man z.B. die klassische Grofie w = z;p; = pixs,
so ergeben sich hieraus zwei verschiedene Operatoren: 2 = X,;P; oder
2 =P;X; # X;P;. In den meisten Fillen lassen sich jedoch Mischterme in
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X, und P; symmetrisieren, was in diesem Fall zu 2 = (X,;P; + P;X,)/2
fithrt. Die Symmetrisierung ist dariiber hinaus auch fiir die Hermitezitat von
2 notwendig. Eine weitere Mehrdeutigkeit liegt darin, dafl obige Ersetzung
nicht invariant gegeniiber Koordinatenwechsel der klassischen Gréfien ist. Es
wird deshalb vereinbart, dafl bei der Ersetzung von kartesischen klassischen
Groflen auszugehen ist.

Zu IV. In der Quantenmechanik ist es nicht mehr gerechtfertigt, von der
» Trajektorie® eines Teilchens zu sprechen. Jegliche Aussagen iiber ein Quan-
tensystem sind rein statistischer Natur und beziehen sich auf das Ergebnis
vieler gleichartiger Messungen identischer Systeme. Dariiber hinaus bewirkt
jede Messung eine nichtkausale Anderung des zu messenden Objektes der-
gestalt, dafi es unmittelbar nach der Messung einen (mehr oder weniger)
definierten Zustand einnimmt. Man nennt dies Zustandsreduktion des Quan-
tensystems. Dieses Axiom wird in Unterabschn. 3.2.3 detaillierter behandelt.

Zu V. Die Schrodinger-Gleichung ist die dynamische Grundgleichung der
Quantenmechanik im Schridinger-Bild, in dem die Operatoren meistens zei-
tunabhéngig und die Zustandsvektoren zeitabhéngig sind. Wir diskutieren
diese Gleichung ausfiihrlich in Unterabschn. 3.2.4. Sie beschreibt bei gege-
benem Anfangszustand |1 (tg)) die zeitliche Entwicklung |+(¢)) des Systems
vollstéindig, sofern das System im interessierenden Zeitintervall keiner Mes-
sung unterworfen wird. In der hier dargelegten Form ist sie allgemeiner, als
z.B. die Schrédinger-Gleichung der Wellenmechanik, weil sie sich nicht auf
eine spezielle Darstellung bzw. auf ein spezielles Basissystem bezieht.

Erweiterung der Postulate. Die hier vorgestellten Postulate der nichtre-
lativistischen Quantenmechanik sind noch nicht vollstéindig. In Abschn. 3.4
erweitern wir sie zunéchst durch die Einfithrung des rein quantenmechani-
schen Freiheitsgrades Spin. Ferner nehmen wir in Abschn. 3.9 die Erweiterung
auf N-Teilchensysteme vor.

3.2.3 Quantenmechanische Messung

Um das Ergebnis der Messung einer zum Operator 2 korrespondierenden
Grofle statistisch vorherzusagen, sind nach dem Postulat IV seine orthonor-
mierten Eigenvektoren |w;) und Eigenwerte w; sowie die zugehorigen Projek-
tionsoperatoren P, zu bestimmen. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Mes-
sung den Eigenwert w; zu messen, ist dann im nichtentarteten Fall gegeben
durch

(1P, 1) _ [(wil ) |?
(Y1) (Yl)

Ist der Zustandsvektor |1) eine Linearkombination der Eigenvektoren von
2, also |¢) =" aj|w;), dann folgt
J

W(wl) = s ’Pwi = |wi> (wi| . (35)
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W) = -

Fir |¢) = |w;) bedeutet dies: W(w;) = d;;, d.h. die Messung ergibt faktisch
(mit Wahrscheinlichkeit Eins) den Wert w;. Im Falle einer Entartung gilt
analog zu (3.5)
> [{wi,r| ) 2
(W[ Pu ) _ 5
W(w;) = : = y Pu, = |wi,ry (wi,r] . (3.6)
(Yl (Yl9) XT:

Ist das Spektrum von §2 iiberdies kontinuierlich, so ist die Gréfle W (w) als ei-
ne Wahrscheinlichkeitsdichte aufzufassen. Die Wahrscheinlichkeit Wwy,ws],
einen Wert im Intervall [wy : wa] zu messen, ist dann gegeben durch

Tdo (9| Pult) X T dul|{w,r| )

Wl = [ dow () = O B T —

mit P, und W(w) aus (3.6).

Idealmessung und Zustandsreduktion. Die in Postulat IV erwéhnte Re-
duktion des Zustandsvektors von |1) nach P, |v) gilt nur im Falle idealer
Messungen und kann geradezu als ihre Definition angesehen werden:

Definition: Ideale Messung und Reduktion des Zustandsvektors

Ist das Resultat einer idealen Messung an einem System mit dem Zustands-
vektor |1) durch den Eigenwert w gegeben, dann befindet sich das System
unmittelbar nach dem Experiment im Zustand P, |¢) . Diese Aussage wird
auch als Projektionspostulat bezeichnet.

Die ideale Messung funktioniert also wie ein ,;vollkommener Filter*, der nur
den Anteil von |¢) passieren lifit, der zum Eigenraum des Eigenwertes w
gehort. Ist die Messung nicht ideal, so ist der Durchgang dieses Anteils von
einer bestimmten Verzerrung begleitet. Mit Hilfe einer idealen Messung 148t
sich ein Zustand immer so prédparieren, dafl er bei einer zweiten Messung
derselben Observablen einen scharfen MeBwert (mit Wahrscheinlichkeit Eins)
annimmt.

Normierung. Im folgenden wird i.a. davon ausgegangen, dafl physikalische
Zustandsvektoren auf Eins normiert sind: (| ) = 1.

Statistische Eigenschaften von Observablen. Haufig ist man nicht so
sehr an der Wahrscheinlichkeitsverteilung W (w) eines Operators §2 inter-
essiert, sondern an seinem statistischen Mittelwert (§2), der sich aus einer
groBBen Anzahl von gleichartigen Messungen identischer Systeme ergibt. Die-
ser berechnet sich zu
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(02) = ZW(%‘)%‘ =Y (Wlw) (wil Py wi =D (9] 2 wi) (wil )

7 3

wobel §2|w;) = w;|w;) benutzt wurde. Unter Beriicksichtigung von
> |wi) {wi| =1 folgt der
i

Satz 3.4: Erwartungswert (f2) eines Operators {2

Der Erwartungswert einer Observablen {2 im Zustand | 1)) ist gegeben durch

(92) = (v 2]p) .

Um (£2) zu berechnen, benstigt man also nur den Zustandsvektor |) und
den Operator §2 in einer bestimmten Basis (z.B. als Spaltenvektor und Ma-
trix) und nicht mehr seine Eigenvektoren und -werte. Im allgemeinen ist der
Erwartungswert (£2) eines Operators §2 mit einer Unsicherheit behaftet, die
man iiblicherweise durch die mittlere quadratische Abweichung definiert:

,11/2
ag=[(2%) - (@]
Fiir Eigenzustidnde von §2 ergibt sich natiirlich Af2 = 0.

Kompatibilitit von Observablen. Es erhebt sich hier die Frage, unter
welchen Umsténden man einen Zustand dergestalt préiparieren kann, dafl er
fiir zwei verschiedene Observable §2 und A scharfe MeBwerte liefert.? Dies
ist nur dann der Fall, wenn beide Operatoren ein gemeinsames System von
Eigenvektoren besitzen, was nach Satz 3.2 gleichbedeutend ist mit der For-
derung [§2, A] = 0. Um den Zustand eines Quantensystems so genau wie
moglich zu charakterisieren bzw. zu préparieren, fiihrt man an dem System
Messungen moglichst vieler paarweise kommutierender Observablen (kompa-
tibler Observablen) aus. Ist das gemeinsame Orthonormalsystem dieser Obser-
vablen nicht das einzige, so kann man eine weitere Observable hinzunehmen,
die mit den anderen vertauscht usw.

Definition: Vollstindiger Satz von Observablen

Eine Folge von Observablen A, B,C,... bilden einen wollstindigen Satz
kommutierender Observablen, wenn sie paarweise kommutieren und ihr Ba-
sissystem eindeutig bestimmt ist. Zu jedem Satz von Eigenwerten a, b, c, . . .
gehort genau ein (bis auf eine Konstante) bestimmter gemeinsamer Eigen-
vektor |a,b,¢c,...).

3 Im folgenden Sinne: Es werden drei Messungen durchgefiihrt; zuniichst eine der
Observablen §2 und dann eine der Observablen A. Eine erneute Messung von §2
soll nun denselben Mefiwert wie beim ersten Mal liefern.
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Heisenbergsche Unschirferelation. Im folgenden wird gezeigt, daf3 das
Produkt der Unsicherheiten zweier Observablen nach unten begrenzt ist, wo-
bei wir nochmals daran erinnern, dafl der Zustandsvektor |¢) auf Eins nor-
miert sein soll. Seien A und B zwei hermitesche Operatoren, mit

1/ 1/2

an=[(a%) —a7]" L ap = [(B%) - (B

Fiir die neuen Variablen
A=A—-(A) , B=B—(B)

gilt dann

AA = AA = <A2>1/2 , AB=AB = <f32>1/2

Es folgt unter Ausnutzung der Schwarzschen Ungleichung
. . . 2
(A4 (AB) = (v A%\ ) (v B*|v) = [(v| ABw )| .

Zerlegung des Operators AB in seinen hermiteschen und antihermiteschen
Anteil liefert

(Aay(aBY > 1 [(61{A B ) + (w14, BlIw)|

wobei {A, B} = AB + BA den Antikommutator definiert. Da {A, B} her-
mitesch ist, ist sein Erwartungswert reell, wihrend [A, B] = [A, B] antiher-
mitesch ist und somit einen rein imaginidren Erwartungswert besitzt. Damit
ergibt sich

(AA?(AB)? >

> (vl{a B ) + 1 [(wllaBI)|

und es folgt der

Satz 3.5: Heisenbergsche Unschirferelation

Seien A und B zwei hermitesche Operatoren. Dann gilt

AA-ABE%’<[A,B]>’ .

Man beachte, daBl das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn
<w| {A B} |1/)> =0und A|¢) = cB|4). Ein interessanter Spezialfall der
Heisenbergschen Unschérferelation ergibt sich fiir kanonisch konjugierte Ope-

ratoren, wie z.B. den Ort und Impuls, fiir die gilt: [X;, P;] = if. Denn fiir
solche Groflen ist Satz 3.5 zustandsunabhingig:

AXZ--APizg.
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3.2.4 Schroédinger-Bild und Schrédinger-Gleichung

Die in Postulat V beschriebene zeitliche Entwicklung von Quantensyste-
men bezieht sich auf ein spezielles Bild der Quantentheorie, ndmlich das
Schrédinger-Bild. Da alle physikalischen, d.h. beobachtbaren Gréflen wie z.B.
Erwartungswerte invariant sind unter unitdren Transformationen, gibt es im
Prinzip eine unendliche Zahl von dquivalenten Bildern, die alle iiber unitére
Transformationen miteinander verbunden sind.

In diesem Unterabschnitt diskutieren wir das Schrédinger-Bild, welches
sich dadurch auszeichnet, dafl in ihm quantenmechanische Zustidnde i.a.
zeitabhéngig sind, wahrend die Operatoren hochstens explizit von der Zeit
abhéngen. Neben dem Schrédinger-Bild sind zwei weitere, haufig benutzte
Bilder das Heisenberg-Bild und das Dirac-Bild, auf die wir im n#chsten Un-
terabschnitt eingehen werden.

Schrédinger-Gleichung und Zeitentwicklungsoperator. Ist der Zu-
stand |1) eines Quantensystems zu einem bestimmten Zeitpunkt bekannt
(prédpariert in obigem Sinne), so ergibt sich seine eindeutige zeitliche Ent-
wicklung im Schrodinger-Bild durch Losen der Schrédinger-Gleichung

. d
ihg 19(t) = H(t) [4()) 3.7)

sofern das System im interessierenden Zeitintervall nicht gestort wird (z.B.
durch eine Messung). Dabei darf der Hamilton-Operator noch explizit von
der Zeit abhéingen, d.h. dH /dt = 0H /Jt, etwa aufgrund des Vorhandenseins
zeitabhéngiger Felder. Die allgemeine Losung dieser Gleichung 148t sich in der
Form

[9(8)) = Ut to) [P(to)) , Ulto,to) =1

schreiben, wobei U (t, tg) den Zeitentwicklungsoperator bezeichnet. Setzt man
diesen Ausdruck in (3.7) ein, so ergibt sich die zur Schrodinger-Gleichung
dquivalente Operatorgleichung

ih%U(t,to) — HOU(t,t) , (3.8)

aus der wiederum
U(t+ At,t) =1 — %AtH(t) L At< 1

folgt. Da wir einen hermiteschen Hamilton-Operator H voraussetzen, ist
U (t+ At, t) ein infinitesimaler unitérer Operator. Der volle Operator U (t, to)
ergibt sich nun als Produkt der infinitesimalen unitdren Transformationen,

Ut tg) = Al%moU(t,t — ANU (t — At t — 2At) --- Uty + At,to) ,
—
und ist somit ebenfalls unitir. Die Unitaritatseigenschaft des Entwicklungs-

operators U bzw. die Hermitezitéit des Hamilton-Operators H ergibt sich
notwendigerweise aus der Forderung, daf die Norm des Zustandsvektors | )
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zeitlich konstant ist, denn nur dann kénnen wir Wahrscheinlichkeitsaussagen
formulieren.

Satz 3.6: Erhaltung der Norm

Aufgrund der Hermitezitdt des Hamilton-Operators H und der daraus fol-
genden Unitaritédt des Zeitentwicklungsoperators U ist die Norm eines Zu-
standsvektors | (t)) zeitlich erhalten:

(DO (1) = ()| U (¢, 1)Ut to) [ (to) ) = (¥(to)|%(to)) -

Formal handelt es sich bei (3.8) um eine gewohnliche Differentialgleichung 1.
Ordnung. Man beachte jedoch, dafl der naive Losungsansatz

¢
U(t,to) = exp —%/H(t’)dt’
to
i.a. nicht korrekt ist, da in der Exponentialfunktion beliebige Potenzen
von [ H(t')dt' auftreten, die in der Regel nicht miteinander kommutieren:
[H(t), H(t')] # 0.* Im folgenden betrachten wir jedoch eine wichtige Aus-
nahme.

Konservativer Hamilton-Operator, zeitunabhingige Schrédinger-
Gleichung. Fiir den Spezialfall eines abgeschlossenen konservativen Sy-
stems, d.h. 9H /0t = 0, kénnen wir den Entwicklungsoperator U nach (3.8)
in der Form

Ut to) = o—iH(i—to)/h :

schreiben. Wir suchen nun einen expliziten Ausdruck fir U bzw. |¢) in
Termen von Energieeigenzustinden | E,), also den normierten Eigenkets zu
H, die der zeitunabhdngigen Schrodinger-Gleichung

geniigen. Entwickelt man |4 (t)) nach diesen Eigenvektoren,
[(6)) =D 1Bn) (Bul (1)) =Y an(t) | En) , an(t) = (En| (1)) ,

und setzt diesen Ausdruck in (3.7) ein, so ergibt sich die Gleichung
ihan(t) = Enan(t) ,

4 Allerdings ist es mit Hilfe des Zeitordnungsoperators T in der Tat méglich, eine
formale Losung dieser Art anzugeben, namlich:

t
Ul(t,to) = T { exp —%/H(t’)dt'
to

Hierbei werden die einzelnen Ausdriicke in chronologischer Reihenfolge geordnet.
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die durch
an(t) = an(to)e  Enli=to)/h
gelost wird. Hieraus folgt
(Enl (1)) = (En| $(t)) e Enlt=tol/n

= v(®) Z|En (B $(to)) e Enlt=to) /1

Satz 3.7: Allgemeine Lésung der Schrédinger-Gleichung
fiir konservative Systeme

lh— |¥(@)) = H|y@)) = [¢(¢)) =U(E, %) [¥(to))
mit

ttO ne_.n_ ’ n) — Ln n/ -
Ep) (Ey| e Bn(t=t0)/h " H|E,) = E, |E

Im Falle einer Entartung gilt entsprechend

t tO Z |En7 E'IL7T| t tO)/h )

und im kontinuierlichen Fall sind die Summen durch Integrale zu ersetzen.
Die Zusténde | E,) e 1Bn(t=to)/h gind stationdre Lisungen der zeitabhiingigen
Schrodinger-Gleichung, die sich periodisch in der Zeit verindern, wobei ihre
Frequenz w im Einklang mit der Einsteinschen Beziehung E = hw steht. Fiir
solche Zusténde ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung W () einer Variablen
A zeitunabhingig, denn es gilt

W) = (A E@®) 2 = [(A By e B/ | (X BY2 = W(A to) .

3.2.5 Andere Bilder der Quantentheorie

Die Ausfiihrungen des letzten Unterabschnittes bezogen sich auf ein bestimm-
tes Bild der Quantenmechanik, dem Schrodinger-Bild. In ihm wird die Dyna-
mik eines Systems durch Drehungen des Zustandsvektors im Hilbert-Raum
bei festem Basissystem beschrieben. Aufgrund der Invarianz von Skalarpro-
dukten unter unitiren Transformationen kénnen wir auch zu anderen Be-
schreibungsarten iibergehen, in denen etwa der Zustandsvektor fest ist und
sich das Basissystem dreht. Dies ist das Heisenberg-Bild, in dem Observable
durch zeitabhéngige Operatoren beschrieben werden, wihrend Zustédnde zei-
tunabhéngig sind. Von Interesse ist desweiteren das Dirac-Bild, in welchem
die Zeitabhéngigkeit des Systems auf Zustandsvektor und Basissystem in ei-
ner Weise aufgeteilt wird, die besonders fiir stérungstheoretische Rechnungen
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von groflem praktischen Nutzen ist. Mit den beiden zuletzt genannten Bildern
wollen wir uns nun beschéftigen.

Heisenberg-Bild. Das Heisenberg-Bild ist in folgender Weise definiert:

Definition: Heisenberg-Bild

Bezeichnet |¥g(t)) = U(t, o) |s(to)) einen Zustandsvektor und Ag einen
Operator im Schrédinger-Bild, dann sind die entsprechenden Grofien |tg)
und Ay im Heisenberg-Bild definiert durch

lyu) = Ul(t,t0) [¥s(t)) = [¢s(to))
Au(t) = U'(t, to)AsU (t, to) .

Im Heisenberg-Bild sind also die Zustédnde zeitunabhéngig, wogegen die Ope-
ratoren auf jeden Fall eine Zeitabhéingigkeit besitzen, selbst wenn Ag nicht
explizit von der Zeit abhéingt. Fiir die zeitliche Entwicklung von Ay ergibt
sich
dut 0As dU
A ; T ; TAc—
1 sU +ihU o U +ihU'" Ag i
t gt 0As t
=-U HSASU + ihU WU + U ASHSU
L 0A

= U'[Ag, HS]U + 1hUTa—tSU .

Hierbei wurde (3.8) und ihre adjungierte Gleichung ausgenutzt. Wegen

98n = Ut285U und® UTAsHU = UTAsUUTHSU = Ay Hy folgt:

d
ih— Ag(t) = i
1hdt H(t) ih

Satz 3.8: Heisenberg-Gleichung und Erhaltungsgréfien

Die zur Schrodinger-Gleichung korrespondierende Beziehung im Heisen-
berg-Bild lautet

dAg

(Heisenberg-Gleichung) .

ot
Hieraus ergibt sich unter Bertiicksichtigung von
d(An) dAy dlym)
@ A\ & (Y1) @
die Heisenberg-Gleichung der Mittelwerte
d(A) 1 0A
T_E<[A’H]>+<W> . (3.9)

>

5 Diese Beziehung wird klar, wenn man sich vor Augen hilt, daf % eine

bestimmte Observablenfunktion ist und als solche wie jeder andere Operator
transformiert.
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Aufgrund der Invarianz von Skalarprodukten ist diese Gleichung bildun-
abhéngig, weshalb der Index H weggelassen wurde.

Desweiteren folgt der Erhaltungssatz: Eine Observable A, die nicht expli-
zit zeitabhéngig ist und mit dem Hamilton-Operator H vertauscht, ist eine
Erhaltungsgrofe.

Ist der Operator A nicht explizit zeitabhéngig, dann reduziert sich (3.9) auf
das FEhrenfestsche Theorem

d{4) 1

At ih
Als eine Anwendung dieser Gleichung leiten wir die Energie-Zeit-Unschdrfe-
relation her. Dazu betrachten wir einen zeitunabhéngigen Hamilton-Operator
H eines Systems sowie eine ebenfalls zeitunabhingige Observable A. Be-
zeichnen AA und AFE die mittleren quadratischen Abweichungen ihrer Er-
wartungswerte, dann gilt nach Satz 3.5

([A, HI]) . (3.10)

AA-AE > J(AH],

und somit

AA.AEzﬁw.
2 dt

Umstellen dieser Gleichung liefert den

Satz 3.9: Energie-Zeit-Unschérferelation

h AA
ATAEZ§7AT:E

dt

A7 ist hierbei das Zeitintervall, indem sich der Erwartungswert von A um
AA dndert. Es stellt also die minimale Zeitspanne dar, die fiir eine nennens-
werte Anderung von (A) notwendig ist, und kann somit als ein charakteri-
stisches Zeitmaf} fiir die Entwicklung des Systems aufgefafit werden. Obige
Beziehung ist in dem Sinne zu verstehen, dafl die Energie eines Systems, das
sich in einem Zeitintervall A7 in einem festen Zustand befindet, mit einer
Unsicherheit AE > K /(2A7) behaftet ist. Eine andere Interpretation ist, daf
Verletzungen der klassischen Energieerhaltung um AFE in einem Zeitintervall
AT ~ h/AE méglich sind. Man beachte, daf sich die Zeit-Energie-Unschiirfe-
relation qualitativ von der Unschérfebeziehung des Satzes 3.5 unterscheidet,
da A7 keine dynamische Variable, sondern einen dufleren Entwicklungspara-
meter darstellt.

Dirac-Bild. Ein weiteres Bild, das besonders dann Verwendung findet, wenn
der Hamilton-Operator eine Zeitabhingigkeit besitzt, ist das Dirac- oder
Wechselwirkungsbild. Hierbei wird der Hamilton-Operator Hg im Schrodin-
ger-Bild zunéchst in zwei hermitesche Terme aufgespalten,
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Hs(t) = HY + H4(t)

wobei der ungestirte Anteil H éo) zeitunabhingig und die Storung Hg(t)
zeitabhéngig ist. Zur Losung der Schrodinger-Gleichung

i S U1, 10) = Hs(OU (1 1)

wird der unitéire Operator U als Produkt zweier unitidrer Operatoren ge-
schrieben,

U(t,to) = U (t,t0)U'(t, to) , U (tg,tg) = U'(to, t0) =1,
wobei U Lésung der ungestorten Schrodinger-Gleichung
inU® = HYU©®
ist. Das Dirac-Bild ist nun in folgender Weise definiert:
Definition: Dirac-Bild

Hamilton-Operator, Zustandsvektor und Operator seien im Schrodinger-
Bild gegeben durch Hg(t) = HY) + H4(t), [4s(t)) und As. Bezeichnet
U (t,ty) den unitiren Operator, fiir den gilt: ihu© = H(SO)U(O), dann
sind die entsprechenden Groflen im Dirac-Bild gegeben durch

[¢r(t)) = UOT(t,t0) [4s(1))
AI (t) = U(O)T (ta tO)ASU(O) (ta tO) .
Dieses Bild liegt in gewisser Weise zwischen dem Schrédinger- und Heisenberg-

Bild, da hier sowohl Zustandsvektoren als auch Operatoren zeitabhéngig sind.
Es folgt

d . d
i [vn() = ih (U“”T ls (1)) + U(O)T& ¢s(t)>>
= —UOTHY |ys(1)) + UOTH | ys(1))
= UOTHY [ys(t)) = UOTHLU© |4r) = HY | ¢y)

und somit

Satz 3.10: Zustands- und Operatorgleichung im Dirac-Bild

Die zur Schrédinger-Gleichung korrespondierenden Beziehungen im Dirac-
Bild lauten

ih% [1(t)) = Hi|¥1(t)) (Zustandsgleichung)
bzw. mit |[¢1(t)) = U’ (L, to) |¢1(to))

d
ih—U = H\U
T I
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und

dA;

80— 14y, B+ in 2

ot

Letztere folgt analog zur Herleitung der Heisenberg-Gleichung.

(Operatorgleichung) .

Wiéhrend also die zeitabhéngigen Zusténde |4)1) einer Schrodinger-Gleichung
geniigen, in der die Stérung H7 auftritt, gehorchen die ebenfalls zeitabhéngi-
gen Observablen der Heisenberg-Gleichung mit dem ungestérten Hamilton-
Operator H %O).

3.2.6 Darstellungen

Mittels des abstrakten Hilbert-Raumes haben wir die Theorie der Quanten-
mechanik bislang auf darstellungsunabhéngige Weise entwickeln kénnen. Je-
doch ist klar, daf} sich die Angabe der Komponenten eines Vektors immer auf
ein Basissystem beziehen muf}, das den gesamten Vektorraum aufspannt. Ei-
ne solche Darstellung ist durch die Eigenvektoren eines vollstdndigen Satzes
kommutierender Observablen definiert. Die Projektionen des Zustandsvek-
tors |¢) auf ein System {|¢) } von Basisvektoren bilden einen Koordinaten-
vektor, der den Zustand in der g-Darstellung représentiert, wihrend Opera-
toren durch die Elemente der hermiteschen Matrix (q| A |¢’) dargestellt wer-
den. Erst durch Projektion des Vektors |v) auf eine spezielle Basis gelangen
wir von der abstrakten Schrédinger-Gleichung (oder der Bewegungsgleichung
der Operatoren) zu Differentialgleichungen und algebraischen Beziehungen,
die wir 16sen kénnen und die zu quantitativen Aussagen fiir MefSwerte fithren.

Nun gibt es in jedem Bild der Quantenmechanik unendlich viele Darstel-
lungen der Theorie, die durch unitire Transformationen miteinander verbun-
den sind.® Besonders ausgezeichnet sind dabei jene Darstellungen, in denen
die Matrixdarstellungen der fiir das Problem relevanten Operatoren diago-
nal sind, denn in diesen Darstellungen vereinfacht sich die Auswertung der
Schrodinger-Gleichung betrachtlich. Ist z.B. der Hamilton-Operator eine rei-
ne Funktion der Koordinaten und Impulse, H = H(X, P), dann empfeh-
len sich sowohl die Ortsdarstellung als auch die Impulsdarstellung. Welche
Darstellung geeigneter ist, ergibt sich aus der konkreten Form des Wech-
selwirkungspotentials V. Beide Darstellungen sind erlaubt, da sowohl die
Ortsoperatoren X; als auch die Impulsoperatoren P;, i = 1,2, 3 jeweils ein
vollstédndiges System kommutierender Observablen (fiir spinlose Teilchen) bil-
den (Postulat IIT).

Ortsdarstellung (Wellenmechanik). Die Ortsdarstellung ist definiert als
diejenige Darstellung, in der der Ortsoperator diagonal ist. Da dieser ein

5 Diese Transformationen sollte man nicht mit denjenigen verwechseln, mit denen
man das Bild der Quantentheorie selbst wechselt.
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kontinuierliches Spektrum besitzt, lautet die Bedingung im eindimensionalen
Fall:

Definition: Ortsdarstellung

(2| X |a") = 2é(x —2') , Px Z/deIfE) (x|, P(z,1) = (2| P(1)) -

P x bezeichnet den Einsoperator fiir diese Darstellung. Zusammen mit der
Vertauschungsrelation [ X, P| = ih 148t sich hieraus die entsprechende Bezie-
hung fiir den Impuls ableiten:

ihd(x —2') = (x| XP - PX |2') = (x — 2') (x| P|2")

/_'i _/__-i )
:><x|P|x)—1hdx,5(ac ') = 1hd$5(x x') .

Nun gilt
(D) =P | 0(t)) = /dx|x> (] p(t)) = /dxm blaot)

wobei ¥(z,t) = (x| (t)) die Komponenten des Zustandsvektors | ¥ (t)) in der
Ortsbasis beschreibt. Dieser Ausdruck ist die Ortswellenfunktion der Wellen-
mechanik. Weiterhin gilt

X |9(t)) = PxXPx |v(t))
_ /dx/dx’|a:> (2] X |2 (/] (1))

- /dx|:c> 2(z, 1)

P|y(t)) = PxPPx |¥(t))
_ /dgg/dx’|x> (2| P2’} (2| (1))

- ih/dxm /dx’ ((S,é(x—x’)) (@', t)
- —ih/dm|x> /dx’a(x —x’)éw(wﬂt)
= —ih/dx|x> %w(m) ;

woraus sich folgende Zuordnungen zwischen Operatoren und den sie beschrei-
benden Groflen ergeben:
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Satz 3.11: Operatoren in der Ortsdarstellung

d
X—)XX:LZ?,P—)PX:—ihd—,
T

N(X,P) — N2x :Q(X—mz:,P—)—ih(%) .
X

Fiir die Schrodinger-Gleichung und die Berechnung von Erwartungswerten in
der Ortsdarstellung gilt entsprechend

ih%w(x,t) — Ho(z,0) (3.11)

(2) = [ dov’ @) @xv(a,t) = (0] 2 [6) = (2x) (3.12)

Den eigentlichen Hilbert-Vektoren mit endlicher Norm entsprechen Ortswel-
lenfunktionen, fiir die gilt:

wlv) = [ dolile 0 = [ dolia,0)f <o

Sie bilden den Hilbert-Raum der quadratintegrablen Funktionen.

N-Teilchensysteme. Die Erweiterung des bisher Gesagten auf ein System
mit N Freiheitsgraden ist unproblematisch.” Hier gilt entsprechend

(@1, N Xilah, .. 2y ) = 2i0(z1 — @) - d(zn — 2)
d
(w1, an| Pilah, ... o) = ihd(zr — 7)) - x(d(xi_-rli)
X 0(xn —2ly)

Px z/dx1-~-d$N|x17...,xN> (21,...,zN]
und

[¥(t)) =Px |¥(t)) :/dx1-~de|x1,...,:cN> (x,..., TN, ),
mit

(T, ., xn,t) = (T1,...,en| () .
Insbesondere folgt hieraus fiir Erwartungswerte

(2) = /dxl"'dew*(xla-'~7$N7t)QX¢(xlv--'va) .

" Man beachte, daf8 die Beschreibung eines eindimensionalen N-Teilchensystems
mathematisch &dquivalent zur Beschreibung eines N-dimensionalen FEin-
Teilchensystems ist.
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Impulsdarstellung. In der Impulsdarstellung besitzt die den Impuls be-
schreibende Matrix diagonale Gestalt (wir betrachten wieder den eindimen-
sionalen Fall):

Definition: Impulsdarstellung

(p| Plp') =pé(p—p'), Pp =/dp|p> (pl , o(p,t) = (pl¥(@)) .

In dieser Darstellung folgt fiir die Matrixelemente des Ortsoperators
ihd(p —p') = (p| XP - PX|p') = (p = p) (p| X Ip')
d d
Xp)=—-ih—d(p—p)=ii—d(p—p).
= (p| X [p") =i 4 (p—p) =i O (r—7)
Analog zur Ortsdarstellung ist
[6(0) =P 06) = [ dplp) (160 = [ dplp) olp.)

Der Ausdruck ¢(p,t) = (p|¢(t)) beschreibt die Komponenten von |(t))
in der Impulsbasis und wird deshalb Impulswellenfunktion genannt. Die zur
Ortsdarstellung korrespondierenden Zuordnungen ergeben sich aus

X [¢(t) = PpXPp|(t))
_ / dp / ap' ) (p X p') (0] (8))
i / dp|p) dipwp, t)

P|y(t)) = PpPPp|y(t))
_ / dp / ap' 1) (p| P} (| 9 (8))
= /dp|p> po(p,t)

zu

Satz 3.12: Operatoren in der Impulsdarstellung

d
X—)szihd—,P—>PP=p,
p

2(X,P) — QPZQ<X—>mdi,P—>p) .
p

Weiterhin lauten die zu (3.11) und (3.12) gehérenden Beziehungen in der Im-
pulsdarstellung

d
lhaw(p, t) = Hpp(p,t)
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(92) = / dp™ (p, 1) 2, 1) = (] 2p |0) = (£2p) .

Die Verallgemeinerung der Impulsdarstellung auf den N-dimensionalen Fall
geschieht in analoger Weise zur Ortsdarstellung und lduft im wesentlichen
wieder auf die Ersetzung

/dp—>/dp1

|p) — |p1,...,PN)
@(p?t) — Sp(pla"'apNvt)

hinaus.

Transformation von Orts- auf Impulsdarstellung. Zwischen der Orts-
und der Impulsdarstellung besteht ein besonderer Zusammenhang, denn die
Wellenfunktionen der einen Darstellung sind gerade die fourier-transformier-
ten Wellenfunktionen der anderen Darstellung. Um dies zu sehen, schreiben
wir

wlant) = (2] o(0) = [ dp alp) (o 0(0) = [ dp el oort).
wobei fiir die Entwicklungskoeffizienten (z|p) gilt:

p(z|p) = (z[ P|p)
[’ @l Pla') (w'lw)

d
= —ih— .
i (ap)

1

S

o

H\
RS
Da‘ Ao

5

N

|

8_
=

=

Dies ist eine Differentialgleichung fiir (z|p), deren Losung (x| p) ~ eP*/" ist
Es folgt somit der

Satz 3.13: Zusammenhang zwischen Orts- und Impulsdarstellung,
De-Broglie-Beziehung

Die Wellenfunktionen der Orts- und Impulsdarstellung sind Fourier-
Transformierte voneinander:

h ; :
#a0) = [ [ akeoth 1) = —= [ e olp.

o(k,t) dze Fey(2,t) .

-7/

Die Wellenzahl k und der Impuls p sind tiber die De-Broglie-Beziehung
p = hk

miteinander verkniipft.
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Zusammenfassung

e Jeder quantenmechanische Zustand wird durch einen eigentlichen
Hilbert-Vektor beschrieben, dessen zeitliche Entwicklung durch die
Schrédinger-Gleichung determiniert ist.

e Fine ideale quantenmechanische Messung einer Observablen {2 lie-
fert einen ihrer Eigenwerte w. Der Meflprozef iiberfithrt dabei das Quan-
tensystem in einen zu w gehérenden Eigenzustand von §2 (Zustandsre-
duktion). Die gleichzeitige Messung zweier nichtvertauschender Obser-
vablen fiithrt zu Unsicherheiten dieser Groflen, die sich aus der Heisen-
bergschen Unschérferelation ergeben.

e Neben dem am haufigsten verwendeten Schrédinger-Bild gibt es un-
endlich viele dquivalente Bilder, die durch unitire Transformationen aus-
einander hervorgehen. Hierbei sind vor allem das Heisenberg-Bild und
das Dirac- oder Wechselwirkungsbild zu nennen.

e Die Wahl eines vollstdndigen Basissystems innerhalb eines Bildes de-
finiert eine spezielle Darstellung, in der quantenphysikalische Groéfien
(Zustandsvektoren und Observable) durch Spaltenvektoren bzw. quadra-
tische Matrizen beschrieben werden. Alle Darstellungen sind gleichwer-
tig und lassen sich ebenfalls durch unitére Transformationen ineinander
tiberfithren. Zwei der am meisten benutzten Darstellungen innerhalb des
Schrodinger-Bildes sind die Orts- und Impulsdarstellung. Da Orts-
und Impulsoperator zueinander kanonisch konjugiert sind, besteht ein be-
sonderer Zusammenhang zwischen den Orts- und Impulswellenfunk-
tionen: Sie sind gerade Fourier-Transformierte voneinander.

Anwendungen

38. Ehrenfest-Gleichungen. Man zeige mit Hilfe des Ehrenfestschen Theo-
rems, daf} fiir ein quantenmechanisches Teilchen in einem skalaren, orts-
abhéngigen Potential die Ehrenfest-Gleichungen

gelten.

Losung. Nach (3.10) gelten mit

2

P
H=>—+V(X
5 T V(X)

die darstellungsfreien Beziehungen
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o,

% B 2Tiih (X, P) (3:13)
1B _ e vix) (3.14)

Unter Berticksichtigung von

[X,P? = P[X,P]+[X,P]P = 2ihP
geht (3.13) tiber in

117 _ (o)

dt m oP /

Zur Auswertung von (3.14) ist es giinstig, die Ortsdarstellung zu verwenden:

P— —ihV |, V(X) — V(x) .
Man sieht nun ndmlich, daf3 gilt:

V. V@), 1) = V(V(@)(@.1) = V(@) Vi, t) = (VV(@)b@,1) |
so dafl wir ganz allgemein schlieflen kénnen:

[V, V(X)) =VV(X)

d(P o0H

AL vy - (9
Man beachte die formale Ahnlichkeit der Ehrenfestschen Gleichungen mit
den Hamiltonschen Gleichungen der klassischen Mechanik.

39. Mefiwahrscheinlichkeiten. Gegeben seien die folgenden hermiteschen
Operatoren:

L (010 L [0—i 0 10 0
Lo=— (101 ,L,=—|i 0-i|,L.,=[00 0
vV2\o10 V2o i o 00 -1

a) Was sind die moglichen Eigenwerte [, und Eigenvektoren von L,?

b)Man {iiberpriife die Heisenbergsche Unschérferelation der Operatoren L,
und L, fiir den Eigenzustand von L, mit [, = 1.

¢) Wie lauten die moglichen Meflergebnisse mit den zugehérigen Wahrschein-
lichkeiten, die bei einer Messung von L, zu erwarten sind, wenn sich ein
Quantensystem im Eigenzustand von L, mit [, = —1 befindet?

Lésung.

Zu a) Aus der Form von L, erkennt man unmittelbar, daf§ die zugehorigen
FEigenwerte und -vektoren gegeben sind durch

1 0 0
l,=4+1:e:={0 , 1,=0: e =11 ,l,=—1:e_.=10
0 0 1
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Zu b) Es sind folgende Groen fiir den Zustand e zu berechnen:

1
(Lo) = el Loer =0, (L}) = el Lie, = 5
1
— AL, = \[(L2) — (L,)* = —
(L3) = (La) 7
1
(Ly)=e\Lye. =0, (L) =€l Lje, = 2
1
— 2
ALy = <L12/> —(Ly)” = ﬁ

| {[Las Ly]) | = |6L[Lvay]e+| = elee+ =1.

Damit folgt
1 1
ALy AL, = 5 = 5|(Le, L)) |

Zu c) Zur Bestimmung der méglichen Meflergebnisse von L, sind die Eigen-
werte und -vektoren von L, zu bestimmen:

Lx=l,x <= (L,— 1, 1)z =0

-1, = 0
1 V2 1
— V2 _1lx V2 :_lz(lw+1)(li_1)zo'
0 ﬁ_lz
Man erhalt
1! L
l:lt = — 2 7l:O: =5 0 ’
A BCl L ER . W
1 1
l=-1: f.=5| V2
2\ 1

Als néchstes hat man den Zustand e_ nach den Eigenbasiszustéinden f., fo,
f— von L, zu entwickeln:

e =fi(file-)+ fo(foles) +F-(f-le-) .

Die Betrige der Entwicklungskoeffizienten geben dann die entsprechenden
MeBwahrscheinlichkeiten an:

W, =1) = | (f+le-) P =
Wi, =0) = | {fole_) [ =

Wil =—1) = [{f|e)[* =

Ny e
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Dabei gilt erwartungsgeméf

Wy =1)4+W(l,=0)+W(,=-1)=1.

3.3 Eindimensionale Systeme

Nachdem bisher vom allgemeinen Aufbau der Quantentheorie die Rede war,
beschiftigt sich dieser Abschnitt mit der einfachsten Klasse quantenmecha-
nischer Probleme, namlich die eines einzigen Teilchen in einer Dimension.
Obwohl solche Systeme etwas kiinstlich konstruiert erscheinen, so beinhalten
sie doch die meisten Phénomene der dreidimensionalen Quantentheorie und
lassen sich aufgrund des reduzierten Komplexitatsgrades relativ leicht 16sen.

Nun haben wir bereits gesehen, dal es zur Losung der Schrédinger-
Gleichung zumeist vorteilhaft ist, eine spezielle Darstellung zu wéhlen, in
der die Form des Problems eine einfache Struktur annimmt. In einzelnen
Féllen ist es auch moglich, rein algebraisch vorzugehen. Beispiele, die wir im
folgenden ndher betrachten wollen, sind:

e Freies Teilchen und Wellenpakete: Losung im Impulsraum.
e Potentialstufe und Potentialkasten: Losung im Ortsraum.
e Harmonischer Oszillator: Algebraische Losung.

Die verbreitetste Methode zur Losung der Schrodinger-Gleichung besteht im
Aufstellen der Differentialgleichung im Ortsraum, also der Verwendung der
Wellenmechanik. Wir stellen daher einige allgemeine Betrachtungen zu die-
sem Losungsverfahren an den Anfang dieses Abschnitts.

3.3.1 Betrachtungen zur Schrédinger-Gleichung im Ortsraum

In Unterabschn. 3.2.6 fanden wir, da} die Dynamik eines eindimensionalen
nichtrelativistischen quantenmechanischen Systems ohne Spin in der Orts-
darstellung durch die Differentialgleichung

d
ih&w(m,t) = H x(x,t) (3.15)
gegeben ist, wobei H x in vielen Fillen die Form
P? h? d?
Hy=-%X Xx,t)=——— t 1
X 2m4—V( x,t) 2mdx2+V(x,),V€\R (3.16)

besitzt, mit einem Wechselwirkungspotential V. In dieser Darstellung inter-
pretieren wir |1 (z,t)|? als die Wahrscheinlichkeitsdichte, bei einer Messung
das Teilchen zur Zeit ¢ am Ort x zu finden. Oder anders ausgedriickt: Bei einer
Ortsmessung von N identisch praparierten, nichtwechselwirkenden Teilchen,
die jeweils durch v beschrieben werden, ist N|¢(x,t)|?dz gleich der Zahl der
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Teilchen im Ortsintervall [z :  + dz] zum Zeitpunkt ¢. Dies ist die Bornsche
Interpretation der Quantenmechanik.
Ein wichtiger Satz, den wir spéter noch benotigen werden, ist

Satz 3.14: Kontinuitidtsgleichung in der Ortsdarstellung
Aus der Schrédinger-Gleichung (3.15), (3.16) und ihrer Adjungierten folgt

die K ontinuitdtsgleichung

Iw(fﬂ t)|* + —J(l‘ t)=0,

Wobe1
h d dy*
jlz,t) = 5~ (Wﬁ - C;i ) (3.17)

die Wahrscheinlichkeitsstromdichte oder auch Teilchenstromdichte bezeich-
net.

Eine Anderung der Wahrscheinlichkeitsdichte in einem z-Bereich hat dem-
nach einen Nettoteilchenstrom zur Folge:

b

;t/dﬂw(x )* =ja,t) — j(b,t) .

Zeitunabhingige Schrédinger-Gleichung. Nach Unterabschn. 3.2.4 kon-
nen wir im Falle eines konservativen Hamilton-Operators die Zeitabhéngig-
keit der Schrédinger-Gleichung durch den Ansatz (z,t) = ¥(x)e @ |
w = E/h im Ortsraum separieren. Dies fiihrt von (3.15), (3.16) auf die zeit-
unabhingige Eigenwertgleichung

( %dd—z +V(a )) U (x) = B (x)

bzw.

d?¥(z) 2mV (z) 2mE

Stetigkeitsbedingungen. Im allgemeinen wollen wir auch Potentiale be-
trachten, die endliche Sprungstellen aufweisen. Sei z = a eine solche Unste-
tigkeit des Potentials U(z). Dann ist die Losung ¥ () in a immer noch stetig
differenzierbar, denn nach (3.18) gilt in der Umgebung [a — ¢ : a +¢],0 < 1

a-+0 a+o

W(a+0)—F(a—6 /dx—%’ /dm W) =0,
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wobei die Stetigkeit von ¥ an der Stelle x = a ausgenutzt wurde. Demnach
sind sowohl ¥ als auch ¥’ in a stetig.®

Symmetriebetrachtungen. Eine Besonderheit ergibt sich, falls das Poten-
tial V(z) bzw. U(x) reflexionssymmetrisch ist. Um dies zu sehen, definieren
wir den Paritdtsoperator P durch

Pq(x) = q(~a) .

Seine Eigenwerte sind +1 fiir gerade und —1 fiir ungerade Funktionen ¢. Sei
nun PV (z) = V(z). Da der kinetische Teil des Hamilton-Operators nur die
zweite Ableitung nach dem Ort enthélt, kommutieren H und P in diesem
Fall. Wenden wir jetzt den Paritédtsoperator auf

HY(x) = E¥(x) (3.19)
an, so folgt
HY(—x) = EV(—zx) .

Demnach ist mit ¥ (z) auch ¥(—z) Losung von (3.19) zum selben Eigenwert
E. Aus diesen beiden Losungen lassen sich zwei neue Losungen

Wi(l’) = !I/(m) + Q/(—.’E) 5 P!pi = ig/i

konstruieren, die gleichzeitig Eigenzustidnde von H und P sind. Fiir sym-
metrische Potentiale konnen wir die Basiszusténde also immer in gerade und
ungerade Funktionen unterteilen.

Qualitative Diskussion des Spektrums. Bei unseren Untersuchungen in
diesem Abschnitt werden wir einige Eigenschaften der Losungen zur zeit-
unabhéngigen Schrédinger-Gleichung finden, die ganz allgemein gelten. Fiir
ein gegebenes Potential ist stets zu untersuchen, ob es sowohl gebunde-
ne Zustinde als auch Streuzustinde zulédit. Genau wie in der klassischen
Mechanik sind je nach Art der Wechselwirkung und Energie des Teilchens
prinzipiell beide Bewegungstypen méglich (man denke etwa an das Kepler-
Problem mit seinen gebundenen elliptischen Zustdnden und seinen hyperbo-
lischen Streuzusténden). Jedoch ergibt sich bei gebundenen Zusténden ein
wesentlicher Unterschied zur klassischen Physik: Gebundene Zusténde in der
Quantenmechanik sind stets diskret. Wir wollen diese Aussage hier nicht
allgemein beweisen. Anschaulich ist dieses Verhalten aber wie folgt zu ver-
stehen: Fiir ein kastenférmiges Potential V mit V(z € [—a : a]) = =V < 0,
V(z & [—a: a]) = 0 gibt es zwei Umkehrpunkte, ndmlich die Potentialwiinde
bei * = +a, zwischen denen ein klassisches Teilchen mit beliebiger Ener-
gie oszillieren kann. Quantenmechanisch kann sich das Teilchen jedoch auch
im klassisch verbotenen Gebiet (hinter den Winden) aufhalten, also iiber die
Umkehrpunkte hinausschieffen. Allerdings muf3 in diesem Bereich die Wellen-
funktion der zeitunabhéngigen Schrodinger-Gleichung exponentiell abfallen.

8 Fiir unendliche Sprungstellen (z.B. é-Potential) gilt diese Argumentation nicht
(siehe Anwendung 41).
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Die Stetigkeitsbedingungen der Wellenfunktion an der Grenze zwischen klas-
sisch erlaubtem (oszillatorischem) und verbotenem (exponentiellem) Bereich
fiihrt dazu, dal nur Losungen zu ganz bestimmten, diskreten Energien exi-
stieren.

In den nun zu besprechenden Beispielen werden wir folgende Punkte ex-
plizit verifizieren:

e Das gebundene Spektrum ist diskret, und es existiert stets ein gebundener
Zustand, der sog. Grundzustand. Seine Wellenfunktion hat keinen Null-
durchgang.

e Im eindimensionalen Fall sind die gebundenen Zustédnde nichtentartet.

e Liegen bei einem symmetrischen Potential mehrere gebundene Zusténde
vor, so wechseln sich gerade und ungerade Wellenfunktionen ab, wobei die
Zahl ihrer Nulldurchgéinge jeweils um Eins zunimmt.

3.3.2 Zerflieflen eines freien Wellenpaketes

Das einfachste eindimensionale Problem ist das eines freien Teilchens. Die
zugehorige klassische Hamilton-Funktion lautet

2

p
H(l‘,p) = % )

wobei m die Masse des Teilchens bezeichnet. Da in dieser Gleichung nur der
Impuls als dynamische Variable auftritt, bietet sich zur Losung des entspre-
chenden quantenmechanischen Problems die Impulsdarstellung an, in der die
Schrodinger-Gleichung die Gestalt

2

d
ih—o(p,t) = —¢(p,t
ih 1) = 5 —o(p.t)
bzw.
d hk?
ih—p(k,t) = k,t
ihgy ek, t) = - (k1)
annimmt. Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist
- hk?
kt)=o(k)e ™, w=—
p(k,t) = p(k)e™" , w= ",

wobei ¢(k) eine beliebige Funktion von k ist, die fiir ein physikalisches Teil-
chen mit endlicher Impulsbreite die Normierungsbedingung

(o(k)] d(K)) = (o, )] o (k, 1)) = %

zu erfiillen hat. Die entsprechende Losung im Ortsraum ergibt sich nach Satz
3.13 zu

Y(x,t) = \/i/dkap(k,t)e”” = \/Z/quh(k)ei(kx—“t) .
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Es soll nun die zeitliche Entwicklung einer Ortswellenfunktion 1 untersucht
werden, wobei wir annehmen, dafl sie zum Zeitpunkt ¢ = 0 durch folgende
normierte GauB—Funktion gegeben sei:

P(z,0) = ———e~ 357 k0w , ko>0. 3.20
1/ 1/4
71'

Sie beschreibt ein Teilchen, das sich mit dem mittleren Impuls (P) = hkg
bewegt. Damit folgt nach Satz 3.13

o(k) = S dwe™ 337 ¢ ilk—ko) _ VA o A2tk
V2hAr3/4 N

Fiir die Ortswellenfunktion ergibt sich

w(fﬂ,t) = ﬂ dkefATz(k*ko) elk:c 7‘712’;?

V/2m3/4
_ VA (z — Bhat)® . kot
= O exp (— 20 (t) exp |:lk‘0 (x — 27701)] , (3.21)

ht
A? i
alt) = A% +i

Man erhélt schliefilich fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte |¢(x,t)]?

1 (o Maty?
) e"p< B )

mit

|1/)(£L',t)|2 = W(%W/J(wat) =

mit
ht?
) =A%+ s
Offenbar folgt |1 (x,t)|? einer GauB-Verteilung, deren Breite 3(t) mit der
Zeit zunimmt. Der Schwerpunkt des Wellenpaketes bewegt sich dabei mit
der Geschwindigkeit fiko/m = po/m. Anhand dieses Beispiels konnen wir die
Heisenbergsche Unschérferelation fiir Ort und Impuls explizit nachpriifen:

_ 1 _(m—%)Q _ Dkt
—m/dxxexp< 3 =

hkot 27,242
- hkgt
= i 1o S

(X)

Ah h2
(P?) = = [ dhie TR = T 1K
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3.3.3 Potentialstufe

Man betrachte ein Teilchen, das sich in einem stufenférmigen Potential der
Form

() o) . O(x) 0 fir x <0
Viz)=WO(x), O(x) = , Vo >0

0 1firz>0 0
bewegt (sieche Abb. 3.1). Zur Losung dieses Problems bestimmen wir zunéchst
die Eigenfunktionen und Energieeigenwerte fiir ein Teilchen mit festem Im-
puls. Sie ergibt sich in der Ortsdarstellung als Losung der stationéren
Schrodinger-Gleichung (3.18). AnschlieBend betrachten wir den quantenme-
chanisch realistischeren Fall der Streuung eines Wellenpaketes an diesem Po-
tential.

Vo

Abb. 3.1. Eindimensionale Potentialstufe

Losung der Schrédinger-Gleichung fiir festen Impuls. Bei der Anga-
be der stationdren Losungen in den Bereichen I und II sind zwei Fille zu
unterscheiden:

1. Fall: ¢ > Uy. Hier setzt sich die allgemeine Losung in beiden Bereichen
aus Sinus- und Cosinus-Schwingungen zusammen, und wir kénnen ansetzen:

Up(x) = Aet® 4 Be7ihT k) = /e
!pH(.’L‘) = Ceik2? , ko =+Ve—Uy = \/m .

Prinzipiell kénnte 1 noch einen Term proportional zu e =27 enthalten, der
einer von +o0o in negativer z-Richtung einlaufenden Welle entspricht. Wir
wollen uns hier aber auf den Fall beschrénken, dal nur von links eine Welle auf
die Potentialstufe zuléuft, so dafl im Bereich II nur ein nach rechts laufender
transmittierter Anteil erscheint. Die Konstanten A, B und C' ergeben sich
aus den Stetigkeitsbedingungen
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b VBT
k1 + \/k‘% — Uy
2k

Aermmeeme
k’l—‘r\/k‘%—UO

2. Fall: 0 < e < Up. Im Bereich II zeigt die Losung ein exponentielles Ver-
halten, was uns zu folgendem Ansatz fiihrt:

Up(z) = Aeth1®  Be T k) = /e
J/H(x) = Qe ke s kQZ\/UO_GZ\/UO—k% .

kzx

U1(0) = ¥11(0) }
_—

%1 (0) = ¥1,(0) C =

Ein exponentiell anwachsender Term e im Bereich II ist unphysikalisch,
da seine Norm dort divergiert; er scheidet deshalb aus. Fiir die Konstanten
folgt

ki —ke ik — /Uy — K2

2ik; 2ik;

iky — ko iky — /Uy — K2

In beiden Féllen setzt sich die Losung aus einer einfallenden Welle 1)y, einer
reflektierten Welle ¥ und einer transmittierten Welle ¢ zusammen und un-
terscheidet sich damit wesentlich von der jeweiligen klassischen Situation. Im
ersten Fall wiirde ein klassisches Teilchen ab der Stelle z = 0 langsamer wei-
terfliegen, ohne reflektiert zu werden, wihrend es im zweiten Fall vollstandig
reflektiert wiirde. Die Tatsache, dafl die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir ein
quantenmechanisches Teilchen hinter dem Potentialsprung fiir € < Uy nicht
Null ist, nennt man Tunneleffekt.

Zwei interessante, einen Streuprozefl charakterisierende Groflen sind der
Reflexions- und Transmissionskoeffizient, die in folgender Weise definiert sind:

ik + ko Aikl-f—\/Uo—kJ%

Definition: Reflexions- und Transmissionskoeffizient R, T

Seien ji, jr, jT die Stromdichten der einlaufenden, reflektierten und trans-
mittierten Wellenfunktionen, dann ist

JrR
JI

R= T=L T=i-5.
Ji

Die letzte Beziehung spiegelt die globale Stromerhaltung wider und folgt aus
Satz 3.14. Reflexions- und Transmissionskoeffizient beschreiben also den An-
teil des reflektierten bzw. transmittierten Teilchenstroms relativ zum einfal-
lenden Strom. Sie lauten fiir dieses Problem:
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1.Fall:
P ’B 22k} — Uy — 2k /R — Up
A 2]4:% — Uy + 2k1+/ k‘% — Uy (3 22)
7,::‘c72 VE - Uo _ 4ky /K2 — U .
A kl 2k%*U0+2k1\/k%*U0

2.Fal: R=1, T=0.

Ist beim 1. Fall € sehr viel grofler als Uy, dann findet praktisch keine Refle-
xion statt, d.h. die von links einfallende Welle tritt ungehindert durch. Man
beachte: Obwohl beim 2. Fall die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Bereich IT
ungleich Null ist, findet keine Nettobewegung in positiver z-Richtung statt.

Streuung eines Wellenpaketes. Um nun die Bewegung eines physikali-
schen Teilchens zu beschreiben, hat man aus obigen Losungsfunktionen ein
Wellenpaket zu bilden und seine Propagation in der Zeit zu verfolgen. In
realen experimentellen Situationen besitzt dieses Wellenpaket einen relativ
scharfen Impuls, was zu einer groflen Ortsunschérfe fithrt. Der bisher betrach-
tete Fall (mit seinen im ganzen Raum ausgedehnten Losungsfunktionen) ist
somit als Grenzfall einer verschwindenden Impulsunschérfe anzusehen und
stellt eine gute Niherung fiir sehr kleine Impulsbreiten dar. Diese Uberle-
gung iibertragt sich auch auf andere Potentialformen, und wir kénnen ganz
allgemein festhalten:

Satz 3.15: Reflexions- und Transmissionskoeffizient
eines Wellenpaketes

Der reflektierte und transmittierte Anteil eines Wellenpaketes mit kleiner
Impulsunschérfe hiangt nur vom Mittelwert der Impulsverteilung ab.

Im folgenden iiberpriifen wir die Giiltigkeit dieses Satzes, indem wir zeigen,
dafl Reflexions- und Transmissionskoeffizient bei scharfem Impuls identisch
sind mit den Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

0 e}
R = /dx|w(az,t—>oo)|2 , T/:/da:|w(x,t—>oo)|2
—00 0

fiir ein Teilchen, dessen einlaufendes Wellenpaket einen mittleren und schar-
fen Impuls Aiko hat und durch folgende Gaufl-Verteilung (vgl. (3.20)) gegeben
ist:

_ 1 _leta)® (z+a)

—me 242 "0 7a>>A>>].

Hierbei wéhlen wir a > A, so daf sich das gesamte Wellenpaket anfangs
weit links vor der Potentialstufe befindet. Unter der Annahme, daf8 k¢ > Uy

¥(z,0) = ¥i(z)
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(1. Fall), 148t sich die allgemeine Losung von (3.18) zu festem Impuls in der
Form

W, () = A { {ei’m + (Bfl)> e—i’m} O(—x)
- (Sl aimr)

schreiben. Fiir die Projektion (W, |¥;) gilt dann bis auf eine Konstante

P(k1) = (Y, | 1)

= A* {/dx {eik”" + <i)*eik1z} O(—z)¥(z)
+ /dx (§>*e_ik2x@(m)!1/1(x)} .

Das dritte Integral liefert in sehr guter Néherung keinen Beitrag, weil ¥;(z)
nach unseren Voraussetzungen keine Ausdehnung im Bereich x > 0 hat.
Ebenso verschwindet das zweite Integral, da ¥1 im Impulsraum ein ausge-
prigtes Maximum um ko > 0 hat und somit orthogonal zu negativen Impuls-
zusténden ist. ¢ ist also gerade die Fourier-Transformierte von ¥r:

p(ky) ~ A* / dze Foy ()
_ A dxe—iklxeiko(w-l-a)e— (222)2
\/Zﬂ1/4
A* V QTrAeiklaefATz(klka)2
Tl/4 :
Wie wir gleich sehen werden, liefert
1
A=A"=—
V2

die korrekte Normierung. Fiir ¢(z,t) folgt nun

Wla,t) ~ / dky (k1 ), (2)e
\/Z ink2t

. 2
= R L i

V2m3/4
. B . C .
ikix —ikix o ikox
X [(e +e ) O(—z) + G O(z)| . (3.23)

L E(kq)t
IR

Der erste Term berechnet sich unter Verwendung von (3.21) zu
@(71')(;(70'7 ko, t) = "l)l(xa t) )

mit
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VA B (z4+a— %)2
Voa(t)mt/4 P 2a(t)

hkot
X exp [iko (m—l—a— 0)} ,
2m

und stellt das von x = —a kommende, in positive Richtung auf das Po-
tential zulaufende Wellenpaket dar. Sein Schwerpunkt ist fiir grofle Zeiten
gegeben durch (X) = —a + hkot/m =~ hkot/m > 0 so daf das Produkt
O(—z)G(—a, ko, t) im Limes ¢ — oo verschwindet. Fiir ¢ = 0 haben wir
1(x,0) = ¥(x), was obige Wahl der Normierungskonstante A rechtfertigt.
Der zweite Term liefert

B(ko)
A

wobei der Quotient B/A aufgrund der scharfen Impulsverteilung von ¢(k;)
um ko vor das Integral gezogen wurde. ¥r(x,t) beschreibt das reflektier-
te Wellenpaket, welches, urspriinglich von £ = +a kommend, in negativer
Richtung ldauft. Fiir grofle t befindet sich sein Schwerpunkt bei
(X) = a — hkot/m = —hkot/m < 0 so dafi der Faktor ©(—x) in (3.24)
fortgelassen werden kann. Es ergibt sich somit

G(—CL, kOa t) -

O(—x) G(a, —ko,t) = Yr(z,t) , (3.24)

0 [e%S)
R ~ /dx|¢(x,t—>oo)|2% /dx|wR(x,t—>oo)|2
Blko)[> T Blko)|?
~ ’ (AO) /de(a,—ko,t%oo)F:’ (AO)

Der dritte Term in (3.23) beschreibt den transmittierten Anteil ¢»r von 1,
dessen Berechnung zur Bestimmung von 7" nicht erforderlich ist, da aufgrund
der Erhaltung der Norm und der Orthonormalitéit von ¥g und @7 gilt:

(Y] Y1) = (Yr + 7| ¢Yr + Y1) =R +T' =1
C(ko)|* VK —To

A ko

:>T’%‘

R’ und T’ stimmen also in der Tat mit den Reflexions- und Transmissions-
koeflizienten R und T aus (3.22) fiir ein Teilchen mit festem Impuls iiberein.

3.3.4 Potentialkasten

Gegeben sei der kastenférmige Potentialverlauf

0 fir —a<z<a
V(ZL‘) = , Vo >0,
Vo sonst
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\%4

—a a

Abb. 3.2. Eindimensionaler Potentialkasten

in dem sich ein Teilchen bewegt (siehe Abb. 3.2). Ausgangspunkt zur Lésung
dieses Problems ist wieder die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung (3.18)
in der Ortsdarstellung. In ihr ergeben sich je nach Gréfle von e folgende zwei
Fallunterscheidungen:

Gebundene Zustinde: ¢ < U.
Uy(z) = Aehr® Lk =VTo—e=\/Uy— k3
Uni(x) = Bcos(kax) 4+ Csin(kaz) , ke = /€
Upp(z) = De ho |

Hierbei wurde ¥ aus Bequemlichkeitsgriinden in trigonometrischer Form an-
gesetzt. Die Konstanten ergeben sich wieder aus den Stetigkeitsbedingungen
der Funktionen und ihrer Ableitungen an den Bereichsgrenzen:

Ae k% = Bcos(kea) — Csin(kza)
ki Ae F10 = k, [Bsin(kqa) + C cos(kea)]
De~%1% = Bcos(kqa) + C'sin(kqa)
—k1De "M% = ky [~ Bsin(kga) 4 C cos(kqa)] .

Die Kombination der ersten und der letzten beiden Gleichungen fithrt zu

R Bsin(kza) + C cos(koa) i Bsin(kqa) — C cos(kqa)
' " Beos(kqa) — Csin(kqa) Beos(kaa) + Csin(kaa)
woraus sich die Bedingung BC = 0 ergibt. Das heifit entweder ist C' = 0,
und die Losungen sind in 2 gerade (positive Paritit), oder es gilt B = 0, und
die Losungen sind in x ungerade (negative Paritéit). Dieser Zusammenhang
ergibt sich natiirlich aus der symmetrischen Form des Potentials. Fiir die
geraden Losungen folgt die Bedingung

kv /Uy — k3

tankoa = — =
an koa " "
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bzw.

Ul —y?
tanyzoiy .y =kea , U= d’Us .
In Abb. 3.3 sind die Funktionen tany und /U — y?/y gegen y aufgetragen.
Die zuléssigen y-Werte sind gerade die Schnittpunkte der beiden Kurven.
Man erkennt, dal es um so mehr gebundene Zustédnde gibt, je hoher der
Potentialkasten ist. In jedem Fall liegt jedoch mindestens ein gebundener
Zustand vor, der Grundzustand. Die entsprechende Bedingung fiir die unge-

raden Losungen lautet

):\/W

0
fcoty:tan(erf
)

2

Uo
grof

Ug
klein;

\

—

0 T 2w 3 47

Abb. 3.3. Graphische Schnittpunktsbestimmung der Funktionen tany und
v/ Ul —y?/y fiir die geraden Losungen des gebundenen Falls

)

Uo
grof3

Ug
klein

’\
—

0 T 2w 3 A7 Y

Abb. 3.4. Graphische Schnittpunktsbestimmung der Funktionen tan (y 4+ 7/2) und
v/ Ul — y?/y fiir die ungeraden Losungen des gebundenen Falls
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und ist in Abb. 3.4 graphisch veranschaulicht. Hier kann es offensichtlich vor-
kommen, daf} es keinen gebundenen Zustand gibt, wenn der Potentialtopf zu
flach ist. Betrachtet man die gefundenen Losungen im Zusammenhang mit
Abb. 3.3 und 3.4, so ldBt sich folgendes feststellen: Die Wellenfunktion des
Grundzustandes ist eine gerade Funktion und besitzt keinen Nulldurchgang.
Beim Ubergang zu hoheren Anregungen wechselt die Symmetrie der Wellen-
funktion zwischen gerade und ungerade, wobei die Zahl der Nulldurchgéinge
jeweils um Eins zunimmt.

Ungebundene Zustinde: ¢ > Uy. Hier wollen wir uns wieder auf eine nur
von links einlaufende Welle beschrianken. Die allgemeine Losung lautet dann

Ur(x) = Al - Be~ikiw , k1= m = \/k‘% )
Upp(z) = Celk2®  De=ih2o | |y = /e (3.25)
WHI(JZ) = Eeiklm 5
wobei sich die Konstanten aus den Stetigkeitsbedingungen
Ae—ikla +Beik1a — Ce—ikga +Deik2a
kl (Aefikla o Beikla) k2 (Cefikza o Deikga)
Ceik2a +De—ik2a — Eeikla
k'2 (Ceikga _ De—ikgu) _ klEeikla

ergeben. Nach einiger Rechnung erhélt man fiir den Reflexions- und Trans-
missionskoeffizienten

_ (k% — k3)?sin® 2ksa
AR2kS + (k2 — K3)2sin® 2kaa
- 4R2R2 |
4k3k3 + (k3 — k3)2 sin® 2kqa
Wie im vorigen Beispiel gibt es auch hier fiir € > Uy praktisch keine Reflexion.
Ein interessanter Spezialfall ergibt sich fiir sin 2ksa = 0, also fiir

nm\ 2
€:<%) ,n:1,2,...,
wo der Reflexionskoeflizient exakt verschwindet.

3.3.5 Harmonischer Oszillator

Manchmal ist es einfacher, ein quantenmechanisches Problem algebraisch,
d.h. darstellungsunabhéingig zu l6sen. Ein Beispiel hierfiir ist der harmonische
Ostzillator, dessen klassische Hamilton-Funktion gegeben ist durch
2 2
H(e.p) = -+ V(a), Vi(a) = =2’
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Die zugehérige darstellungsfreie Schrodinger-Gleichung lautet

|w< )) = H(X, P)[4(1))

P2 2
H(X,P)=H=—+ X

Fiihrt man nun die Operatoren

A‘r(F“FP)

Af f (F X - FP) (Aufsteigeoperator)

(Absteigeoperator)

ein, so gilt

H = hw (ATA+ ;)

und

[A,AT]=1, [H,A] = —hwA , [H, A" = hwAT .
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Die Berechnung des Spektrums des hermiteschen Hamilton-Operators H aus

der Eigenwertgleichung

H|n) = E, |n) ,En:hw<n—|—;>

ist offenbar dquivalent zur Bestimmung des Spektrums des ebenfalls hermi-

teschen Operators N = AT A aus der Gleichung
Nln) =n|n)

wobei IN den Besetzungszahloperator bezeichnet. Die Eigenvektoren und Ei-

genwerte des Operators IN ergeben sich aus folgenden Betrachtungen:

e Aus obigen Kommutatorrelationen ergibt sich
NA|n) = AN -1)|n) =(n—1)A|n)
NA'|n) = AN +1)|n) = (n+1)AT|n) .

Ist also |n) ein Eigenzustand von N zum Eigenwert n, dann sind A |n)
und AT |n) Eigenzustinde zu den Eigenwerten n — 1 bzw. n + 1. Mit Hilfe
der Auf- und Absteigeoperatoren lassen sich somit die zu |n) benachbarten
Zusténde und Energien in auf- bzw. absteigender Richtung konstruieren,
und man erhilt auf diese Weise einen vollstdndigen diskreten Satz von

Eigenzustédnden mit den zugehotrigen Energien.
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e Samtliche Energieeigenwerte sind positiv:

E, = (n|H|n) = hw (; + <n|ATA|n>>
= hw (; +Z<n|AT Im) <m|A|n>>
.y <;+Z<mA|n>|2> >0

e Sei |0) der Zustand mit dem kleinsten Energieeigenwert Ey = fiw/2 (Null-
punktsenergie), dann muf offensichtlich gelten:

Al0) =0.
In der Ortsdarstellung ergibt sich hieraus die Differentialgleichung

o5 (Ve s ) 9o =0,

deren normierte Losung durch

Uo(z) = Wl—\//b;e o’ = n;w
gegeben ist.
e Mit
AT|n) = ana|n+1) , Aln) = Bay|n—1)
finden wir fiir die Koeffizienten
lans1? = (n| AATIn) = (n| N+ 1|n) =n+1
Ba—1]? = (n| ATA|n) = (n|N|n) =n.

Hierbei konnen etwaige Phasen vernachléssigt werden, so daf3 folgt:

n+1) =

L4 = Lam
T Al In-1) = A

Die Iteration der ersten Beziehung fiihrt zu der Gleichung

1
|”>:ﬁ

Diese geht im Ortsraum {iiber in

U, (2) = V%n' <:c ;j)n%(i) ca=

(AH™0) , neN.
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Zusammenfassung

e Eindimensionale Systeme sind aufgrund ihrer Einfachheit besonders ge-
eignet, die wesentlichen Eigenschaften der Quantentheorie zu studieren.
Es zeigt sich z.B., dafl die Breite eines Teilchenwellenpaketes mit der Zeit
zunimmt; das Wellenpaket ,,zerfliefit*.

e Liuft ein Teilchenwellenpaket auf eine Potentialstufe zu, dann héngt sein
Verhalten in folgender Weise von seiner Energie ab: Ist seine Energie
grofler als das Potential, dann wird ein Teil des Wellenpaketes reflek-
tiert (Reflexionskoeffizient R), wihrend der andere transmittiert wird
(Transmissionskoeffizient T'). Ist dagegen die Energie des einlaufen-
den Wellenpaketes kleiner, dann findet keine Transmission statt (T = 0).
Trotzdem dringt auch hier das Wellenpaket in den klassisch verbote-
nen Bereich ein. Im allgemeinen reicht es zur Berechnung von R und
T aus, sich auf die statischen Ldsungen mit ihren im ganzen Raum
ausgedehnten Ortswellenfunktionen zu beschrénken, da sie reale experi-
mentelle Situationen (kleine Impulsunschiirfe) gut approximieren.

e Beim Studium des Potentialkastens ergeben sich je nach Teilchenener-
gie zwei Klassen von Losungen. Ist die Teilchenenergie grofler als das
Potential, dann erhélt man ungebundene Zusténde (kontinuierliches
Spektrum), die wieder reflektierte und transmittierte Anteile enthal-
ten. Ist die Teilchenenergie kleiner, dann ergeben sich nur fiir bestimmte
Werte der Teilchenenergie gebundene Zusténde (diskretes Spektrum).

e Der harmonische Oszillator ist ein Beispiel dafiir, dafl sich manche Pro-
bleme auch darstellungsfrei und somit sehr elegant 16sen lassen.

Anwendungen

40. Potentialwall. Ein eindimensionales Teilchen der Masse m und der

Energie E werde von x = —oo kommend auf den Potentialwall
Vo fir —a<z<a
Viz) = , Vo> 0
0 sonst

geschossen (Abb. 3.5). Man berechne den Transmissionskoeffizienten T fiir
die beiden Fille 0 < E <V und E > Vj.

Losung. Die stationdre Schrodinger-Gleichung fiir das vorliegende Problem
lautet
d2w
d2 [U(z) — e]¥(z) , U(z)

und wird gelost durch den Ansatz

2mV (z) 2mE
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Vo

I II 111

—a a

Abb. 3.5. Eindimensionaler Potentialwall

Pi(z) = Ae'™® 4 Be 1T | ) = /e
Upp(z) = Ce'™® 4+ De 2% | ko = /e — U
WHI(J?) == l‘jeilﬁgc .

Dieser ist formgleich zum Ansatz (3.25) fiir den ungebundenen Fall des Po-
tentialkastens, wenn man dort die Ersetzung

klﬁﬁl,k2—>;‘£2

vornimmt. Wir kénnen den dortigen Transmissionskoeflizienten unmittelbar
iibernehmen und erhalten:

1.Fall: € > U,.
de(e — Up)
4de(e — Up) + UZ sin?(2av/e — Up)

2.Fall: 0 < e < Up.

T =

T 4e(Uy —€)
4e(Uy — €) + U sinh®(2a/Ty — €)

Beim ersten Fall nahert sich der Transmissionskoeffizient fiir € > Uy der Eins.
Fiir die speziellen Energiewerte

2
e:UO+(@) n=1,2,...
2a

ist T exakt gleich Eins, d.h. es findet keine Reflexion statt. Im zweiten Fall
sinkt T bei vorgegebener Energie € erwartungsgemaf mit wachsender Poten-
tialhohe Uy und Potentialbreite a.

41. 5-Potential. Man betrachte ein eindimensionales Teilchen der Masse m
und der Energie F, das von £ = —oo kommend auf das §-Potential

V(z) = Vod(z — x0)

zulduft. Wie lauten die Losungen der zugehorigen Schrodinger-Gleichung?
Man zeige, daf} fiir Vy < 0 genau ein gebundener Zustand existiert.
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Loésung. Die Schrodinger-Gleichung lautet

42w
3z = V@) —d@(z), Ulx) = Uod(z — o) , (3.26)
mit
2mVy 2mE
Go=Tm T

Da wir es hier mit einer unendlichen Unstetigkeit an der Stelle xy zu tun
haben, miissen die ersten Ableitungen der Wellenfunktionen der Bereiche 1
(r < mp) und II (x > z0) folgender Bedingung geniigen, die sich aus (3.26)
ergibt:

zo+0
V' (29 +6) =¥ (29 —6) = / dx%@(m)
zo—8
2o+6 2o+6
= Uy / dzd(z — xo)¥(x) — € / dz¥ ()
@08 @08

= V(g +8) — ¥ (29 — &) = UpW(xg) -
Fiir € > 0 lautet der Losungsansatz
Ui(z) = Ae'*® 4 Be T = /e
Upp(x) = Ce'Fr |
Die Konstanten ergeben sich aus den Stetigkeitsbedingungen
Aeikzo 4 Be—ikzo _ (ikeo
ik(CcikzO — Aelkmo 4 Bc*ik“"") = UyCelk®o

zu
Upe?ikeo 2ik
B=A——  ,C=A—+1—+
2ik — Uy’ 2ik — Uy’
woraus fiir den Transmissions- und Reflexionskoeffizienten folgt:
c AR> Ug
T=|-| =———— ,R=1-T=—29—_ .
A 4k2 +UE 4k% + U2

Ist Uy < 0, dann sind auch gebundene Zusténde (e < 0) denkbar. Hierfiir
lautet der physikalisch sinnvolle Ansatz

Wi(z) = Aef® | k=+/—e

LDH({E) = Be k|
Die zugehorigen Stetigkeitsbedingungen fithren hier zu den Gleichungen
ker:co
Uy + k ’

die offensichtlich nur fiir &k = —Uj/2 gleichzeitig lésbar sind. Das heifit es gibt
nur einen einzigen gebundenen Zustand.

B=Ae*"  B=-A
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3.4 Quantenmechanische Drehimpulse

Viele dreidimensionale quantenmechanische Probleme sind zentralsymme-
trisch und lassen sich daher am einfachsten in der polaren Ortsdarstellung
l6sen, in der die kartesischen Koordinaten durch Kugelkoordinaten ausge-
driickt werden. Dabei spielt der Begriff des quantenmechanischen Drehimpul-
ses eine iiberaus wichtige Rolle. Zur Vorbereitung auf folgende Abschnitte,
die sich mit der dreidimensionalen Schriodinger-Gleichung beschéftigen, wol-
len wir nun den Drehimpuls etwas néher betrachten. Uns interessiert hierbei
vor allem die Losung des Eigenwertproblems sowie die Addition bzw. Kopp-
lung von Drehimpulsoperatoren.

3.4.1 Allgemeine Eigenschaften

Der quantenmechanische Drehimpulsoperator ist seiner klassischen Definition
entsprechend gegeben durch

L=XxP

und besitzt in der kartesischen Ortsdarstellung die Komponenten

. 0 0
. 0 0

Man erhélt hieraus z.B. die Vertauschungsrelationen

Ly, L) =ikL., , [L,, L, =ihL,, , [L,, L,] =ihL,
und allgemein

[L;, L;] = ihe;jx Ly -

Wie spiter gezeigt wird, gibt es neben L noch andere Operatoren, die
ebenfalls diesen Vertauschungsrelationen geniigen. Wir wollen deshalb den
Drehimpuls-Begriff allgemeiner fassen und definieren:

Definition: Drehimpuls J

Ein hermitescher Vektoroperator J heifit Drehimpuls, falls seine Kompo-
nenten der Kommutatoralgebra

[Ji,J;] = ihejndr , [Ji, J?] =0 (3.28)

geniigen. Letztere Beziehung folgt dabei automatisch aus der ersten.
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Dementsprechend ist der soeben eingefithrte Drehimpuls L als ein Spezialfall
anzusehen. Wir werden ihn im weiteren Verlauf mit Bahndrehimpuls bezeich-
nen.

Aufgrund der Hermitezitét von J (und damit seiner Komponenten) gilt
fiir das Normquadrat der Zustandsvektors J; | )

0 < (pJil Jop) = (Pl TF [¢) -

Das heifit die Operatoren J? besitzen nur nichtnegative Eigenwerte und somit
auch J2. Da die Drehimpulskomponenten J; mit J? vertauschen, existiert
ein System von gemeinsamen Eigenvektoren von J? und einem der Kom-
ponenten, z.B. J,. Ohne Beweis setzen wir voraus, dafl dieses Basissystem
vollsténdig ist (sonst wire J keine Observable). Wir fassen nun die Losung
des Eigenwertproblems von J? und J, im folgenden Satz zusammen, der
direkt im Anschlufl bewiesen wird:

Satz 3.16: Eigenwertproblem des Drehimpulsoperators J

Bezeichnen |j,m) die Vektoren der gemeinsamen Eigenbasis von J? und
J ., so kénnen die zugehorigen Eigenwertgleichungen in der Form

J2|j,m) = h75(5 + 1) |5m) Tz |g,m) = hm|j,m)
geschrieben werden. Es gilt dann:

1. Die moglichen Werte fiir die Quantenzahl j von J? sind

1 3
) =0,-,1,-,2,... .
J 727a2aa

2. Die moglichen Werte fiir die Quantenzahl m von J, sind
m:_ja_j+17'-'7j_17j o
Das heifit j ist (25 + 1)-fach entartet.

3. Geht man davon aus, dafi die Zusténde |7, j) und |j, —j) auf Eins nor-
miert sind (sie beschreiben die Zustinde, deren Drehimpulse in bzw.
gegen die z-Richtung orientiert sind), dann ergeben sich die normierten
Zustinde mit den Quantenzahlen (j,m) zu

. _ gm—J (.7+m)' j—m | - -
|g,m) = ™ m'f— F¥)
i j —m)! .
= oo [Ty

)G +m)F
mit

Jo=J,+iJ,, J_=JL=J,-iJ, .
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Beweis.

Zu 2. Fiir die Operatoren J und J_ gelten die Relationen
(J.,Ji]=+hJy, [Jo,J_ ]=2RJ., [J*,JL] =0

und

J2

1
3 (JoTJ_+J T )+ J?

J J_=J*—J%+nd,
J . J,=J*—J>—hJ..

Somit folgt

(Jom|J_Jy|j,m) = h*(j —m)(j +m+1) (j,m|j,m)
(3.29)
(Jom| T T [j,m) = B*(j +m)(j —m+1) (j,m|j,m) .

Diese Ausdriicke sind gerade das Normquadrat der Zustéinde J |j, m) bzw.
J_|j,m) und somit nichtnegativ. Hieraus ergibt sich fiir m die Beschréankung

—j<m<j. (3.30)
Die Anwendung von J? und J, auf die Zustéinde J |j,m) und J_|j, m)
liefert

TAT | Gim) = I jm) =125 +1)J 4 [§,m)

J.J Ijvm> = (JJrJz +h']+) |]7m> = h(m+ 1)J+ |]’m>
und

J2I_|jm) = i+ 1T~ |j,m)

T.d_|jm) = h(m—1)J_ |j,m) .
Ist also | j,m) Eigenzustand von J? und J, mit den Eigenwerten A%j(j + 1)
und Am, dann sind J4 | j,m) Eigenzustéinde mit den Eigenwerten £%j(j 4 1)
und fi(m + 1). J4y und J_ konnen also wie im Fall des harmonischen
Oszillators (Unterabschn. 3.3.5) als Auf- und Absteigeoperatoren interpre-
tiert werden, die durch Anwendung auf einen bekannten Zustand |j, m) alle

weiteren, zur Quantenzahl j gehorenden Zustidnde |j,—j5) ,|4,—j+1),...,
|7, —1) ,14,7) liefern, wobei die Beschrinkung (3.30) zu den Bedingungen

J+|.]aj> :Oa J—|j7_.j> =0
fiihrt.

Zu 1. Die moglichen Werte von j ergeben sich durch folgende Uberlegung:
Die p-fache Anwendung von J auf |j,m) liefert den Zustand |j,j), d.h.
m+p = j, wihrend die ¢-fache Anwendung von J_ auf |j,m) zum Zustand
|7, —j) fithrt, also m — ¢ = —j. Hieraus folgt, dal die Summe der nichtnega-
tiven ganzen Zahlen p und ¢, also



3.4 Quantenmechanische Drehimpulse 299

prtg=j-—m+j+m=2j

ebenfalls nichtnegativ und ganz ist, woraus sich die in 1. genannte Be-
schrankung ergibt.

Zu 3. Aus (3.29) ergibt sich

Jiljim) = h/(G—m)(G+m+1)]j,m+1)
(3.31)

J_|j,m) = h/(G+m)(G—m+1)]jm—1) .
Durch Iteration dieser Beziehungen folgt die 3. Behauptung.

3.4.2 Bahndrehimpuls

Ausgehend von den vorherigen Betrachtungen wird nun das Eigenwertpro-
blem des eingangs eingefithrten Bahndrehimpulsoperators L in der polaren
Ortsdarstellung behandelt. Unter Einfithrung von Kugelkoordinaten r, ¢, 6,

r=rcospsing , y=rsingsinf , z=rcosf ,

erhilt man aus den Gleichungen (3.27) nach einiger Rechnung fiir die Kom-
ponenten von L

L, =ih (Singoaae + cos p cot 988)
12

L, =ih ( cos gp% + sin ¢ cot 986(:0>
0
L, = —ih— .
i 90

Hieraus ergibt sich

1o .0 1 &
L2 — 32 9 ngl 4 L&
<sin9 6™ 90 " sin298<p2>

. ; o . 0
L. = L, +iL, = he*'¥ <:|:69 +icot 0590) . (3.32)
Aufgrund der Bedeutung des Bahndrehimpulses wollen wir auch hier die Er-
gebnisse des Eigenwertproblems von L? und L, in iibersichtlicher Form vor-
anstellen und anschlielend begriinden:

Satz 3.17: Eigenwertproblem des Bahndrehimpulses L
in der polaren Ortsdarstellung

Die Losungen des Eigenwertproblems
LY (0, ) = h2L(1+1)Yim (0, )
LzY},m(aa ¢) = hmYl,m(ey ©)
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sind die Kugelfidchenfunktionen

21+1

Yim(8,0) = 2ll'
xe™? sin =™ Hdl;m sin® 6
d(cos 9)t—m i

Sie bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem von quadratintegrablen
Funktionen auf der Einheitskugel,

/ Y (0, ) Vi (0, 2)A2 = B1p Gyt |

wobei das im Skalarprodukt auftretende Integrationsmafl das Kugelfléichen-
element

df? = dysin0do

bezeichnet. Die Quantenzahlen | (Orbitalquantenzahl) und m (magnetische
Quantenzahl) sind auf die ganzzahligen Werte

1=0,1,2,... , m=—1,...,1
beschrankt.

Beweis. Wegen der Gestalt von L, ist Y} ,,, notwendigerweise von der Form

}/l,m(97 90) = fl,m(e)eimw ’

wobei m und damit auch | ganzzahlig sein miissen, um Eindeutigkeit von
Y1.m (0, @) gegeniiber der Ersetzung ¢ — ¢+ 27 zu gewéhrleisten. Fiir die Ei-
genfunktion mit der gréfiten m-Quantenzahl m = [ muf offensichtlich gelten:

L. Y, (0,¢)=0,

woraus sich unter Verwendung von (3.32) die Differentialgleichung

(889 —lcot 9) fu(@) =

ergibt. Thre Losung ist gegeben durch

fr(0) =¢ sin' 6 .
Der Betrag der Konstante ¢; folgt aus der Normierungsbedingung
27 x ™
1= /dcp/dﬁsinHYlj‘l(H,cp)ﬁ’l(e,ap) = 27r|cl|2/d951n2l+19
0 0 0
ol = 1 (20 +1)!

V2% d 2U!
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Alle weiteren, zur Orbitalquantenzahl [ gehérenden Eigenfunktionen ergeben
sich nach Satz 3.16 zu

I+ m)! _m
(Lt m) LY (0, 0)

Yim(0.0) = " [ i

und man erhélt nach Ausfiihren der Rechnungen die in Satz 3.17 angegebenen
Kugelflachenfunktionen, wenn die Phase von ¢; konventionsgeméfl so gewihlt
wird, daf}

C] 1

Lo (—)t.

al (1)
Einige Eigenschaften der Kugelflachenfunktionen, sind in Abschn. A.6 ange-
geben.

3.4.3 Spin

Wie in Unterabschn. 3.6.3 dargelegt wird, ist es notwendig, den meisten quan-
tenmechanischen Teilchen einen neuen Freiheitsgrad zuzuordnen, den sog.
Spin. Da er kein klassisches Gegenstiick besitzt, ist es nicht moglich, seine
Form aus dem dritten quantenmechanischen Postulat abzuleiten. Vielmehr
geschieht seine Einfithrung rein intuitiv und durch experimentelle Erfahrung.
Es zeigt sich, dal der Spin als ein intrinsischer Drehimpuls (Eigendrehung)
eines Teilchens aufgefalt werden kann und als solcher ebenfalls der Drehim-
pulsalgebra (3.28) geniigt. Dariiber hinaus ist er von allen anderen Freiheits-
graden eines Teilchens entkoppelt; der Spin kommutiert mit allen anderen
dynamischen Grofien.

Wir beschrinken uns im folgenden auf die Diskussion des Eigenwertpro-
blems eines Elektronspinoperators S, dessen Quantenzahlen s und m, auf die
Werte s = 1/2, mgs = +1/2 festgelegt sind. Die entsprechenden Folgerungen
fiir Spins anderer Teilchen mit grofleren Quantenzahlen lassen sich problemlos
hieraus ableiten (sieche Anwendung 42). Der Elektronspinoperator besitzt ge-
nau zwei Basiszustinde, die zu den Quantenzahlen (s =1/2,m; = 1/2) und
(s =1/2,ms = —1/2) gehoren. Der Einfachheit halber bezeichnen wir sie mit
|4+) (Spin oben) und |—) (Spin unten):

11 1 1
272>—|+> ) 27—2>—|_> .

Sie erfiillen per definitionem die Eigenwertgleichungen

3h2 I
S| +) :TH:) , S.E) :i§|i> .

Geht man zur Matrixdarstellung iiber, in der die Spinzustéinde |+) und |—)
durch die Spaltenvektoren (Spinoren)

= () x1= (1)
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reprisentiert werden, so sind die beschreibenden Matrizen von S und S,
gegeben durch

3n° Al 0
2 9N _n
S—4I,SZ 2<0_1 ,
wobei I die 2x2-Einheitsmatrix bezeichnet. Die Komponenten S, und S,

ergeben sich aus den Auf- und Absteigeoperatoren Sy, die nach (3.31) in
folgender Weise auf die Basiszustéinde wirken:

Six(+) =0, Six(—) =hx(+) = S+ :h<8 é)

S x(+)=hx(=), S x(-)=0=§_ =h(2 8) .

Hieraus folgt

1 hfo1l 1 h (0 —i
Sx—2(5++5—)—2(10>7Sy—21(s+—5—)—2<- 0)-

1

In der Matrixdarstellung ist es iiblich, den Elektronspinoperator in der Weise
h
S=-0o
2

zu schreiben, wobei sich o aus den Pauli-Matrizen zusammensetzt:

(01 (0 —i (1 0
Te=\10) %= \i0) 9" \o-1)"
Einige ihrer Eigenschaften sind

[0’1;,0’]‘} ZZiEijkO’k s {0’7;,0']'} :2I(SZJ 3 U',L2 :I .

3.4.4 Addition von Drehimpulsen

Als néchstes betrachten wir das Eigenwertproblem einer Summe von zwei
Drehimpulsoperatoren

J:J1+J2a Jz:J1z+J2z7

wobei J1 bzw. J2 den Drehimpuls des Systems 1 bzw. 2 bedeuten, aus denen
das gesamte zu untersuchende System bestehe. Die gemeinsame Eigenbasis
der simultan kommutierenden Operatoren J?%, J1., J3, Jo, setzt sich aus den
tensoriellen Produkten der Eigenzustinde von J?,J;, und J2,J,, zusam-
men:

[jim1) ®|j2,m2) = |j1,m1;j2, m2) .
Andererseits bilden die Operatoren J%, J3, J2, J ., ebenfalls einen vollstindi-
gen Satz kommutierender Observablen, so dafl man eine Eigenbasis die-
ser Operatoren konstruieren kann, deren Elemente wir mit |ji, j2, J, M)
bezeichnen.” Sie erfiillen die Eigenwertgleichungen

9 Man beachte das Semikolon in den Produktbasiszustinden. Dies erleichtert die
Unterscheidung zwischen der Produktbasis und der Gesamtdrehimpulsbasis.
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T3 g1 g2, ] M) = 0251 (G + 1) |, G, S, M)
T3 .o J. M) = 022 (G2 + 1) [ g1, ga, J, M)
J? g1, jo, J, M) = R2J(J + 1) | j1, ja, J, M)
J. 1,92, , M)y = M | 41,42, J, M) , M =mq +msy .
Aus den Uberlegungen des letzten Unterabschnittes schliefen wir, daf bei
gegebenem j; und j, die Quantenzahl J nur die Werte
J=1lj =gl i+ 2 — L+ 2
annehmen kann, wihrend M auf die Werte
M=mi+mog=-J,...,J-1,J

beschrankt ist. Dies wird durch folgende Dimensionsbetrachtung unterstiitzt:
Die Anzahl der Eigenproduktzustinde betrigt (271 + 1)(2j2 + 1), und sie ist

gleich der Zahl der Eigenzustinde zum Gesamtdrehimpuls:'?
Jitij2 2j2
S @I+ 1) =Y 201 —jat )+ 1] = 21+ 1)(2+1) .
J=j1—j2 n=0

Die Vollsténdigkeit der Produktbasis erlaubt eine Entwicklung der Gesamt-
drehimpulseigenzustéinde nach diesen:

|Gusdas M) = Y Ljromas jz,ma) (jroma; ja,mol i, o, J, M) . (3.33)

mi,m2
Die Entwicklungskoeffizienten
<j1am1;j27m2|jlaj2>*]a M> = <j17m1;j2am2| J7 M>

sind die Clebsch-Gordan-(CG-)Koeffizienten oder Vektoradditionskoeffizien-
ten.!! Einige ihrer Eigenschaften sind:

L (j1,ma; j2,mo| J, M) # 0 = |j1 — jo| < J < ji + o

2. (j1,m1; j2, ma| J, M) # 0= M = my + mao.

3. Die CG-Koeffizienten sind konventionsgeméf reell.

4. (j1,m1; j2, mso| J, J) ist konventionsgeméaf positiv.

5. (Jrymas ja, ma| J, M) = (=1)7%9277 (1, —mas ja, —ma| J, —M).

6. Als die Koeffizienten einer unitidren Transformation geniigen die CG-
Koeffizienten den Orthogonalitétsrelationen

> (Gromasda,mal J, M) (Gi,mas ja,mal J', M') = 855 6a

my,msa

10 Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir hier an, da8 j; > jo.
1 Da die Indizes j; und j» im Bravektor auftreten, kénnen sie im Ketvektor un-
terdriickt werden.
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Z <j17m1;j27m2| J7 M> <j17m/17j27m/2‘ Ja M> = 5m1m’16m2m’2 .
J,M

Die explizite Berechnung der CG-Koeflizienten ist i.a. sehr aufwendig. In
einigen einfachen Féllen 148t sich jedoch die Linearkombination (3.33) direkt
bestimmen (siehe nichster Unterabschnitt). Hierzu beachte man, dafi der
Zustand mit den Quantenzahlen J = j; + jo, M = J gegeben ist durch

|J1s 92, 31 + g2, 31 + J2) = |41, 51592, J2)
denn unter Verwendung von
JP =T34+ Js+ 201 do, + T Jo + T Joy
gilt
T2 jusdas 1, T) = B2+ 1) + ja(jz + 1) + 212) | 41, s 2. o)
= B2J(J+1) |1, oy I, )
und
J g1, g2, I, J) = h(ji + j2) L1, Jai J2s g2) = B | g1, g2, S, )

Durch Anwendung des Absteigeoperators J_ = J1_ + Jo_ erhilt man die
iibrigen  Zustdnde |j1,jo,J,JJ — 1) ,...,|j1,J2,J,—J). Der Zustand
| 71,792,791 + 42 — 1,51 + j2 — 1) ergibt sich nun eindeutig aus seiner Ortho-
gonalitit zu |j1,j2,71 + Jj2,J1 + jo — 1) zusammen mit obiger CG-Phasen-
bedingung unter Punkt 4. Hieraus lassen sich mit Hilfe von J_ wieder alle
iibrigen Zustédnde mit J = j; + jo — 1 konstruieren usw.

Satz 3.18: Addition von Drehimpulsen

Seien J; und Jg zwei Drehimpulsoperatoren eines Teilchens, J = J1 + J5
und J, = Jq1, + Jo, der Gesamtdrehimpuls bzw. dessen z-Komponente.
Dann besitzen die Operatoren J%, J3, J2, J, ein gemeinsames vollstéindiges
Basissystem. Seine Elemente | j1, j2, J, M) lassen sich nach den vollsténdi-
gen Produktbasiszustéinden | jy, m1; jo, m2) von J%, J1, und J3, Jo. in der
Weise

[usdas M) = 3 Ljromas jasma) (g1 mii o mal J, M)
m1,ms CG-Koeffizienten

entwickeln. Bei gegebenem j; und js sind die Gesamtdrehimpulsquanten-
zahlen auf die Werte

J=ln—Jol,-ositjo, M=mi+my=—J,...,J
beschrankt.
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3.4.5 Spin-Bahn- und Spin-Spin-Kopplung

Zwei niitzliche Anwendungsbeispiele zur Addition von Drehimpulsen, die wir
im folgenden besprechen, sind die Kopplung des Bahndrehimpulses mit dem
Elektronspin sowie die Kopplung zweier Elektronspins. Wir werden auf sie
u.a. bei der Diskussion des realen Wasserstoffatoms in den Unterabschnitten
3.7.3 bis 3.7.5 zuriickgreifen.

Spin-Bahn-Kopplung. Man betrachte das Eigenwertproblem des Gesamt-
drehimpulses

J=L+S,J,=L,+8,,

der sich aus dem Bahndrehimpuls L und dem Elektronspin S eines Teil-
chens zusammensetzt. Die Quantenzahlen von L, S und J seien durch (I, m),
(s =1/2,ms = £1/2) und (J, M) gegeben. Offensichtlich gibt es zu jedem
I > 0 nur zwei mogliche Werte fiir J, nidmlich J = [ + 1/2. Da my nur
die Werte £1/2 annehmen kann, setzt sich jeder Vektor der Gesamtdrehim-
pulsbasis aus genau zwei Produktbasisvektoren zusammen. Sie lauten unter
Verwendung der Spinbasis-Notation | %, j:%> =|=£)

1 1 1 1
Lod+=M) =all,M-=; LM+ = —
‘)27 +27 > a b 27+>+/8 b +27 >

1 1 1 1

Zl-Z M N M— = / M -
‘l527l 27 > a l? 27+> +6 l7 +27 > b)

wobei M halbzahlig ist. Die Orthonormalitétsbedingungen dieser Zustédnde
liefern drei Bestimmungsgleichungen fiir die Entwicklungskoeffizienten:

Oé2—|—/62:1
Oé/2+5/2=1
ad +668 =0.
Eine 4. Bedingung ergibt sich z.B. aus
1 1 1 3 1 1
JHL o+, MYy =R 1+ ) (1+5) |l 50+ 5,M
gt gy =i (1) (14 3) [ g4 300)

zu

B Jl+3-M
a \i+i+M°
wobei

J*=L*+8*+2L.S.+L,S +L_S, .
Unter Berticksichtigung der CG-Phasenkonventionen folgt schliellich



306 3. Quantenmechanik
1 1 1 1
L= lt- M) = ——|E/I+=-xM
’ 2 2 > 2l+1< V' o2
/ 1 1

Diese Gleichung ist auch fiir [ = 0 = J = 1/2 richtig. Man hat dann

0.5 L3N oo (0,22 22N 0,00
727272 - b b 72727 2 - ¥ .

Spin-Spin-Kopplung. Die Situation wird noch einfacher, wenn man sich
auf den Gesamtspin
S=S1+52 5 Szzslz+52z

zweler Elektronspins Sq und Sy (s1,2 = 1/2,mq 9 = £1/2) beschrénkt. Fiir
die Gesamtdrehimpulsquantenzahlen S und M gibt es offensichtlich nur die
Moglichkeiten

S=0=M=0 oder S=1=M=-1,0,1,

1
l _ .
M 2a+>

und man erhélt folgende Entwicklung der Gesamtspinbasis nach den Pro-
duktspinzustinden:

11 1

-,-,0,0) = — e el

27 27 ? > 2 (| +7 > | 7+>)
Zusammenfassung

e Hermitesche Operatoren J, die einer bestimmten Kommutatoralgebra
geniigen, nennt man Drehimpulse. Zu J? und J, existiert ein ge-
meinsames Eigenbasissystem |j,m), mit j = 0, 1/2, 1, 3/2, ... und
m=—j3,—3+1,...,5—1,5.

e Ein spezieller Drehimpuls ist der Bahndrehimpuls L. In der Ortsdar-
stellung sind die Eigenzustinde |I,m) von L? und L. durch die Ku-
gelflichenfunktionen Y/ ,,,, [ ganzzahlig, gegeben. Der Elektronspin
S ist ein weiterer Drehimpuls mit nur zwei Einstellungen: s = 1/2,
ms = £1/2. In der Matrixdarstellung werden die Eigenzustinde von
S2 und S, durch Spinoren beschrieben.
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e Bei der Addition zweier Drehimpulse, J = J1 4+ J3, setzt sich eine Ba-
sis aus den tensoriellen Produkten der Eigenzustinde von J?%,J;, und
J%, J5, zusammen. Eine andere Basis (Gesamtdrehimpulsbasis) bil-
den die Eigenzustinde von J?%, J3,J?, J2. Beide Basen sind iiber eine
unitire Transformation (Clebsch-Gordan-Koeffizienten) miteinan-
der verbunden. Die Quantenzahlen J, M von J? und J, sind auf die
Werte J = |j1 — jal,- .y J1 + J2, M =mq +ma = —J, ..., J festgelegt.

Anwendungen

42. Spin-1-Algebra. Wie lauten die Komponenten eines s=1-Spinopera-
tors S in der Matrixdarstellung, wenn seine Eigenzustande |1,1), |1,0) und
|1, —1) durch die Vektoren

1 0 0
X(H)=10],x(0)= (1] baw. x(=)=1{0
0 0 1

dargestellt werden?

Loésung. Die verschiedenen Komponenten von S werden in der Matrixdar-
stellung durch hermitesche 3x3-Matrizen beschrieben, wobei die Wirkung
von 82 und S, auf die Basiszustinde per definitionem gegeben ist durch

Sx(+) = 2h*x(+) , §%x(0) = 2h*x(0) , §*x(—) = 2n*x(-)
SZX(+) = hX(+) ) SzX(O) =0 ) SZX(_) = _hX(_) .

Man erhélt hieraus

10 0
S2=92r’1.S.,=hn|00 0],
00 —1

wobei I die 3x3-Einheitsmatrix bezeichnet. Die entsprechenden Matrizen fiir
S, und S, erhdlt man aus den Auf- und Absteigeoperatoren S, und S_,
die nach (3.31) in folgender Weise auf die Basiszustinde operieren:

Six(#) =0, 81x(0) = V2hx(+) , S1x(—) = V2hx(0)

010
=8, =V2r|001
000

und

S_x(+) = V2hx(0) , §-x(0) = V2hx(-) , S_x(-) =0
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000
— S_=+Vv2r|100
010
Somit folgt
S, = L 451 o1
r = = + )= —
2 vV2\o10
0—i 0
1 h
2 v2\y i o

43. Zeitliche Entwicklung eines Spin-1/2-Systems. Wie in Unterab-
schn. 3.6.3 gezeigt wird, lautet der Hamilton-Operator fiir die Wechselwir-
kung des Spins S eines Elektrons der Ladung e und der Masse m, mit einem
dufleren Magnetfeld B

e

H=- SB .

MeC

Man betrachte ein lokalisiertes Elektron, dessen einziger Freiheitsgrad sein
Spin ist. Dieses Teilchen befinde sich zur Zeit t = 0 in einem Eigenzustand
von S, mit dem Eigenwert %i/2. Zu diesem Zeitpunkt wird ein Magnetfeld
B = Be, ecingeschaltet, in dem das Teilchen wihrend der Zeitspanne T
prizedieren kann. Danach wird das Magnetfeld instantan in die y-Richtung
gedreht: B = Be,. Nach wiederum einer Zeitspanne 7" wird eine Messung von
S, ausgefiihrt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird der Wert //2 gefunden?

L6sung. In der Matrixdarstellung 148t sich die zeitliche Entwicklung des
Elektrons durch den Spinor

P(t) = ¥ (x(+) + - (Ox(=) = (ﬂg )

beschreiben, mit

Im Zeitintervall 0 < ¢t < T lautet somit die Schrodinger-Gleichung

od (g, (1 0 (¥ _ eB
() = (0 ) () o=

und wird gelost durch

(50), = (et ) -

Die Konstanten ag und by ergeben sich aus der Normierungsbedingung

a%—&—bg:l
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und der Voraussetzung

§.0(0) = 50(0)

zu

(Zozb():i.

V2

Die Schrodinger-Gleichung fiir das Zeitintervall T < ¢ < 2T lautet

()0 ) (2.

Thre Losung berechnet sich zu

1/)+(t) B aeiwt + befiwt
v(t) ), —igelwt + jpe~iwt |

wobei die Stetigkeitsbedingung

<¢+(T)> _ (mm)
Y- (1) ), v-(T) ),
die Konstanten a und b auf die Werte

(e—zin_H) b —ie2i“T)

1 1 ( 1
Q= —— _
2v2 2v2

festlegt. Zur Zeit 2T ist also der Elektronzustand gegeben durch

Y4 (2T) 1 1—i4 e 2T 4 jo2iwT .
_27) ), 1— i 2wl yjp—2iwl | - (3.35)
v-(2T) ),  2v2

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit, jetzt bei einer Messung von S, den Eigen-
wert fi/2 zu finden, ergibt sich aus der Projektion von (3.35) auf den zu /i/2
gehorenden Figenzustand von S, :

1\ |1 1 (1—i4e 2wl 42wl |2
W(Sz = 2) = ’\/5(1’1)2\/5 (1—i+e2i‘“T—i—ie_2i‘”T

1
5(1 + cos? 2wT) .

Entsprechend ist

1 1—i4 e 2wl | jo2iwT 2

1 1
w (Sa: = —2> = ‘\/5(1,—1)2\/5 (1 i e2iwT _He—zin)

1
= sin? 20T

1

die Wahrscheinlichkeit dafiir, den Wert —%/2 zu messen.
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3.5 Schrodinger-Gleichung in drei Dimensionen

Die dreidimensionale Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen, das sich in ei-
nem skalaren zeitunabhingigen Potential befindet, lautet in der kartesischen
Ortsdarstellung

o d h?_,
Mit Hilfe des Ansatzes
Pz, t) = ¥(x)e !

geht sie analog zum eindimensionalen Fall in die zeitunabhéngige Schrodin-
ger-Gleichung

HY(x)=E¥(x), E=hw

iiber. Die Losung dieser Gleichung wird besonders einfach, wenn sich das
Potential in der Weise

V(z) = Vi(z) + Valy) + Va(2)

schreiben 148t. Dann lassen sich nédmlich die Koordinaten x, y, z separieren,
und man kann als allgemeine Losung ansetzen:

U(z) = ur(z)ua(y)us(2) ,

wobei die Funktionen u; jeweils der eindimensionalen Schrédinger-Gleichung

K2 d2
(_Mdgz i m(&)) (€)= Bau(€) . i=1,2,3

geniigen, mit
E=FE+E+EF5.

Sind mindestens zwei der Potentiale V; gleich, so tritt Entartung auf, da die
zugehorigen Gleichungen auf dieselben Eigenwerte fithren.

Im weiteren Verlauf wollen wir uns auf Systeme konzentrieren, die eine
Zentralsymmetrie aufweisen. Sie besitzen die Eigenschaft, dafl ihre Behand-
lung in der polaren Ortsdarstellung eine vollstdndige Separation des Winkel-
und Radialteils erlaubt, wodurch sich ebenfalls eine enorme Vereinfachung
ergibt. Zuvor wollen wir jedoch zeigen, wie sich Zwei-Teilchenprobleme auf
effektive Ein-Teilchenprobleme zuriickfiihren lassen.

3.5.1 Zwei-Teilchensysteme
und Separation der Schwerpunktsbewegung

Der Hamilton-Operator eines Zwei-Teilchensystems sei in der kartesischen
Ortsdarstellung gegeben durch
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p? P}
= — — V y
2m1 + 2m2 * (wl’xZ)

wobei
P, =—-ihV,, Py =—ihVy, [P1,P3] =0

die Impulse der beiden Teilchen sind. Héngt das Potential allein vom gegen-
seitigen Abstand der beiden Teilchen ab,

V(.’Bl,mg) = V(:Bl — .’BQ) y

so 14t sich das vorliegende sechsdimensionale Problem in zwei dreidimensio-
nale Probleme aufspalten, von denen das eine die konstante Bewegung des
Schwerpunktes und das andere die Relativbewegung, d.h. die Bewegung ei-
nes effektiven Ein-Teilchensystems beschreibt. Erinnern wir uns, wie hierzu
in der klassischen Mechanik vorgegangen wird (vgl. Unterabschn. 1.5.1). Dort

fithrt man Schwerpunkts- und Relativkoordinaten
mixi1 + Mmoo
xS:T , TR — L1 — X2

sowie Schwerpunkts- und Relativimpulse

ma2p1 — Mi1p2

ps =p1+p2=Mzs , pr = i = TR
ein, mit
mim
M =my + my (Gesamtmasse) , p = 2 (reduzierte Masse) ,
mi + Mo

so daf} die Newtonschen Bewegungsgleichungen in zwei Gleichungen fiir die
Schwerpunkts- und Relativbewegung entkoppeln. In der Quantenmechanik
werden diese Grofien als Operatoren iibernommen:

m2P1 — m1P2

Pg =Py + Py =—ihVs, Pgr = i

= —ihVg .
Fiir sie gelten die Vertauschungsrelationen

[Ps,PR} =0 5 [-ﬁS”PSj] = [mRi,PRJ] = ihéij
sowie

p? P Py PR

2my  2mo  2M  2u

Die zeitunabhingige Schrédinger-Gleichung nimmt somit die Gestalt

P P2
(ﬁ T v<mR>) ¥(@s.ar) = £V (s, zx)

an. Mit Hilfe des Ansatzes
V(zs,zr) = ¥s(zs)Pr(zR)
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zerfallt diese Gleichung in zwei separate Schrodinger-Gleichungen fiir die
Schwerpunkts- und Relativbewegung:

P2
HgVUs(xs) = Es¥s(xs) , Hs = ﬁ
P2
HRWR(:I:R) = ERWR(:BR) , Hr = le + V(:IJR) , [Hs,HRJ =0.

Die erste Gleichung beschreibt die freie Bewegung eines Teilchens der Ge-
samtmasse M wihrend die zweite die Dynamik eines im Potential V' befind-
lichen Teilchens der reduzierten Masse p bestimmt. Bis auf die Ersetzun-
gen m <> p und x <> xr besteht also auch in der Quantenmechanik formal
kein Unterschied zwischen der Beschreibung der Relativbewegung eines Zwei-
Teilchensystems und der Bewegung eines Ein-Teilchensystems.

3.5.2 Radiale Schrédinger-Gleichung

Ist das Potential V' zentralsymmetrisch, V(x) = V(|z|), dann weist der
Hamilton-Operator eine Kugelsymmetrie auf (d.h. er ist invariant unter
rédumlichen Drehungen), so dafl es sich als giinstig erweist, Kugelkoordina-
ten zu verwenden:

x=rcospsing , y =rsinpsind , z=rcosf .

Man zeigt nun leicht, daf} sich das Quadrat des Impulsoperators P in folgen-
der Weise durch die Kugelkoordinaten ausdriicken 1&8t:

L?
P’ = -’V =P+ =,
r
wobei
10 o 1
P = —1h— — — ] - —
" lhrarr in <8r+r>

der Radialimpuls (nicht zu verwechseln mit dem Relativimpuls Pg) und L der
in Unterabschn. 3.4.2 besprochene Bahndrehimpuls des Teilchens ist. Hiermit
geht die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung eines Ein-Teilchensystems
iiber in

P2 L?
HY(r,0,0) = EW(r,0,p), H = <2m + Sy + V(r)) . (3.36)

Bevor man sich der Losung dieser Gleichung zuwendet, ist zu priifen, un-
ter welchen Voraussetzungen P, (und somit H) hermitesch ist. Hierzu muf
gelten:
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0= <W|PT‘W>_<W|PT|W>*

s

2m 00
. Cn . 0 9, .
,1h/dgp/d9$1n0/drr (W 5(7@) +w§(rw ))
0

0 0

27 m oo
—ih/dw/d@sin@/drgh"ﬂz .
or
0 0 0

Da fiir quadratintegrable Funktionen 7% "—3 0 gilt, ist das Integral iiber r
gleich seinem Wert im Ursprung. P, ist also nur dann hermitesch, wenn man
sich auf quadratintegrable Funktionen ¥ beschrankt, die

lim r¥ =0 (3.37)

r—0

erfiillen. Desweiteren wiire noch zu untersuchen, ob (3.36) der Schrodinger-
Gleichung im gesamten r-Bereich, einschliellich des Ursprungs, dquivalent
ist. Man kann zeigen, dafl auch dies tatséchlich der Fall ist, wenn ¥ obiger
Hermitezitatsbedingung geniigt. Nun gilt

[H,L*)=[H,L.]=[L* L.]=0.

Da es keine weiteren Groflen gibt, die untereinander vertauschen, bilden die
Operatoren H, L? und L, einen vollstéindigen Satz kommutierender Observa-
blen und besitzen folglich ein eindeutiges gemeinsames Basissystem. Dieses
setzt sich zusammen aus den Kugelflichenfunktionen Y} ,,, also den Basis-
zustinden von L? und L, sowie nur vom Radius r abhiingigen Funktionen

gi(r):
!p(r, 0, SD) = gl(r)Yl,m (07 90) .
Setzt man diesen Ausdruck in (3.36) ein, so ergibt sich zusammen mit der

Hermitezitétsbedingung (3.37) der

Satz 3.19: Radialgleichung fiir zentralsymmetrische Potentiale

R (A2 2d\  RAI+1)
{_% (F FE) T oz V(T)} a(r)=Eaq(r),  (3.38)
mit

}1_{% rgi(r) =0 .
Durch die Substitution w;(r) = rg;(r) folgt

2 2
(_ﬁ_d_z LR+ V(r)) w(r) = Buy(r) , w(r = 0) = 0. (3.39)

2m dr? 2mir?
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Einige erste Folgerungen hieraus sind:

e Unter den Losungen u; sind nur diejenigen physikalisch sinnvoll, die auf
Eins oder die §-Funktion normierbar sind.
e Divergiert das Potential im Ursprung langsamer als 1/r2: lin% r?V(r)=0
r—
(dies ist meistens der Fall), dann gilt in der Néhe des Ursprungs die Glei-
chung

d?u; (l+1)

dr? r2

deren Losungen u;(r) ~ ri*! (regulire Losung) und w(r) ~ ! sind.

ul:O,

e Geht das Potential fiir r — oo schneller gegen Null als 1/r: Tlgrolo rV(r) =0,
dann gilt fiir grofie r
d?u  2mE
) + ?u =0.
Die Losungsfunktionen dieser Gleichung verhalten sich asymptotisch wie

E<0: u(r)~ekr ekr

. . 2mE
E>0: u(r)welkr,e_’kr, k‘2=’ mQ ’ .
h

3.5.3 Freies Teilchen

Als erstes Anwendungsbeispiel betrachten wir wieder das einfachste System,
némlich ein freies Teilchen. Die zugehorige radiale Schrodinger-Gleichung lau-

tet
nt a2 2d B2+ 1)
—— ==+ - ——*—F =0.
{ 2m (dr2 * rdr> T 9u(r)
Unter Einfithrung der dimensionslosen Grofien
2mE
k? = o p=kr

geht diese Gleichung iiber in die sphdrische Besselsche Differentialgleichung
(sieche Abschn. A.5)

2 2d I(1+1)
— +——4+1- =0. 3.40
(dp2+pdp+ = )gmp) (3.40)
Thre Losungen sind die sphdrischen Bessel-Funktionen, deren Form und a-
symptotisches Verhalten in folgender Weise gegeben sind:

o

(*P)l li : Sinp -~ (2l + ].)”
pdp) p sin(p — I /2)
P

fir p—0

Jilp) =
fiir p — o0
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(21 — 1)1 .
(p) = (=) (=& N
pdp) p cos(p — Ir/2) fiir p— 00 |
p

Von besonderem Interesse sind gewisse Kombinationen dieser Funktionen, die
Hankel-Funktionen

. ei(pf%()
W () = milp) + iji(p) =5 T
L

(-) o pee 1 (7F)
by (p) = nu(p) —iji(p) — T

Thr asymptotisches Verhalten fiir k2 > 0 entspricht aus- bzw. einlaufenden
Kugelwellen. Je nach Vorzeichen von E sind nun zwei Félle zu unterscheiden:

e E < 0: Hier ist hl(+) die einzige beschréinkte Losung von (3.40). Sie weist
allerdings im Ursprung einen Pol der Ordnung [ 4+ 1 auf. Das Eigenwert-
problem besitzt deshalb keine Losung; es gibt erwartungsgeméif keine Ei-
genzustidnde eines freien Teilchens mit negativer Energie.

e £ > 0: Die Gleichung besitzt genau eine iiberall beschrinkte Losung,
némlich j;(p). Damit ergibt sich die Gesamtlosung der zeitunabhéngigen
Schrodinger-Gleichung zu

Ty (1,0, ) = J1(kr)Yi,m (0, ) - (3.41)

Man beachte, dafl bisher Gesagtes leicht auf den Fall iibertragbar ist, bei
dem ein Potential V (r) vorliegt, das in Bereiche konstanter Potentialwerte V;
aufgeteilt werden kann. In diesem Fall ist fiir jeden Bereich F durch £ —V;
zZu ersetzen.

Entwicklung ebener Wellen nach Kugelfunktionen. Neben den Ku-
gelwellen (3.41) kann ein freies Teilchen mit der (unendlichfach entarteten)
Energie F = h”k?/2m auch durch ebene Wellen e!*" beschrieben werden. Sie
stellen das Teilchen mit dem Impuls 7ik dar, wihrend (3.41) das Teilchen mit
einem bestimmten Drehimpuls beschreibt. Da die Kugelwellen ein vollsténdi-
ges System bilden, spannt die abzéhlbare Gesamtheit der Kugelwellen zu ei-
nem bestimmten Wert der Wellenzahl £ den Raum der Eigenfunktionen zur
Energie E = h2k? /2m auf. Folglich kann die ebene Welle e*” nach diesen
Funktionen entwickelt werden:

00 l
=33 (k)i (k) Yin (0,)

=0 m=—1
Legt man die z-Achse in Richtung von k, dann ist

elk:'r _ elkrcose ; LzelkT'COSO —-0.
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Das heifit die Entwicklung ist unabhéngig von ¢ und beschrankt sich auf
Terme mit m = 0. Unter Verwendung von (A.14) und a; = a; folgt dann

ef = Zaljl(p)Pl(u) , u=cosf , (3.42)
1=0

wobeil P, = P, die Legendre-Polynome (siche Abschn. A.6) bezeichnen. Zur
Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten a; kann man wie folgt vorgehen:
Differentiation von (3.42) liefert

oo

o dji
e =y Pi(u) .
iue 2 ay p ) (w)
Andererseits gilt nach (A.11)
; - — [ 1+1 l
iuer =i g ajiuly =1 E <al+1jl+1 + al—1j1—1> P .
P P 20+ 3 20 —-1

Setzt man nun die Koeffizienten von P, in den letzten beiden Entwicklungen
gleich, dann erhélt man unter Verwendung von (A.9) und (A.10)

(-t i ji-1=(l+1) ! b ‘
A+ 1M Ty )T 2+ 10T g3t it

und somit
1 i
= — —— = 21 1 it .
S 30 T gy = @ = @l i

Aus der Entwicklung von e fiir p = 0 folgt wegen j;(0) = 8,0 und Py(u) = 1:
ag = 1. Dies fiihrt schliellich zum

Satz 3.20: Entwicklung ebener Wellen nach Kugelfunktionen
Definiert der Wellenvektor k die z-Richtung, dann gilt

oikT _ gikrcost _ Z(zl + 1)iljl(kr)PI(COSe)
=)

— Z VAr (20 + l)iljl(kT)Yz,o(a, @) -
=0

3.5.4 Kugelsymmetrischer Potentialtopf
Man betrachte folgenden kugelsymmetrischen Potentialverlauf (Abb. 3.6):
W firr<a
V(T‘) = , Vo>0.
0 firr>a

Im inneren Bereich I ist die einzige, im Ursprung reguléire Losung der radialen
Schrodinger-Gleichung (3.38)



3.5 Schrodinger-Gleichung in drei Dimensionen 317

-V

Abb. 3.6. Kugelsymmetrischer Potentialtopf

. 2m(E + V¢
9V (krr) = Aui(kar) | ki = \/ % :

Im Bereich II sind zwei Fille zu unterscheiden:

Gebundene Zustinde: E < 0. Hier ist

. . —2mE
g™ (ikar) = Bih{ (ikar) | ko = Vo

die einzige, im Unendlichen beschriankte Losung. Die Stetigkeitsbedingungen
am Punkt r = a,
3 (ikar)

)

. d
91" (k1a) = g (ikza) . 0" (kur)

r=a drg r=a
legen das Verhéltnis der Integrationskonstanten A; und B; fest. Beide Be-
dingungen koénnen nur fiir diskrete Werte von E gleichzeitig erfiillt werden;
sie bestimmen die Energieniveaus der gebundenen Zustdnde des Teilchens.

Handelt es sich um [=0-Zusténde, so folgt hieraus die Bedingung

Ungebundene Zusténde: E > 0. Die allgemeine Losung ist eine Linear-
kombination der sphérischen Bessel-Funktionen, die wir so ansetzen kénnen:
2mFE

PP
Im Falle [ = 0 ergibt sich aus den entsprechenden Stetigkeitsbedingungen fiir
die Phase dg

gl(H)(kgr) = By [ji(kar) cos 0; + ny(kar)sind;] , ke =

tan(kaa + dg) = % tankia . (3.43)
1
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3.5.5 Naives Wasserstoffatom

Das Paradebeispiel fiir Zwei-Teilchensysteme ist das Wasserstoffatom. Es be-
steht aus einem positiv geladenen Proton und einem umkreisenden Elektron.
Wir behandeln von vornherein den allgemeineren Fall von wasserstoffihnli-
chen Atomen. Sie besitzen ebenfalls nur ein Elektron, wobei der Kern aber
aus mehreren Protonen (und Neutronen) bestehen darf. Effekte, die durch
den Kern- und Elektronspin hervorgerufen werden, bleiben hierbei zunéchst
unberiicksichtigt; diese werden in den Unterabschnitten 3.7.3 bis 3.7.5 be-
handelt. Zwischen Elektron und Kern herrscht das elektrostatische Coulomb-
Potential
2
v =-2=,

r

wobei e die Elementarladung des Elektrons und Z die Kernladungszahl ist.
Die radiale Schrodinger-Gleichung fiir die Relativbewegung von Elektron und
Kern lautet nach (3.39)

R* A RA(4+1)  Ze? Memy
_ -~ 7 =F = — .
( 2u dr? + 2ur? r ) w(r) wlr) s Me + My

me bezeichnet hierbei die Masse des Elektrons und my, die Masse des Kerns.!?

Beschriankt man sich auf den Fall gebundener Zustéinde mit £ < 0, so ist es
zweckméBig, die dimensionslosen Grofien

SuE 1/2 7 2 1/2 o\ 1/2
oo (VT A iy (e
h h 2F 2F

einzufithren, mit der Feinstrukturkonstanten
e? 1
Qo= — & —— .
he 137
Obige radiale Schrodinger-Gleichung erhélt dann nédmlich die einfache Form

@ il+1) 3—1u _
(dp2 = +p 4> 1(p)=0. (3.44)

Fiir p — 0 reduziert sich diese auf

(;:2 - l(l; 1)) w(p) =0,

deren reguliire Losung proportional zu p'*! ist. Auf der anderen Seite gilt fiir
p — oo die Gleichung

d? 1
— ——Ju(p) =0.
(52— 1) o)
2 Man beachte: Die Masse des Protons ist etwa 1840 mal groSer als die des Elek-

trons, so daf} fiir alle wasserstoffihnlichen Atome in sehr guter Niherung gilt:
A M.
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Thre im Unendlichen abfallende (normierbare) Losung verhilt sich wie e™*/2.
Insgesamt bietet sich daher zur Losung von (3.44) der Ansatz

w(p) = e ??p! H (p)
an, woraus die Differentialgleichung
pH"+ (20 +2—p)H +(A=1—-1)H=0 (3.45)

folgt. Der Potenzreihenansatz
e .
H(p) =) aip’
i=0

fithrt schlielich zu

oo

S+ 1)+ 20+ 2)ai + (A—1—1—i)a;]p' =0,

i=0
und man erhilt folgende Rekursionsformel fiir die Entwicklungskoeffizienten
(07

T+14+1-A
a

i+ 1)(i+2042)
Damit u; im Unendlichen das geforderte asymptotische Verhalten hat, mufl
die Potenzreihe ab irgend einem ¢ = n’ abbrechen, d.h.

A=n'41+1. (3.46)

ai+1:( i -

Dies ist gerade die Quantisierungsbedingung fiir A und damit fiir die Ener-
gieniveaus der gebundenen Zustéinde zum Drehimpuls (I,m). Ublicherweise
fiihrt man die Grofle

n=n+1+1
ein und bezeichnet sie als Hauptquantenzahl. Somit gehort zu jedem n > 0
der radiale Zustand

n—I[—1

Uni(p) = e PPpH N (-1)2‘( (n—1—1)1(20 +1)!
=0

n—l—-1-)2+1+il’

i

n—1—1) ' o
- eip/zlerl( f(n —11—)15'2]12+ 1) nlj_l—l(p) ) (347)
wobei
Ny R
Ly(r) *;( D =0+ o’

die Laguerreschen Polynome sind. Die zu (3.47) gehorenden Energieeigenwer-
te lauten

Z2e*p B

Z%etp L 2,2 2
_m = F s —Thz = —5/1,0 Z ae . (348)

n =

1=
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4 Kontinuierliches Spektrum
0 - -
Ei/16 + ——— 4s P —7 —————4d —4f
Ei/)9 + —— 3s — 3p —3d
Ei/4 4+ —— 25 — 2p
Ei+ — 1s
s(1=0) pl=1) d(l = 2) fI=3)

Abb. 3.7. Termschema des ,naiven Wasserstoffatoms*

Offensichtlich hangt E,, nicht von [ ab, d.h. bei gegebenem n haben alle durch
l < nund —I < m <[ charakterisierten Zustdnde die gleiche Energie und

sind somit entartet. Der Entartungsgrad betrigt!?
n—1
d@+1)=n".
1=0

In der Atomspektroskopie ist es iiblich, die durch ! definierten Zusténde in
aufsteigender Reihenfolge mit den Buchstaben s, p,d, f, g, ... zu bezeichnen,
denen die jeweilige Hauptquantenzahl n vorangestellt wird. Die mit der Ori-
entierung des Systems verbundene magnetische Quantenzahl m wird dabei
stillschweigend unterdriickt. Abbildung 3.7 zeigt eine graphische Darstellung
der Energieniveaus des Wasserstoffatoms ( Termschema). 1s ist der nichtent-
artete Grundzustand. Das erste angeregte Niveau ist vierfach entartet und
enthilt einen 2s- und drei 2p-Zustédnde. Das zweite angeregte Niveau enthélt
einen 3s-, drei 3p- und fiinf 3d-Zustdnde und ist neunfach entartet usw. In
den Unterabschnitten 3.7.3 bis 3.7.5 wird gezeigt, dafl die Energieniveaus die-
ses ,naiven Spektrums® durch Beriicksichtigung der Spinfreiheitsgrade von
Elektron und Proton sowie relativistischer Korrekturen in weitere Linien auf-
spalten und damit die Entartung aufgehoben wird.

13 Streng genommen sind hierbei noch die zwei Spineinstellungen des Elektrons zu
beriicksichtigen; der Entartungsgrad ist also eigentlich 2n2.
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Nach Riickkehr zur alten Relativkoordinate r ergeben sich aus (3.47) die
ersten normierten radialen Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms zu

7 3/2
gl,O(T) —9 () e*Z’I"/’I‘()

To

7 \*? Zr
—9 1 —Zr/2rq
92’0(7.) (27’0) < 27"0) ¢

1/ Z\"zr _,
- “T —Zr/2rg
92’1(T) \/3 (2T0> 70 ©

Z 3/2 27 272p2
g3o(r) = 2 () <1 2 ) o= 2r/370

3ro 3ro 27rg

42 2 7 Zr\
I Sl I Z (1= 22 —Zr/3ro
g3.1(r) = — <3ro) 3 A

g32(r) = 7\[ o " zr Qe_Zr/?’m
’ \/> 37’0 To ’

wobel

h
picare
den Bohrschen Radius bezeichnet. Wir geben nun einige hieraus folgende
Erwartungswerte an, deren Herleitung in Anwendung 45 vorgefithrt wird:

302 —1(1+1)] (3.49)

To =

(nlm|r|nlm) = (r),, = 2Z

(nlm|r®|nlm) = <T2>nl _ o

272

< : < > :

nlm |— = 5

r ron
<nlm

— | nlm =

r? ré¢nd (14 1) (3.50)
A < > z

nlm |—|nlm ) = = :

r3 ) rentl(l+3) (1+1)

Nimmt [ seinen maximalen Wert [ = n — 1 an, dann folgt fiir die mittlere
quadratische Radialabweichung des Elektrons vom Kern

[5n% +1—31(1+1)]

_ 2 2 (m)
Ar =/ (r?) = (r) = anii
Im Falle grofiler n wird die Gréfle Ar/ (r) sehr klein, und das Elektron ist
praktisch in der Umgebung einer Kugeloberfliiche vom Radius R = n?rq/Z
lokalisiert, wihrend die zugehérige Energie E = —Z2%e?/(2ron?) = —Ze? /2R
der kinetischen Energie eines klassischen Elektrons entspricht, das den Kern
auf einer Kreisbahn mit Radius R umkreist. Dies ist ein Beispiel fiir das



322 3. Quantenmechanik

Korrespondenzprinzip, auf das in Unterabschn. 3.2.1 hingewiesen wurde und
nach dem die Gesetze der Quantenmechanik im Grenzfall grofler Quanten-
zahlen bzw. im Grenzfall A — 0 in die entsprechenden Gesetze der klassischen
Theorie miinden.

Zusammenfassung

e Hingt bei dreidimensionalen Zwei-Teilchenproblemen das Potential nur
von der relativen Lage der beiden Teilchen ab, dann 148t sich die
Schrodinger-Gleichung wie im Falle der klassischen Mechanik in zwei
Gleichungen aufspalten, von denen die eine die Schwerpunktsbewe-
gung und die andere die Relativbewegung der Teilchen beschreibt.
Letztere kann als Gleichung fiir ein effektives Ein-Teilchenproblem
in Anwesenheit des Potentials aufgefaf3t werden.

e Bei zentralsymmetrischen Potentialen 148t sich in der polaren Orts-
darstellung der radiale Anteil vom Winkelanteil separieren, wobei letz-
terer durch die Kugelflichenfunktionen, also den Eigenfunktionen des
Bahndrehimpulses gelost wird. Die Losungen des Radialteils ergeben sich
aus der Radialgleichung fiir zentralsymmetrische Potentiale.

e Fiir den freien Fall (und fiir den Fall konstanter Potentialabschnitte) geht
diese iiber in die sphérische Besselsche Differentialgleichung, deren
Losungen die sphérischen Bessel-Funktionen sind.

e Die Bindungszustinde wasserstoffihnlicher Atome werden naiv durch
drei Quantenzahlen charakterisiert, der Hauptquantenzahl n, der
Orbitalquantenzahl | < n und der magnetischen Quantenzahl
m = —I,...,l. Die entsprechenden Bindungsenergien hdngen nur von
der Hauptquantenzahl n ab und sind somit ohne Beriicksichtigung der
zwei Spineinstellungen des Hiillenelektrons n2-fach entartet.

Anwendungen

44. Dreidimensionaler anisotroper Oszillator. Man bestimme die Ener-
gieeigenwerte eines dreidimensionalen anisotropen Ostzillators, dessen stati-
onére Schrodinger-Gleichung in der Ortsdarstellung gegeben ist durch

h2
HU(x)=E¥(z), H = —%V2 - % (wiz? + wiy? +w3z?) . (3.51)

L6sung. Der Produktansatz
W(x,y,z) = ur(x)uz(y)us(z)
iiberfiihrt (3.51) in die Gleichung
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2
(- gt @) + Futeun (o) - Brn(o)) valohua2)
+ (—;ué’(y) + %wSyQuz(y) - Ezuz(y)) uy (7)uz(2)
+ <2ﬁmué’(z) + %wgzzm(Z) - E3U3(Z)> uy(z)ua(y) =0, (3.52)

mit
E=E +E;+E;s.

Offensichtlich ist (3.52) erfiillt, wenn die Klammerterme verschwinden, d.h.

2m * 2
Das vorliegende Problem reduziert sich also auf drei Gleichungen fiir jeweils
einen eindimensionalen Oszillator, der in Unterabschn. 3.3.5 diskutiert wurde.
Wir koénnen daher die dort erarbeiteten Ergebnisse iibernehmen und erhalten
fiir die Gesamtenergie des Systems

1 1 1
FE = hw; (n1—|—2>—|—hw2 <n2—|—2>+hw3 <n3+2> .

Fiir die Grundzustandswellenfunktion (n; = ns = nz = 0) ergibt sich

\/bbgbg 132,232,232 2 mw;
Po,0,0(x) = 7r13/4 o B (Ve R 0ST) g2 h :

45. Erwartungswerte im Wasserstoffatom. Man zeige mit Hilfe der ra-
dialen Schrodinger-Gleichung, dafl fiir wasserstoffihnliche Atome gilt:

2

A s Z s—1
(s+ 1)—7%”2 (r*), — 2s+ 1)% <7‘ >nl

2

+Z [(20+1)2 =2 (r*72) =0. (3.53)

nl
Losung. Nach (3.39) gilt fiir wasserstoffihnliche Atome
I(l+1 2Z 7?2
WR(ES)

s—u(r) + —u(r) — —
Es folgt somit

u(r) =0, u(r) =un (r) . (3.54)

r ror ran?

oo

/drrsu(r)u”(r) =1(l+1)

0

27
drr* 2% (r) — —/drrs_luQ(r)

) 0\8
=

Z2 s, 2
+7r%n2 /drr u”(r)
0

2Z Z?

= l(l + ]‘) <TS?2>nl - E <TS?1>TLZ + 7"3? <rs>nl : (355)
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Andererseits erhéilt man durch partielle Integration

o0 oo oo

/drrsu(r)u”(r) = —s/drrsflu(r)u'(r) - /drrsulz(r)

0 0 0

- 0/ drr*Vu(r)d (r)

/drr”%’(r)u"(r) , (3.56)

0

+

s+1

wobei sich der letzte Term mit Hilfe von (3.54) umschreiben 18t zu

/drrsﬂu/(r)u” =1(+1) /drr ' (r) — == /dﬂ”su(?‘)u/(r)
T
0 0 %
/ Py ()l (r) (3.57)
0
Beriicksichtigt man nun, daf} gilt:
k / k k—1,2 k) ko1
drrfu(r)u’(r) = —5 drr®  u(r) = —5 <r > ,
0 0

dann fiithrt die Kombination von (3.55), (3.56) und (3.57) auf die Beziehung
(3.53).

3.6 Elektromagnetische Wechselwirkung

In Unterabschn. 3.5.5 wurde die Wechselwirkung eines Elektrons mit einem
elektrostatischen Coulomb-Feld anhand des Wasserstoffatoms diskutiert. In
diesem Abschnitt wollen wir uns nun allgemeiner mit der Dynamik eines Elek-
trons befassen, das sich in einem elektromagnetischen Feld befindet. Hierbei
spielt der Begriff der Eichinvarianz eine wichtige Rolle, aus dem sich einige
interessante Quanteneffekte ableiten lassen. Am Ende liefern wir nachtréglich
die physikalische Begriindung des Elektronspins, dem wir bisher schon einige
Male begegnet sind.

3.6.1 Elektron im elektromagnetischen Feld

Fiir die folgende Diskussion wird empfohlen, sich insbesondere die Abschnitte
2.1 und 2.2 ins Gedéchtnis zu rufen. Ausgangspunkt fiir die quantenmecha-
nische Beschreibung der Elektronbewegung in einem &ufleren elektromagne-
tischen Feld ist die klassische Bewegungsgleichung eines Elektrons der Masse
me und der Ladung e:
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meds = ¢ <E(ac,t) + % v B(a:,t)) . (3.58)

Das elektrische Feld E und das Magnetfeld B sind iiber

B=VxA, E:—la—A—V¢
c Ot
mit dem Skalarpotential ¢ und dem Vektorpotential A verbunden. Gleichung
(3.58) 14Bt sich aus den Gesetzen der Hamiltonschen Mechanik herleiten,
wenn man fiir die Hamilton-Funktion folgende Form ansetzt:

2 1 2 2
(pffA) ted= <p2epA+62A2>+e¢.
c 2Me c C

- 2Me

Denn es gilt

2
e
v mecv (p )+2me€2V( )+ eVgd p
1
V,H=—p——A=4x
Me MeC
und somit
e 0A
i —p-S(av)ar ) _v,
me® = P c((mV) Jrat) V=V
e
= A A
mec[(pV) +px (V xA)
2
e
“omE [2(AV)A+2A x (V x A)]
e 0A
_ _ S H2V)A + 2=
eVo C[(wV) —i—at]

:e{Klp— c A)V]A+(1p+ ¢ A)x(VxA)}
c Me MeC Me meC
e . 0A
— S xB+eE.
c

Der Ubergang zur Quantenmechanik geschieht durch die iibliche Ersetzung,
und wir erhalten den

Satz 3.21: Elektron in einem dufleren elektromagnetischen Feld

Bezeichnen A und ¢ das Vektor- bzw. Skalarpotential der elektromagneti-
schen Felder E und B, so ist der Hamilton-Operator in der Ortsdarstellung
fiir ein mit F und B wechselwirkendes Elektron gegeben durch

H= ! (ZV - ZA(m,t))z +ed(x,t) .

2me \ 1
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In der Coulomb-Eichung VA = 0 geht dieser tiber in

2 . 2
h V2+1€hAV+ e

H=-
2Me MeC 2m.c?

A? ted . (3.59)

Nimmt man an, daf§ das magnetische Feld nur eine Komponente in z-
Richtung besitzt,

0 B (Y 1
B=VxA=B|0]|], mit A=—| z |=—-=-xzxB,
2 2
1 0
dann folgt fiir den zweiten und dritten Term von (3.59)
ieh ieh
P AVY = " Blax VW =-MBV, M=-—°1
MeC MeC 2mec
2 2 2132
€ 2 € 22 2 eB” 5 o
UV=_—— B — (xB)° |V = 4
2mec? 8mec? [ (zB)’] 8mec? @ +y)7

wobei die Gréfle M als magnetisches Dipolmoment des Elektrons mit dem
Bahndrehimpuls L interpretiert werden kann.

Fiir die meisten atomaren Systeme ist bei der Grofle der im Labor erreichba-
ren B-Felder (=~ 10~% Gau$}) der in A quadratische Term um etliche Gréfen-
ordnungen kleiner als der lineare und kann daher vernachléssigt werden.

Normaler Zeeman-Effekt. Betrachten wir als Anwendungsbeispiel das in

Unterabschn. 3.5.5 naiv besprochene Wasserstoffatom in einem &dufleren kon-

stanten Magnetfeld in z-Richtung, B = Be,. Die zugehorige Schrédinger-

Gleichung lautet unter Vernachlissigung des A2-Terms
(H® + HOYWw = (E© 4+ EOYw |

mit

Ze guy__<B

|| 2uc

Da die Losungen ¥, ; ., der Wasserstoffgleichung

uctZ%a?

2n?

auch Eigenzusténde von L, sind, ergibt sich E(!) unmittelbar aus

H(l)!pn,l,m = E(l)q/n,l,m

2
H© = ,?Vz tep, plx)=— L..
n

H(O)!pn, lom — E(O)Wn lLm E(O) = E7(LO) =

zu
B0 =g = Ly
Ilm 2,U/C
Die zu festem [ gehorenden (2 + 1)-fach entarteten Niveaus werden also bei
Anwesenheit eines konstanten Magnetfeldes in 2 + 1 dquidistante Niveaus
aufgespalten (Abb. 3.8).
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m
+2
+1
0
-1
-2

— T+l
l — 1 EEEEEE::: ””” _—— 0
TtrY——— 1
Abb. 3.8. Linienaufspaltung der naiven I=1- und [=2-Wasserstoffniveaus in An-
wesenheit eines dufleren Magnetfeldes (normaler Zeeman-Effekt)

3.6.2 Eichinvarianz der Schrédinger-Gleichung

Im Gegensatz zu den Maxwellschen Gleichungen ist die Schrodinger-Gleichung

. 3w(m,t) 1 2

ih———= En 2 (3 V — 7A(cc t)) +ep(x,t)| P(x,t) (3.60)
nicht invariant unter den Eichtransformationen

A_>AI:A+VX,¢—>¢’:¢ 1(2);

Man kann nun aber ihre Eichinvarianz gewahrleisten, indem man die Wellen-
funktion ¢ mit einer Phase multipliziert, die geeignet zu wahlen ist:

O(x,t) — P (x,t) = @Dy (x, 1) .

Driickt man in (3.60) A, ¢ und ¥ durch die transformierten Grofien A’ ¢’
und v’ aus, so ergibt sich

e (2 0

1 .
- (hv _ EA’ + evx) (hv _ gA’ + er) e—lAw/
C C 1 C C

2m

3 —iA
(¢5 +8t>e (4

1 h h
:<,V—6A’+2Vx> “A(IV fA’+ VX hV/l)ll)

2m \ i

10x —iA
re(0 4158 ) ety

1. 2
= —¢ ¥ (ﬁV ~ A+ Sy hVA) g
2m i c c
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<¢ = 8X) ey (3.61)

Mit der Wahl
e
A t) = — t
(®,8) = +-x(=,1)

geht (3.61) iiber in die zur Schrodinger-Gleichung (3.60) formgleiche Glei-
chung

8¢ (ac t)
ot

2m

[1 (hV—A’( )) —l—e(b'(ac,t)] Vi) . (3.62)

Das heift (3.60) ist nun, wie gewiinscht, invariant unter obigen Eichtransfor-
mationen.

Hat man es mit einem Raum ohne Magnetfeld zu tun (B = 0), dann
gibt es zwei Moglichkeiten zur Beschreibung der Bewegung eines Elektrons in
einem elektrischen Potential ¢. Entweder man 16st die Schrédinger-Gleichung

2
h?;f ( 27:716 V2 + e¢> Y, (3.63)
in der das Vektorpotential iiberhaupt nicht vorkommt, oder man beachtet
die Eichfreiheit und verwendet die allgemeinere Gleichung (3.62), wobei jetzt
A =Vyx (3.64)
zu withlen ist. Die Wellenfunktion ¢’ ist dann mit ¢ aus (3.63) iiber
¥/, ) = /N0 )

verkniipft. Man kénnte meinen, da der Phasenfaktor in der Wellenfunktion
keine physikalischen Konsequenzen hat, da ja nur ihr Betragsquadrat experi-
mentell zugénglich ist. Es gibt jedoch Situationen, in denen die Wellenfunkti-
on selbst, das heiflt ihre Phase durchaus eine Rolle spielt. Zwei Effekte dieser
Art werden im folgenden vorgestellt.

Quantisierung des magnetischen Flusses. Man betrachte einen to-
rusformigen Supraleiter in einem konstanten Magnetfeld unterhalb seiner
kritischen Temperatur T, (Abb. 3.9). Aufgrund des Meifiner-Effektes wird
das Magnetfeld aus dem Torus verdringt, so dafl er feldfrei ist. Der Pha-
senfaktor x der Wellenfunktion eines im Torus befindlichen Elektrons kann
gemif (3.64) ausgedriickt werden durch

X

x(zx,t) = /d:c’A(:cﬂt) ,

wobel x( einen beliebigen Fixpunkt innerhalb des Torus und A(= A’) das
Vektorpotential des Magnetfeldes auflerhalb des Torus bezeichnet. Dieses
Wegintegral ist jedoch aufgrund des durch das Loch des Torus hindurchtre-
tende Magnetfeld nicht eindeutig und hingt vom gewéhlten Integrationsweg
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U

1l |

Abb. 3.9. Feldlinienverteilung eines dufleren Magnetfeldes in Anwesenheit eines su-
praleitenden Mediums oberhalb der kritischen Temperatur T¢ (links) und unterhalb
von T¢ (rechts)

ab. Betrachtet man z.B. zwei Wege 1 und 2, die sich um eine Windung léngs
des Torus unterscheiden, so ist die Differenz gegeben durch

/da:’A(w’,t) —/dac'A(a:’,t) = %dw’A(z’,t) = /dFV’ x A(zx',t)
1 2 P

= /dFB(az’,t) =&, .
F
@, ist gerade der magnetische Fluf3, der durch die von den Wegen 1 und
2 aufgespannte Flidche (Loch des Torus) hindurchtritt. Aus physikalischen
Griinden miissen wir fordern, dafl die Wellenfunktion selbst eindeutig ist,
also den Unterschied in den Wegen 1 und 2 nicht spiirt. Dies bedeutet, dafl
der magnetische Flufl gequantelt sein muf:

o, — 2mhe

n,n=0x1,+2,....

Im Experiment 148t sich tatséchlich eine Quantisierung beobachten, aller-
dings mit einer Modifikation:

&, — 2mhe

2e
Eine Erklarung des Faktors 2 im Nenner liefert die Coopersche Theorie, nach
der jeweils zwei Elektronen in supraleitenden Metallen korrelierte Zusténde
(Cooper-Paare) bilden.

n.

Bohm-Aharanov-Effekt. Ein weiteres Experiment, das die Abhingigkeit
der Phase vom magnetischen Flufl zeigt, ist in Abb. 3.10 zu sehen. Es be-
steht aus einem Doppelspaltexperiment, bei dem hinter die beiden Spalte ei-
ne elektrische Spule angebracht wird, die ihrerseits einen magnetischen Flufl
@, erzeugt. Das auf dem Beobachtungsschirm entstehende Interferenzmuster
kommt von der Superposition der beiden, auf den Wegen 1 und 2 entlang-
laufenden Wellenfunktionen zustande:
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Elektronen-
quelle

Weg 1

Schirm

Abb. 3.10. Experimentelle Anordnung zur Messung der relativen Phasenlage von
auf verschiedenen Wegen entlanglaufenden Elektronwellen, die einen magnetischen
Flufl umschlieen

Y =) by = hrexp %/diB'A + 92 exp ;Tec/dw/A
1 2

= |Y1exp Egzjm + )9 | exp E/da:’A
he he
2

Die relative Phase der beiden Wellenfunktionen unterscheidet sich also bei
eingeschaltetem Spulenstrom gegeniiber dem abgeschalteten Zustand durch
den Faktor exp (%@m) Dieser Effekt, auf den zuerst Bohm und Aharanov
hingewiesen haben, wurde in der Tat experimentell beobachtet.

3.6.3 Stern-Gerlach-Experiment

Wir holen nun zum Schluf} dieses Abschnittes die Begriindung des bereits
in Unterabschn. 3.4.3 eingefiihrten Elektronspinoperators anhand eines von
Stern und Gerlach durchgefithrten Experimentes nach. Hierzu betrachten wir
einen homogenen Strahl von Wasserstoffatomen, die ein in z-Richtung ver-
laufendes und in dieser Richtung stark inhomogenes Magnetfeld B = B(z)e,
durchfliegen (Abb. 3.11).14 Besitzt ein Atom des Strahls ein magnetisches
Moment M, so ist seine potentielle Energie im Magnetfeld gegeben durch

V(z)=—-MB=—-M,B(z) .
Klassisch gesehen wirkt dann auf das Atom eine Kraft in z-Richtung,

aVv 0B
= oz  “0z’
die es ablenkt. Da hierbei M, alle reellen Werte in einem bestimmten Intervall
um Null annehmen kann, erwarten wir eine verschmierte Auffacherung des
Strahls. Aus quantenmechanischer Sicht besitzt dagegen der Operator M,

nach Satz 3.21 die diskreten Eigenwerte

4 Das Experiment wurde eigentlich mit Silberatomen durchgefiihrt. Die folgenden
Betrachtungen gelten jedoch auch fiir die einfacher gebauten Wasserstoffatome.
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Schirm

Abb. 3.11. Experimentelle Anordnung zum Nachweis des intrinsischen Drehim-
pulses (Spin) von Elektronen

he

2mec

m, m=—l,...,1.

Befinden sich die Atome alle im gleichen Zustand, dann sollte der Strahl also
in 2l +1 dquidistante Teilstrahlen aufspalten. Insbesondere erwartet man kei-
ne Aufspaltung fiir den Fall, daf§ alle Atome im Grundzustand (n = 1,1 = 0)
sind. Was man jedoch tatséchlich beobachtet, ist eine Aufspaltung in zwei
Strahlen. Neben dem magnetischen Moment, das von der Bahnbewegung des
Elektrons um den Kern herriihrt, mufl es offensichtlich ein weiteres Dipol-
moment geben, das auch bei verschwindendem Bahndrehimpuls vorhanden
ist. Der hierzu gehérende Drehimpulsoperator ist gerade der in Unterab-
schn. 3.4.3 besprochene Elektronspin S, dessen Quantenzahlen s = 1/2 und
ms = £1/2 aus der zweifachen Aufspaltung des Strahls folgen. Die Grofle
des magnetischen Moments des Elektronspins kann durch dieses Experiment
ebenfalls bestimmt werden und ist
(e) — e ~

M = 2mecS s Je 22, (3.65)
wobei g, das gyromagnetische Verhdltnis des Elektrons bezeichnet. Aus dhn-
lichen Experimenten geht hervor, dafl auch das Proton einen elektronartigen
Spin S mit s = 1/2 besitzt, der mit einem sehr viel kleineren magnetischen
Dipolmoment (e=Elektronladung)

M®) = g 0 ~556
2mpe
verbunden ist. Die Wechselwirkung zwischen M(®) und M®) ist gerade fiir
die Hyperfeinstrukturaufspaltung des Wasserstoffatoms verantwortlich, auf die
wir in Unterabschn. 3.7.5 zu sprechen kommen werden.
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Zusammenfassung

e Der Hamilton-Operator fiir ein Elektron, das mit einem &ufleren elek-
tromagnetischen Feld wechselwirkt, ergibt sich durch die iibliche Opera-
torersetzung aus der die klassische Bewegung des Elektrons beschreiben-
den Hamilton-Funktion. Ein Term des Hamilton-Operators &t sich als
magnetisches Dipolmoment des Elektrons interpretieren, das durch
seinen Bahndrehimpuls hervorgerufen wird.

e Durch Multiplikation der Elektronwellenfunktion mit einem geeigne-
ten Phasenfaktor (Eichtransformation) erweist sich die Schrédinger-
Gleichung als invariant unter Eichtransformationen des elektromagneti-
schen Feldes.

e Dieser Phasenfaktor zeigt in bestimmten Situationen tatséchlich physi-
kalische Auswirkungen (Quantisierung des magnetischen Flusses,
Bohm-Aharanov-Effekt).

e Aus dem Stern-Gerlach-Experiment und dhnlichen Versuchen folgt,
dafl Elektron und Proton einen intrinsischen Drehimpuls (Spin) besitzen,
der auf zwei Einstellungen beschrénkt ist. Mit ihm ist jeweils ein magne-
tisches Dipolmoment verbunden, wobei das Dipolmoment des Protons
etwa um den Faktor m,/me ~ 2000 kleiner ist als das des Elektrons.

Anwendungen

46. Kontinuititsgleichung. Man zeige, daf} fiir ein System, welches durch
die Schrodinger-Gleichung
ihgw(w t) = Hiy(x,t), H= € (P - gA(w t))2 +ep(x,t) (3.66)
dt ) ) b 2m c ) )

beschrieben wird, die Kontinuititsgleichung
d
—(p* Vjij=0
g+ Vi
gilt, wobei die Teilchenstromdichte 3 gegeben ist durch
. h . 2ie
i= 5 (w Vo — YTy - SC Ay w)

Losung. Multipliziert man (3.66) mit ¢*, ihre adjungierte Gleichung mit ¢
und zieht anschliefend beide Gleichungen voneinander ab, dann folgt
n? .
) + o [V - VR
2ie

5 (WA 4 YAV + 9V A) =
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Ld, h? . . 2ie L\
= ih (PY) + 5 -V (w VY =y VY — Ay ¢)—o

d. . B (o e,
=>dt(w>+Vg—o,y—2im<ww vy hCAww).

Man beachte, dafl bei dieser Herleitung keine Eichbedingung benutzt wurde.

47. Elektron im konstanten Magnetfeld. Ein Elektron der Masse m,
und der Ladung e bewege sich in einem konstanten Magnetfeld B = Be,.
Wie lauten die stationdren Losungen der zugehorigen Schrodinger-Gleichung?

Losung. Wihlt man fiir A die Form

-y
A:E x , VA=0,
2\ o

dann ist der Hamilton-Operator fiir das vorliegende Problem nach Satz 3.21
gegeben durch

h? eB e?B?
H = — 2 L 2 2 .
2Me 2mec © + 8mec? (m Ty )
Die Gegenwart des ,,Potentials® %(ﬁ + 1?) legt zur Separation der Va-

riablen die Verwendung von Zylinderkoordinaten nahe:
T=rcosp, y=rsing.

Damit folgt fiir die Differentialoperatoren L, und V?2
0 82+82+18+182
Op 022  0r?2  ror  r20p?
und fiir den Hamilton-Operator

P92 92 19 1 9 iheB 0  e*B? ,

=— st -+
2me \ 022 Or2  ror  r?20p?

Offensichtlich gilt [H,L.] = 0, so daf es sich anbietet, die Eigenzustinde
von H in der Weise

L,=—-ih—,6 V?=

2mec Op + smc2

U(r,p,2) = u(r)o(p)w(z) , v(p) =™, w(z) =

zu schreiben, wobei v(p) Eigenfunktion von L, mit dem Eigenwert hm ist.
Die stationére Schrodinger-Gleichung geht somit in folgende Differentialglei-
chung fiir u tiber:

u'(r) N <2meE meB  e?B? , , m?

k= — > u(r) = 0. (3.67)

"
u”(r) + 2 e 4h2cgr - 2

,
Unter Einfithrung der neuen Gréfien

eB dmec [ h2k2
= A= ° —FE) -2
* ohe' leB <2me > "
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folgt weiter

1
" / 2 _
u (x)+;u(:v)+ (/lx 562>u(x)—0.
Man erkennt hieraus das folgende asymptotische Verhalten von u fiir grofle
bzw. kleine z:

r—o00: u'(z)—2?u(z) =0 = u(x) ~e”

2

r—0: u'(x)+ %u’(x) — %u(m) =0= u(z) ~z™ .

z2/2

Zur Lésung von (3.67) machen wir daher den Ansatz
u(x) = G(a:)e_zz/Qa:lml ,

woraus sich die Differentialgleichung

2 1
G () + ("’1* - 2:5) G'(z) + (A —2 — 2lm|)G(z) = 0
ergibt. Substituieren wir jetzt y = 22, dann folgt schlielich die zu (3.45)
formgleiche Differentialgleichung

A—2—2m|

yG"(y) + (Im| + 1 - y)G'(y) + 1

G(y)=0,

wenn man in (3.45) die Ersetzungen

|m| —1 A
A— —

2 ’ 4
vornimmt. Ein Vergleich mit (3.46) liefert die Energiecigenwerte unseres Pro-

blems:

| —

A |m| +1 ,
— — =n =0,1,2,...
1 5 n 0,1,2,

h2k2 FLCB

2me 2mec

< E,= 2n' +m|+1+m).

Die zugehorigen unnormierten Eigenfunktionen erhilt man durch Vergleich
mit (3.47) zu

Gly) = LM (y) .

3.7 Storungsrechnung und reales Wasserstoffatom

Die meisten quantenmechanischen Systeme lassen sich auf analytischem Wege
nicht exakt berechnen. Unter gewissen Umstédnden kann man jedoch Nihe-
rungsverfahren heranziehen, die einer exakten Losung des Problems sehr nahe
kommen. In diesem Abschnitt diskutieren wir ein solches Verfahren, ndmlich
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die zeitunabhdngige Storungstheorie. Sie 148t sich oftmals dann anwenden,
wenn man es mit gebundenen Systemen zu tun hat, deren Hamilton-Operator
zeitunabhéngig ist.

Der Abschnitt beginnt mit einer allgemeinen Diskussion der zeitun-
abhéngigen Storungstheorie fiir den nichtentarteten und entarteten Fall. Rea-
listische Anwendungsbeispiele dieser Methode sind z.B. der Stark- und der
anomale Zeeman-Effekt, die ebenfalls hier besprochen werden. Desweiteren
werden wir sehen, wie das in Unterabschn. 3.5.5 bereits naiv diskutierte Was-
serstoffatom mit Hilfe der zeitunabhingigen Stérungstheorie in einer realisti-
scheren Weise beschrieben werden kann (Feinstruktur- und Hyperfeinstruk-
turaufspaltung).

3.7.1 Zeitunabhingige Storungstheorie

Man betrachte die zeitunabhiingige Schrodinger-Gleichung
(HO + H')|n) = E, |n) . (3.68)

Wir nehmen an, da zu H©) ein vollsténdiger Satz von nichtentarteten, or-
thonormalen Eigenvektoren ’ n(0)> samt zugehoriger Eigenwerte Ey(LO) bekannt
sei:

HO© ’n(0)> — E© ’n<o>> ,

Desweiteren soll H' in einem spéter zu definierenden Sinne , klein® gegeniiber
H© sein. Ublicherweise bezeichnet man H(® als ungestorten Hamilton-
Operatorund H' als Stiroperator oder Storung. Zur Losung von (3.68) fithren
wir einen fiktiven Storparameter A ein, den wir weiter unten wieder entfernen
bzw. Eins setzen und formulieren (3.68) um zu

(HO +XH")[n) = Eq|n) |

wobei sich die Kleinheit von H' zunichst im Parameter A widerspiegelt. Nun
ist es sinnvoll, anzunehmen, daf sich die Energien F,, und die (unnormierten)
Zusténde |n) in Potenzreihen von A ausdriicken lassen,

E,=E® £ \EMD £ N2E@ 4 (3.69)
[n) = ’n(0)> —|—)\‘n(1)> + A2 ‘n(2)> +..,

wobei die gestorten Groflen fiir A — 0 kontinuierlich in die entsprechenden
Groflen des ungestorten Problems iibergehen:

A= 0= |n) —>‘n(0)> , B, — EO

Aufgrund der Vollstandigkeit der ungestorten Basiszusténde |n(0)> lassen
sich die Kets |n(r)>, r > 0, nach diesen entwickeln,
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’n(r>> -3 oy m<o>> 7

m

und wir erhalten

n) = |n@) +23c

n®) 42300 [m) 5 ..
bzw. nach geeigneter Umskalierung der i

) = [n®) A 32 0 [m®@) 432 30 0@ [m®) 4. (370)

Setzt man nun die Gleichungen (3.69) und (3.70) in das Ausgangsproblem
(3.68) ein und ordnet die Terme nach Potenzen von A, dann ergeben sich in
den niedrigsten Ordnungen die Gleichungen:

0. Ordnung;:
H© ‘n<o>> — E© ‘n(o>>

1. Ordnung:
HO S o ‘m(0)> " n<0>> - EO S cd ’m(0)>
B [n®) )
2. Ordnung;:
HOS c® ‘m<o>> +H'Y oW ‘m<o>> - EO Y c® ‘m<o>>
FEQ S €| m®)
m#n

+E® )n(°>> . (3.72)

Die 0. Ordnung fithrt offensichtlich wieder auf die Gleichung fiir das un-
gestorte Problem. Multipliziert man (3.71) von links mit <n(0)‘ , so folgt

EW = <n<o>‘ H' n(0)> ’

d.h. die Korrekturenergie 1. Ordnung zur ungestoérten Energie E,(LO) ist gleich
dem Erwartungswert der Stérung H’ im entsprechenden ungestérten Zustand
|n(0)>. Die Entwicklungskoeffizienten C’,(,}) erhélt man durch Linksmultipli-
kation von (3.71) mit <k(0)’ # (n®) ’:
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> COED S + (KO H [0 ) = ED ™ D
m#n

m#n

()| 5 [n)

(1) _

Die unnormierten Zustédnde des gestorten Problems lauten somit in 1. Ord-
nung (und mit A = 1)

(m®| H' |n®))
n) = [n®@) + > R m®) . (3.73)

m¥#n

Zur Bestimmung der entsprechenden Gréflen in 2. Ordnung verfihrt man
genauso. Wir begniigen uns hier mit der Angabe der Korrekturenergie 2.
Ordnung, die man durch Multiplikation von (3.72) mit <n(0)| erhiilt:

O)| H' !n D2
E(2) |

Anhand von (3.73) 148t sich nun die ,,Kleinheit“ von H' und damit die Giite
der storungstheoretischen Entwicklung quantifizieren. Eine notwendige Be-
dingung dafiir, daf3 |n(1)> klein ist gegeniiber ’n(0)>, liefert die Ungleichung

(m®| H' [n®)
EY — B

<1.

Sie héngt offenbar von drei Faktoren ab, ndmlich

e der absoluten Grofie der Storung H',

e den Matrixelementen von H' zwischen ungestérten Zustinden und
e den Energiedifferenzen zwischen diesen Zustédnden.

Im Falle einer Entartung, Ey, o = (0) , ist es offensichtlich nicht so ohne wei-
teres moglich, obige Bedlngung fur dle Anwendbarkeit der Stérungstheorie
zu erfiillen. Sie wére nur dann erfiillt, wenn mit den Koeffizientennennern
auch gleichzeitig die Zahler also die nichtdiagonalen Matrixelemente von H’
verschwinden. Genauer ausgedriickt: Die Eigenvektoren von H(® zum sel-
ben Energiceigenwert miissen gleichzeitig eine Eigenbasis von H' sein. Dies
1iBt sich aber stets erreichen, da H(® fiir diese Vektoren nicht nur diagonal
sondern proportional zur Einheitsmatrix ist. Da H’ mit der Einheitsmatrix
kommutiert, kann man H' in diesem entarteten Unterraum diagonalisieren,
ohne dabei die Diagonalitit von H(®) zu zerstoren. Man beachte also: Auch
wenn die Gesamtheit der Eigenvektoren von H(® einen unendlichdimensio-
nalen Raum aufspannen, so betrifft die gleichzeitige Diagonalisierung von
H© und H' in der Regel jeweils nur einen kleinen endlichdimensionalen
Unterraum, der gerade von den zum selben Eigenwert gehorenden Eigenkets
von H®) aufgespannt wird.
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Satz 3.22: Zeitunabhingige Stérungstheorie
Gegeben sei die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung
(H® + H')|n) = En|n) ,
mit H' als kleinem Stéroperator. Fiir das ungestérte Problem

HO ‘n<0)> — E© ‘n(0)>

seien ein vollstédndiger Satz nichtentarteter orthonormierter Losungskets
mit den zugehorigen Eigenenergien bekannt. Die Korrekturenergien in 1.
und 2. Ordnung Stérungstheorie sind dann gegeben durch

(0)} H' |n(0) )[2
n(® ) E,(f) = | <m .
A

EY) — B
Ist ein Energieeigenwert entartet, so hat man in dem damit verbundenen
degenerierten Teilraum eine Basis zu wihlen, die H' diagonalisiert.

EW = <n(0)‘ H'

(3.74)

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, daf} sich stérungstheoretische Be-
rechnungen oftmals durch Beriicksichtigung von Symmetrien vereinfachen
lassen. Hat man beispielsweise

(2,H]=0, 2|a,w) =w|a,w) ,
so gilt

0= (awi| 2H - H'Q |z, w2 ) = (w1 —w2) (o1, w1| H' |az,wa)
Hieraus folgt die Auswahlregel

wy # wy = {aq,wi| H |ag,ws) =0 . (3.75)

Desweiteren 1ifit sich die in (3.74) stehende Summe von EP auf die Be-
rechnung von drei Matrixelementen reduzieren, wenn man einen Operator 2
finden kann, fiir den gilt:

H n<o>> _ [Q7H(0)]’n(o)> .

Unter Ausnutzung der Vollstindigkeit der ungestorten Eigenkets ergibt sich
dann nédmlich

(nO|H' |[m©) (m®| 2HO — HOQ[n©)
BY =D, 20 50
m#n n T Lm

S <n(0)’H’ m(0)> <m(0)‘ Q‘n<o>>

m#n

<n<o>‘ H'O ‘n<o>> _ <n<o>‘ H

n(® > <n(0)‘ (9} ‘n(o) > . (3.76)
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3.7.2 Stark-Effekt

Als eine erste Anwendung der zeitunabhéngigen Stérungstheorie betrachten
wir das naive Wasserstoffatom in einem konstanten elektrischen Feld in z-
Richtung der Stérke € (Stark-Effekt). Der Hamilton-Operator fiir dieses Pro-
blem lautet in der Ortsdarstellung

TLQVQ_Ziez

H=HY +H  H" =
’ 2u r

, H = —eez .

Die Eigenfunktionen von H(® sind

g/ml,m(rv 0,¢) = gml(T)Yl,m(@ o) .

Die Energieverschiebung des nichtentarteten Grundzustandes (n = 1) in 1.
Ordnung verschwindet, da ¥; ¢ eine definierte Paritét besitzt und somit
|%’0,0\2 gerade ist, wihrend z ungerade ist:

ES&O = e€(100| 2]100) = ee/drr2d9|y717070(1")\22 =0.

Das Wasserstoffatom besitzt also im Grundzustand kein permanentes Di-
polmoment. Fiir die Energieverschiebung 2. Ordnung des Grundzustandes
erwarten wir dagegen einen von Null verschiedenen Beitrag, da das duflere
Feld die Elektronhiille deformiert und so ein Dipolmoment induziert, das mit
dem elektrischen Feld wechselwirkt:
nlm| z]100) |2
ER = Y Lt <E§o>| _E£0)>|

n>1,l,m

Nun 148t sich zeigen, daf} fiir den Operator

2
0= (G4 Ty ) ost

in der Ortsdarstellung gilt:
H'[100) = [£2, H?]|100) .

Damit folgt unter Anwendung von (3.76)
EP) = (100] H'§2]100) — 0

s

2 2 3 3 ’
= _‘[L’I"Oeze l g /dr’rzd9672zr/r0 L + M COS20
7h ™ \To 2 Z
__9éeng
4 74

Als néchstes betrachten wir den Stark-Effekt fiir das entartete n = 2-Niveau
des Wasserstoffatoms, das die folgenden vier Zusténde gleicher Energie bein-
haltet:
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7z \*? z
Y200 = 2| -— 1— 25 ) e 2ri2my
" 2’["0 27‘0 ’

3/2
_ L (Z) P 2r zrjy,
s \/g ,0

1 ([ Z\*? zr
. _ 7Zr/2'r0Y
2,1,1 \/§ (27“()) o € 1,1

1 [ 2\ zr
. = “ “" _ZT/QTOY, .
21,1 \/3(27"()) oe 1,-1

Zunéchst miissen wir aus ihnen Basisvektoren

27"0 To

<

a1W 00+ W10+ azWa 11+ asWs i 1

konstruieren, die H' diagonalisieren. Von den insgesamt 16 Matrixelemen-
ten (2lm| H'|2l'm’) liefern die Diagonaleintrige keinen Beitrag, da alle vier
Zustinde eine definierte Paritit besitzen. Weiterhin kommutiert H’ mit L,
so dafl wegen (3.75) alle Matrixelemente mit m # m’ ebenfalls verschwinden.
Es verbleibt das zu lésende Eigenwertproblem

0 A00 a1 (71
A000 Qo :E(l) Qo
0000 a3 az |’
0000 oy oy
mit
3eery
A = —ee(200] 2 |210) = 7
Die zugehorigen Losungen sind
1 0 0
1
EY =4+ A = — =1 ,E(1)=05O<: 0 ) 0
V2| 0 1 0
0 0 1

Die ungestorten n=2-Zustéinde, welche stabil unter der Stoérung H'’ sind,
lauten also zusammen mit ihren Energieverschiebungen 1. Ordnung

1 3eer
5@570704’%,1,0) , E® =20

1 3eer,
— (W0 — W EM = 2200
\/5( 2,00 —¥2,1,0) - 7

Yoi1 EW =0
Wy , EM=0.
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3.7.3 Feinstrukturaufspaltung

Wir wenden uns nun einer realistischeren Beschreibung wasserstoffahnlicher
Atome zu. Ausgangspunkt ist wieder der ungestorte Hamilton-Operator

2 2
go P Ze
2u r
wobei der Relativimpuls P = Py im Schwerpunktsystem (Pg = 0) in fol-
gender Weise mit den Elektron- und Kernimpulsen zusammenhéngt:
P2 B P2 P
2 2me  2my

Als erstes wollen wir relativistisch kinematische Effekte in niedrigster Ord-
nung beriicksichtigen, indem wir P2/2m. + P2 /2my, durch den Ausdruck

2 2 2 4
VP2 +m2ct + Pi mec® + QPe + P Pe

Q

2y me | 2mi 8m3c?
~ m C2 + P72 — P74
¢ 2u  8udc?

ersetzen. Der erste Term auf der rechten Seite ist eine irrelevante Konstante
und der zweite der oben stehende nichtrelativistische Ausdruck. Der dritte
Term fiithrt zur relativistischen Korrektur

P;

Hyp=-——2°
T 8/,L3C2 ’

die als kleine Stérung zu H® hinzukommt. Da der Operator Hr rotations-
invariant ist, hat er diagonale Gestalt in der (nlm)-Basis des ungestorten Pro-
blems. Mit anderen Worten: Die (nlm)-Basis ist stabil unter dieser Stérung,
und wir brauchen die Tatsache nicht weiter zu beriicksichtigen, dafl die ver-
schiedenen ungestorten Energieniveaus entartet sind. Die Energieverschie-
bung 1. Ordnung ergibt sich somit einfach aus

B _

1
T T gae {nlm| P* |nim ) .

Unter Verwendung von

2\ 2 2\ 2
P =442 (P) = 4u° <H(0) + Ze>
2u T

und (3.50) folgt
1

1 1
- E2+92E,7Ze%{ = Z2et { =
2MC2< n+ o <r>nlm+ ‘ TQ nlm

_ Zratuc? 3 1
2 At n3(1+3))

EY =
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Ein anderer Effekt kommt von der Berticksichtigung des Spins des Elektrons
zustande, dessen Ursprung in klassischer Betrachtungsweise wie folgt ver-
standen werden kann: Bewegt sich das Elektron im Ruhesystem des Kerns
mit der (konstanten) Geschwindigkeit v, so hat der Kern im Ruhesystem des
Elektrons die Geschwindigkeit —v und produziert nach dem Biot-Savartschen
Gesetz, Satz 2.16, ein Magnetfeld

Zev Xx Ze
B = — = — T
c |x® mec|x|3

XP.

Dieses Magnetfeld tritt mit dem magnetischen Moment M () des Elektrons
in Wechselwirkung, und liefert den Energiebeitrag

Hsp=-MW©B.

Aus quantenmechanischer Sicht folgt hieraus und mit (3.65) der Stéroperator
fiir die Spin-Bahn- Wechselwirkung:
e Ze?

SB=———LS = .
MeC mc2r3 7=

Hgp = —

Wie sich zeigt, muf} dieser Ausdruck um den Faktor 2 reduziert werden, der
sich aus relativistischen Effekten zusammen mit der nicht geradlinigen Bewe-
gung des Elektrons um den Kern ( Thomas-Prizession) ergibt. Vernachléssi-
gen wir den Unterschied zwischen m, und p, dann lautet also der korrekte
Storoperator

B Ze?
- 2M202T3 ’

Die Berechnung der entsprechenden Energieverschiebungen erfordert wieder

Hgg

eine Diagonalisierung von Hgp in den zu den ungestorten Energien E,(IO)
gehorenden 2(2041)-dimensionalen Unterrdumen, wobei der Faktor 2 von den
zwei Spineinstellungen des Elektrons kommt. Der damit verbundene Aufwand
148t sich wesentlich reduzieren, wenn man beriicksichtigt, dafl gilt:

J=L+S = J*=L>+S*+2LS
Ze?
4p2c?r3
Wir kénnen ndmlich nun die in Unterabschn. 3.4.5 erarbeiteten Gesamtdreh-
impulseigenzustéinde |l7 %7 J, M > verwenden, fiir die Hgp bereits diagonale
Gestalt besitzt. Nach (3.34) folgt dann den zwei Gesamtdrehimpulseinstel-

lungen J =1+ 1/2, 1 > 0 entsprechend

= Hgp = [J?—L*-8?% .

1 1
Eég = <n,l,2,li2,M‘HSB

1 1
L= l+x-M
n7727 27 >

NNy
2 2 73

n,l,l,lil,M>
273
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Ze2h? 1 1 3
L[ ) <li2+1)_m+1>_4}

I+5+M 1|1 1
_{2l+1<n’l’M R =l 27+>
I+3FM 1|1 1
& M M —
2l+1 n7l7 +27 n’l7 27

Ze2h? 1 1 3
L (1 1) (2 e1) a0 -

e (), {0
dpc® \rd [, L —1=1

Aufgrund der Orthogonalitit der Kugelflichenfunktionen und der Elektron-
spinbasiszustinde liefern die Matrixelemente

1

1

keinen Beitrag. Mit (3.50) ergibt sich schliefilich

l
Zratuc? { —1—1 }
1 e
7 -

4 w4 g) I+

Kombiniert man die Energieverschiebungen ESFI) und Eég, so erhélt man als
Gesamtverschiebung die Feinstrukturverschiebung oder -aufspaltung:

Z4atuc? (3 1 1
EY =E (1)+E(1)_2;5(M_M),J:li2. (3.78)
Man beachte, daf§ diese Formel fiir den Fall [ > 0 hergeleitet wurde. Bei l = 0
divergiert <T%>nl und LS verschwindet. Setzen wir aber in (3.78) [ = 0, dann
erhalten wir ein endliches Resultat, und es zeigt sich, dafl es im Rahmen der
relativistischen Quantenmechanik tatséichlich die korrekte Energieverschie-
bung fiir [=0-Zusténde liefert.

(3.77)

Die durch Eég und Eéls) hervorgerufenen Aufspaltungen sind in Abb. 3.12
dargestellt. Ein interessantes Ergebnis aus (3.78) ist, dafi die Korrekturen so
zusammenwirken, dafl die Zusténde 25,5 und 2p; /5 genau zusammenfallen.
Im Jahre 1947 konnten Lamb und Retherford in einem Hochprézisionsexpe-
riment jedoch eine kleine Abweichung zwischen den 2s; /o- und 2p; /o-Niveaus
messen. Dieser, unter dem Namen Lamb-Shift bekannte Effekt 148t sich nur
im Rahmen der Quantenelektrodynamik erklédren, nach der die Differenz als
Folge der Wechselwirkung des Elektrons mit seinem eigenen Strahlungsfeld
zustande kommt.

3.7.4 Anomaler Zeeman-Effekt

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die Spin-Bahn-Wechselwirkung auf
wasserstoffihnliche Atome in einem konstanten Magnetfeld B = Be, in z-
Richtung auswirkt. Hierzu betrachten wir
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2p3)2
2512, 2p1/2, 2032 - 2512 .
n=21=0,s= % 2p3/2
2p1/2 .
‘\ 251/27 2p1/2
Spin-Bahn- Spin-Bahn- und
Aufspaltung rel. Korrektur

Abb. 3.12. Linienaufspaltungen des n=2,l=0-Wasserstoffniveaus unter Beriick-
sichtigung der Spin-Bahn-Wechselwirkung sowie kinematisch relativistischer Kor-
rekturen

go_ Pz Ze
2u r 2m2c2r3

als ungestorten Hamilton-Operator und

C (L+28)B= —;i(Lz +28,) = f;B

MeC MeC MeC

HAZ:f2 (J.+S.)

als kleine Storung. Letztere beriicksichtigt die Wechselwirkung des dufleren
Magnetfeldes sowohl mit dem durch den Bahndrehimpuls des Elektrons her-
vorgerufenen magnetischen Dipolmoment als auch mit dem magnetischen Di-
polmoment des Elektronspins. Die Wahl von H () zwingt uns wieder, die Ge-
samtdrehimpulseigenzustinde aus (3.34) zur Berechnung der entsprechenden
Energieverschiebungen zu verwenden. Wir erhalten somit

1 1
E(AIZ) = <n7l727li27M‘HAZ

1 1
n,l,2,l:|:,M>

2
= _QinBCc {hM+<n,l,;,li;,M’SZ n,l,;,li;,M>}
= 72(;1320 {FLM+W<”,Z,M;;+’SZ n,l,M;;+>
+W<n,l,M+;;—‘Sz n,l,M+;;—>}

BhEM 1 1
— gV =_¢ 1+ J=14=.
A 2mec 2041) 2

Die Zustéinde mit festem J = [+ 1/2 werden also in 25 dquidistante Linien
aufgespalten, die jeweils einen Abstand von ;ffc% bzw. ;ffp% haben
(siehe Abb. 3.13). Da man fiir diese Aufspaltungen zur Zeit ihrer Entdeckung
noch keine Erkldrung (durch den Elektronspin) hatte, nannte man sie ano-

maler Zeeman-Effekt.
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M

I+3

1 -1

J=1+3 2

l,s:% __%
-4

1 -3

J=1-1 2

-l+3

Abb. 3.13. Linienaufspaltungen der zu den Gesamtdrehimpulsquantenzahlen J =
1 +1/2 gehorenden Wasserstoffniveaus in Anwesenheit eines dufleren Magnetfeldes
(anomaler Zeeman-Effekt)

3.7.5 Hyperfeinstrukturaufspaltung

Bei Zustdnden mit der Bahndrehimpulsquantenzahl [ = 0 erwartet man nach
(3.78) keine Feinstrukturaufspaltung in wasserstoffihnlichen Atomen. Trotz-
dem zeigen Prizisionsexperimente auch hierbei eine Aufspaltung in zwei Li-
nien. Die Erkldarung hierfiir liefert das bisher vernachléssigte magnetische
Dipolmoment (und der damit verbundene Spin) des Kerns,

Ze

M® = iI , I = Kernspin ,

2myc

der mit dem magnetischen Dipolmoment

€

M© — ¢ g

MeC
des Elektrons in Wechselwirkung tritt. Beschriankt man sich auf [=0-Zusténde
von Wasserstoffatomen (Z = 1, g = g, , I = S®), dann kann man
zeigen, dal der durch die magnetischen Momente von Elektron und Proton
hervorgerufene Stéroperator gegeben ist durch!®

4gpm502a

4
Hyp = e gle)gp)
e 3mpn3h?
Da die Spins von den iibrigen Freiheitsgraden vollig entkoppelt sind, benoti-
gen wir zur Bestimmung der entsprechenden Energieverschiebungen lediglich
eine Spinbasis, die Hyp diagonalisiert. Hierzu verfahren wir analog zur LS-
Kopplung und schreiben

15 Piir 1>0-Zustéinde kann die Spin-Spin-Wechselwirkung aufgrund der groSen
Kernmasse gegeniiber der Spin-Bahn-Wechselwirkung vernachléssigt werden.
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S§=80 450 — 52— g2 + sm)? + 28 gP)

2.2 .4
s Hyp = 29p7MeC 0 [52 _ g% _ 5<p>2} _
6mpn3h

Nun bietet sich die Gesamtspinbasis aus Unterabschn. 3.4.5 an, fiir die Hyp
diagonal ist. Fiir die drei Triplettzustinde mit Gesamtspinquantenzahl S = 1
ergibt sich

und fiir den Singulettzustand mit S = 0

2.2 4
B _ _ pMmeC O
HF — 3 .
mpn

Die Energiedifferenz zwischen den Triplett- und Singulettzustédnden fiir n = 1,
l = 0 betrégt

=5.857-10" 2 MeV .
3mp

Die mit diesem Ubergang verbundene Emissionsfrequenz ist

AE(l)
v= HF ~, 1420 MHz
2mh

und liegt somit im Mikrowellenbereich (A &~ 21 cm). Sie spielt eine wichtige
Rolle in der Radioastronomie, da man hieriiber Aussagen iiber die Dichte-
verteilung von atomarem Wasserstoffgas in Galaxien gewinnen kann.

Zusammenfassung

e Viele stationdre Probleme, die analytisch nicht exakt gelost wer-
den konnen, lassen sich durch Anwendung der zeitunabhingigen
Stoérungstheorie nidherungsweise l6sen. Die Korrekturen zu den un-
gestorten Zustdnden und Energien ergeben sich im wesentlichen aus Ma-
trixelementen des Storoperators zwischen ungestorten Zusténden. Ist ein
ungestorter Energieeigenwert entartet, so hat man den Stéroperator in
dem durch die Eigenzustéinde dieses Energiewertes aufgespannten Teil-
raum zu diagonalisieren.

e Realistische Anwendungsbeispiele der zeitunabhéngigen Storungstheorie
sind z.B. der Stark-Effekt, die Feinstruktur- und Hyperfeinstruk-
turaufspaltung.
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e Die Feinstrukturaufspaltung wasserstoffihnlicher Atome resultiert aus
der Beriicksichtigung zweier Effekte: (i) Relativistisch kinematische Kor-
rektur (P*-Term) und (ii) Wechselwirkung zwischen dem durch die Elek-
tronbewegung hervorgerufenem Magnetfeld und dem intrinsischen Dipol-
moment des Elektrons. Letztere 1483t sich sehr einfach durch Verwendung
von Gesamtdrehimpulszustédnden beschreiben.

e Die Beriicksichtigung der Wechselwirkung zwischen den durch den
Kern- und Elektronspins hervorgerufenen magnetischen Momenten
fithrt zur Hyperfeinstrukturaufspaltung. Auch sie lafit sich (fir [=0-
Wasserstoffatomzusténde) durch Gebrauch von Gesamtspinzustidnden
einfach berechnen.

Anwendungen

48. Naives Heliumatom. Man betrachte ein Heliumatom, bestehend aus
zwel Protonen (Z = 2) und zwei Hiillenelektronen, wobei in sehr guter Nihe-
rung angenommen werden kann, dal der Atomkern unendlich schwer ist. Im
Ruhesystem des Kerns haben wir somit ein Zwei-Teilchenproblem vorliegen,
dessen Hamilton-Operator unter Vernachlissigung relativistischer und durch
Spins hervorgerufener Effekte durch

Pz 2¢? e?

V(.’Bl, :Bg) =

H=H,+H,+V 6 H,= —W
1— T2

2me x|’
gegeben ist. Hierbei beschreibt V' die abstoende Wechselwirkung zwischen
den beiden Elektronen. Man berechne die Grundzustandsenergie dieses Sy-

stems in 1. Ordnung Stoérungstheorie, wobei V' als Storterm zu betrachten
ist.

Loésung. Die stationdre Schrodinger-Gleichung fiir das ungestorte Problem
(0. Ordnung) lautet

(Hy + H)¥(x1, ) = EOW (2, x2) .
Zu ihrer Losung machen wir den Produktansatz
!Z’((Ill,wg) = Lffl(ml)tlfg(asg) .

Damit zerfillt die Schrédinger-Gleichung in zwei Gleichungen fiir wasser-
stoffahnliche Atome,

HWi(z;) = EOW;(x;) , E© = E® 4+ B

deren Losungen durch

2,2
_ 2mec”og

0
LZIl(ac) = g/nuli,mi (:L‘) = gm,li(r)ni,mi (9750) ’ Ez( )= n2
i
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gegeben sind. Fiir die nichtentartete Grundzustandsenergie des Heliumatoms
(n1 = ng = 1) folgt somit in 0. Ordnung
Eiol) = —dmec’a? = —108.8¢eV .
Zum Vergleich: Der experimentelle Wert betragt: -78.98 eV. Fiir die Korrek-

tur in 1. Ordnung hat man das Integral

J e R N s

e? [2\°
= ﬁ <0> /dT1T%C74r1/TO/dTQT%CiZsz/TO
1
x / 42, / T
[T1 — @2

zu berechnen. Man sieht leicht, dafl der Ausdruck
df2,
|21 — @2

62

1
By

nur von |z;| abhéngt. Wir brauchen ihn deshalb nur fiir einen Vektor, z.B.
x1 = r1€e,, zu berechnen. Fiihren wir fiir &5 Kugelkoordinaten ein,

cos ¢ cos 6
Ty =71y | sinpcosd | ,
sin 0
so folgt
40 2m 1
2 = /dgo/dcosQ(r% + 72 — 2r1ry cos ) /2
[z1 — @2
0o -1
2 24,2 2,2
= —-—— i+ 71y —2rire — /77 + 15+ 21172
rir2
™
= ——(ri+re—|r—r2f)
rir2
2\° T
== E%ll) = 8¢? <> /drlrle%””’
. To
0

T1 oo
X Q/drgrge*‘”?/’“o +27‘1/dr27‘2e*4’"2/r°
0

r1
5
= ZmQCQag =34eV .

Insgesamt ergibt sich fiir die Grundzustandsenergie des Heliumatom bis zur
1. Ordnung

By~ EY + B = —748eV .
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3.8 Atomare Ubergiinge

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit Ubergéingen zwischen atomaren, wasser-
stoffihnlichen Energieniveaus, die von Strahlungsemission bzw. -absorption
begleitet werden. Zu ihrer Beschreibung interessiert vor allem die Wechsel-
wirkung zwischen Atomen und elektromagnetischen Feldern, wobei letzte-
re entweder von aufen angelegt werden (induzierte Ubergdnge) oder aber
spontan entstehen (spontane Uberginge). Wihrend in Abschn. 3.7 atomare
Effekte besprochen wurden, die durch konstante elektromagnetische Felder
hervorgerufen werden (Stark-Effekt, Zeeman-Effekt), haben wir es hier nun
mit schwingenden und somit zeitabhéngigen Feldern zu tun, deren Einfliisse
durch die zeitabhdngige Storungstheorie addquat beschrieben werden kénnen.

Der Abschnitt beginnt mit einer allgemeinen Diskussion zeitabhingi-
ger Storungen. Anschliefend leiten wir Fermis goldene Regel her, welche
die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen zwei ungestérten atomaren Nive-
aus in Anwesenheit einer periodischen Stérung beschreibt. Wir erweitern
unsere Ergebnisse auf den Fall spontaner Emissionen, deren Ursprung al-
lerdings nur im Rahmen der Quantenelektrodynamik erkldrt werden kann
und die durch Quantenfluktuationen des elektromagnetischen Feldes um den
makroskopischen Mittelwert Null zustande kommen. Wie sich herausstellen
wird, verschwinden die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir bestimmte atoma-
re Uberginge in der Dipolndherung. Dies fiihrt uns zu den Dipolauswahlre-
geln. Als konkrete Beispiele berechnen wir zum Schluf das Intensititsverhdlt-
nis zwischen den beiden Ubergingen 2p3/2 — 1s1/2 und 2py /5 — 1s1/5 sowie
die Ubergangsrate von 2p1/2 — 1sy1yo.

3.8.1 Zeitabhingige Stérungstheorie

Ausgangspunkt unserer Diskussion ist die zeitabhingige Schrédinger-Glei-
chung

m% () = H(t)|v(t) , H(t)=HO + \H'(t) .

H© bezeichnet den zeitunabhiingigen, ungestérten Anteil und H'(t) eine
zeitabhéngige Storung. Wie in Unterabschn. 3.7.1 haben wir auch hier einen
fiktiven Storparameter A eingefiigt, der weiter unten wieder entfernt wird.
Fiir das ungestorte Problem sei ein vollsténdiger Satz von Eigenfunktionen
bereits gefunden:

d
iH— | n®
ih : n (t)>

H©O© | n0) (t))

5O (3.79)

R

Die Frage, der wir im folgenden nachgehen wollen, lautet: Zum Zeitpunkt
t = 0 befinde sich das System im ungestorten Figenzustand ’i(0)>. Wie

|n(0) (t)> — efiwnt |n(0)> , Wy =
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grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, das System zur Zeit t im ungestorten Zu-
stand | f(0)> vorzufinden? Hierzu entwickeln wir | (¢)) nach den ungestorten
Zusténden,

n<o>> ,

[9() = cnilt)ent
wobei die Entwicklungskoeffizienten ¢,,; der Anfangsbedingung
Cni(o) = Oni

unterliegen. Setzt man diese Entwicklung in (3.79) ein, so ergibt sich

i3 [eni — iwacail 7 [n0) = ST [BO + AH ()] epie™ "

n(0)> = Z)\H’cm-e_i‘”"t n(0)> )

Durch Multiplikation der letzten Beziehung mit < f (0)| e“rt folgt schlieBlich
das Differentialgleichungssystem

ihégi(t) =Y < f<0>‘ AH' (1) ‘n<0> > e“rnteni(t) ) Wi = ws —wn . (3.80)

n<o>>

= ih § Cpiewnt
n

Dieses System 1483t sich nun iterativ in den verschiedenen A-Ordnungen l6sen,
indem auf der rechten Seite sukzessive die Losung der vorangegangenen Ord-
nung eingesetzt wird. In 0. Ordnung ignorieren wir die rechte Seite von (3.80),
da das Matrixelement < f (0)‘ AH' |n(0) > selbst von 1. Ordnung ist, und erhal-
ten

érit) =0 = 0 (t) = ¢pi(0) = by

7

was im Einklang mit der Erwartung steht. Liegt ndmlich keine d&uflere Storung
vor, so verbleibt das System fiir alle Zeiten im Zustand |(®)). In 1. Ordnung

ergibt sich durch Einsetzen von cif? auf der rechten Seite von (3.80) (und mit
A=1)
it) = — QIb
¢rit) = - <f H'(t)
. t
1
= ¢ (t) = b5 — ﬁ/dt’ <f(0)’ H'(t)
0

Z(O) > eiu./'flt

L
Z(O) > elwrit’

Hohere Ordnungen folgen in entsprechender Weise. Insgesamt ergibt sich
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t
1 / (0)} 1 100\ Liw it/
h/dt<f H'(t") |i >e
0

N2 ¢ v
;1 / " (0)‘ 1t
+(h> /dt/dt Z<f H'(t)
0 0 n

x (n® ‘ H'(")

+... . (3.81)

Man beachte, daf3 diese storungstheoretische Entwicklung nur Sinn macht,
falls fiir f # i gilt: ‘cgcli) (t)‘ < 1. Andernfalls werden die Rechnungen aufgrund

der Zuweisung c(fg) (t) = 0, inkonsistent. Aus den Entwicklungskoeffizienten

n(0) >

,L-(O) > eiwfnt'eiwmt”

bzw. Ubergangsamplituden cf;i(t) erhélt man nun die Ubergangswahrschein-
lichkeiten fiir den Ubergang |i(0)> LN |f(0)> zZu

Wri(t) = lepi (D) .

Interpretation der Entwicklungsterme. Die zu den Ubergangsampli-
tuden (3.81) beitragenden Terme erlauben eine einfache Interpretation der
Wechselwirkung des betrachteten Systems mit der Stérung. Um dies zu se-
hen, gehen wir vom Schrédinger-Bild zum Wechselwirkungsbild (siehe Unter-
abschn. 3.2.5) iiber. Zwischen beiden Bildern gelten die Beziehungen
[Us(t)) = Ulrs(to)) = U9 [4n(t)
[Y1(t)) = U’ [Y1s(to))

inU = [Hg°> + AH’S(t)} U, U=U%U

i = gOUO

WU = A\H{(H)U' .
Das Wechselwirkungsbild bietet den Vorteil, dafl die gesamte zeitliche Ent-

wicklung des Systems allein durch den Storterm H7| determiniert ist. Inte-
gration der letzten Beziehung fithrt zu

t
U'(t,tg) =1 — %/dt’)\Hi(t’)U’(t’,to) ,
to

wobei I den Einsoperator bezeichnet. Die iterative Losung dieser Gleichung
in den verschiedenen A-Ordnungen liefert (mit A = 1)
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U'(t,tg) =1 (0. Ordnung)

t
—%/Hi(t')dt’ (1. Ordnung)
to

2 U t’
* <hl) / dt / dt" Hi(t')Hi(t") (2. Ordnung)
to to
+
Multipliziert man diese Gleichung von links mit U (t,to) und driickt H

durch H{ aus, so erhdlt man die zeitliche Entwicklung des Systems im
Schrodinger-Bild:

[Ys(t)) = Ult,to) [¥s(to))

mit
Ul(t,ty) = UO (¢, o)
t
f%/dt’U(O)(t,t/)H/S(t’)U(O)(t’,tO)

to
NE v
- (;Ll) /dt’/dt”U(‘”(t,t’)H’S(t’)U(°>(t’,t”)
to to

x H5(t"YUO " o)
+.... (3.82)

Der erste Term représentiert die 0. Ordnung und liefert die stérungsfreie Pro-
pagation des Systems. Liest man alle nachfolgenden Terme von rechts nach
links, so sagt z.B. der Term 1. Ordnung folgendes aus: Das System propa-
giert ungestort von ¢y nach ¢'. Dort wechselwirkt es einmal mit der Stérung
und propagiert daraufhin bis nach ¢ ungestort weiter. Das Integral iiber ¢’
summiert dabei iiber alle moglichen intermediéren Zeiten, bei denen die ein-
malige Wechselwirkung mit der Stérung stattfinden kann. Dementsprechend
beinhaltet der Term p-ter Ordnung p Kontaktwechselwirkungen des Systems
mit der Stérung zu den Zeiten t > ¢’ > ... > t() iiber die integriert wird.
Zwischen diesen Zeitpunkten propagiert das System jeweils storungsfrei. In
Abb. 3.14 ist diese Sichtweise graphisch veranschaulicht.

Man beachte: Die Ubergangsamplitude cy;(t) gibt gerade die Projektion

des Zustandes U (¢, to) i(so)> auf den ungestérten Zustand e~ ws? fs(0)> zur
Zeit t an, also

crilt) = < £ HO) > 7

und man iiberzeugt sich leicht davon, dafl dieser Ausdruck fiir {5 = 0 wieder
auf (3.81) fiihrt.

e“ItU (t, 1)
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t t t
U©
<> U = v+ t'y H' +..
Zeit U©
to to to
Abb. 3.14. Graphische Darstellung der zur Stérungsreihe (3.82) beitragenden Ter-

me

Satz 3.23: Zeitabhingige Stérungstheorie
Gegeben sei die zeitabhéngige Schrédinger-Gleichung

. d
ih— () = [HO + H' Q)] [v@) ,
mit H’ als kleiner zeitabhéngiger Stérung. Fiir das ungestorte Problem

5O
)= 5

sei ein vollstdndiger Satz von Eigenkets bekannt. Dann ist die Wahrschein-
lichkeitsamplitude ¢y, (¢) fiir den Ubergang |i(0)> N | f (0)> gegeben durch

ih% O = HO [nO@) , [nO()) = e

cpi(t) = 64 (0. Ordnung)
. t
_% / dt’<f (O)‘ H'(t) i(°)>eiw“t' (1. Ordnung)
0
9 t t
—1 / dt” (0) HI t/ (0)
W(3) fae far s ooy
0 0 "
x (| H'(#") [i®) elwsnt’ giwnit” (2. Ordnung)
+....

Die Entwicklungsterme p-ter Ordnung lassen sich interpretieren als p-fache
Kontaktwechselwirkungen des ungestorten Systems mit der Stérung zu den
Zeiten t' >t > ... > t® iiber die integriert wird.
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Periodische Storungen und Fermis goldene Regel. Neben adiabati-
schen und instantanen Stérungen sind insbesondere periodische Stérungen
der allgemeinen Form!6

H/(t) — Hleiiwt
von Interesse, die z.B. bei der Emission und Absorption innerhalb von Ato-
men auftreten. Fiir diese ergibt sich unter Anwendung von Satz 3.23 die
Ubergangsamplitude in 1. Ordnung (f # 1),

¢
cri(t) f% /dt' <f<0>] H'
0
i
! <o>‘ ’
R (7]
bzw. die Ubergangswahrscheinlichkeit
1 2 4sin’ [(wy; £ w) L]

= (e o) 2
In Abb. 3.15 ist die Funktion sin® (%) /A? gegen A graphisch dargestellt.
Man erkennt ein stark geddmpftes oszillatorisches Verhalten nach beiden Sei-

ten sowie ein ausgeprigtes Maximum bei A = 0. Fiir grofle ¢ 1483t sich das
Verhalten dieser Funktion in folgender Weise mit der J-Funktion verkniipfen:

;(0) > olwritw)t

Z(O) > ei(wfizl:w)t -1

i(wfi + w)

A

_ b7 _4r  _2m 0 27 4n 67

t t t t t t

Abb. 3.15. sin® (4!) /A? als Funktion von A

16 Man beachte, daB H' in dieser Form nicht hermitesch ist. Dies ist jedoch fiir die
nachfolgenden Betrachtungen ohne Belang und dient lediglich der bequemeren
mathematischen Handhabung.
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T A t—o0 T 5in2
/dAf(A)%sinz (;) S 2f(0)t/dyby2y — 20t £(0)

— 00 — 00

.4, (A
= tlglgoﬁsm (2) =27t (A) .

Somit folgt fiir die Ubergangsamplitude im Limes grofer Zeiten

lim Wyi(t) = -t (10w

t—o00 ﬁ2

z‘<0>>|25(wf,» +w).

Satz 3.24: Fermis goldene Regel
Liegt eine periodische Storung der Form
Hl(t) _ %leiiwt

vor, so ist die Ubergangsrate Pyei, f#£i (Ubergangswahrscheinlichkeit pro
Zeit) fiir grofie Zeiten in 1. Ordnung gegeben durch
Wi (t 2
Py; = lim Wri®) _ h_g ‘<f(0)‘7.y

2
1(0) )
Jim == i >‘ d(wyp £ w)
21
=0 (0) /
| (7]

i© >‘2 6 (B - B® £ 1w) .

Die in diesem Satz stehende d-Funktion driickt offensichtlich einen Energie-
erhaltungssatz aus. So ist z.B. induzierte Absorption und Emission inner-
halb eines Atoms nur dann moglich, wenn das eingestrahlte Licht genau die
Frequenz besitzt, die der Energiedifferenz des End- und Anfangszustandes
entspricht. Bei der induzierten Absorption ist diese Differenz positiv (= ne-
gatives Vorzeichen), bei der induzierten Emission negativ (= positives Vor-
zeichen). Zur Beschreibung realistischer experimenteller Situationen hat man
(aus mehreren Griinden) iiber die J-Funktion zu integrieren, so dafl Fermis
goldene Regel in jedem Fall zu einem wohldefinierten Ausdruck wird.

3.8.2 Spontane Emission, Phasenraum der Photonen

Die Quantenmechanik ist nicht in der Lage, spontane Emission in Atomen
zu erkldren, da ein Atom bei Abwesenheit einer Stérung fiir alle Zeiten im
stationdren Anfangszustand ’i(0)> verbleibt. Eine Erklarung der spontanen
Emission liefert die Quantenelektrodynamik. Hierbei wird auch das duflere
elektromagnetische Feld quantisiert, so daf} elektromagnetische Quantenfluk-
tuationen um den makroskopischen Mittelwert Null méglich sind, die letztlich
die spontane Emission verursachen. In der Quantenelektrodynamik sind die
Photonen die Feldquanten des elektromagnetischen Feldes und besitzen als
solche auch Teilchencharakter. Sie haben die Energie £ = hw, den Impuls
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p = Ik und wegen der Dispersionsrelation w = c|k| eine verschwindende Ru-
hemasse mg im Sinne der speziellen Relativitéitstheorie (siehe Satz 1.38). Fer-
ner besitzen Photonen den Spin s = 1, der mit der Polarisation e(\) des Lichts
zusammenhingt. Wegen ek = 0 gibt es nur zwei unabhéngige Polarisations-
vektoren und somit nur zwei (statt drei) Spineinstellungen (Helizitat A = £1).
Liegt kein dufleres Feld vor, so haben wir einen Null-Photonen- oder Vaku-
umzustand. Spontane Emission bedeutet dann offenbar, dal der Stéropera-
tor einen Null-Photonenzustand in einen Ein-Photonenzustand iiberfiihrt; er
muf} also einen Erzeugungsoperator fiir ein Photon enthalten.

Im Experiment werden die von Atomen emittierten Photonen mit einem
Detektor mit endlichem Auflésungsvermogen nachgewiesen, d.h. es werden
alle Photonen mit Impulsen in einem bestimmten Bereich [hk : h(k + Ak))
gemessen. Die Ubergangsrate ist also iiber alle Photonenzusténde in diesem
Impulsintervall zu summieren:

Ry = pri . (3.83)
Ak

Zur Bestimmung der Anzahl der Photonenzustéinde in diesem Intervall stellen
wir uns vor, da alle Photonen in einem Kasten mit dem Volumen V = L3
eingeschlossen sind.!” Jedem Photon mit der Energie E = hw, dem Impuls
p = hk und der Helizitdt A ordnen wir ganz allgemein eine ebene Welle zu,

A, 1) = Age(n) (iRm0 4 ilhe—t))

wobei fiir Photonemission nur der erste und fiir Photonabsorption nur der
zweite Term eine Rolle spielt. Die Normierungskonstante Ag &8t sich {iber
die Forderung festlegen, dafi die mittlere Energie (E) der Welle A,

T
1 E]?> +|BJ)? 2
<E>=/d3x@,eem:—/dt@,T:i

T 8 w
Vv 0

(siehe Satz 2.4 und die Definition auf Seite 128), gerade gleich derjenigen
eines einzelnen Photons, also hw sein soll. Hieraus folgt

2 1/2
Ay — (27rc h) .
wV

Weiterhin fordern wir periodische Randbedingungen an den Réndern des
Kastens, also

A(l‘-'—L,y,Z,t):A(Jf,y,Z,t) usw.
Dies fithrt automatisch zur Quantisierung der Wellenzahlen:
'7 Diese Sichtweise umgeht die mit den Wellenfunktionen von freien Teilchen

(hier die Photonen) verbundenen Normierungsprobleme. Spiter betrachten wir
natiirlich den Limes V' — oo.
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2 27)3
ki = %n cni=0,+1... , Ak = Ak, Ak, Ak, = %Anzmymz .

Es folgt somit fiir die Summe in (3.83) im Limes V — oo

v
Rpi=Y Pp= / dBnPy; = @ / kP, .
Ak

Beschriinken wir uns in Satz 3.21 auf den in A linearen Term (und ver-
nachléssigen die Wechselwirkung des Photon—B—Feldes mit dem intrinsischen
Dipolmoment des Hiillenelektrons: —M©) B = ), so lautet der
Storoperator fiir die spontane Emission eines Photons

GAU s
e ikx

H'(t)=He“ | H =~ e(\)P .

MmeC

Damit ergibt sich unter Beriicksichtigung Fermis goldener Regel fiir die Uber-
gangsrate

|4
Ry = 72/d|k||k|2/d9k f(o)"H'

- %EQ 3/dww /ko o
- s faon o)

(27h)2 ¢
wobei df2; das Raumwinkelelement im Impulsraum bedeutet. Es folgt der

i<°>>‘25(wﬁ +w)

i(© >]2 S(wypi + w)

)
W=—Wgq

Satz 3.25: Ubergangsrate fiir spontane Photonenemission

, My; = <f(0)‘e_”“e(>\)P’i(0)> .

W=—Wr;

QoW

i = [ A% Myi|?
K 27rmgz:2/ | Myl

Wenn das Experiment nicht zwischen den Polarisationszustdnden des Pho-
tons unterscheidet, muf} iiber diese ebenfalls summiert werden.

3.8.3 Auswahlregeln in der Dipolnidherung

Im folgenden beschiftigen wir uns mit Ubergéngen in wasserstoffdhnlichen
Atomen. Uns interessiert hier vor allem die Frage, fiir welche Uberginge das
Matrixelement

;(0) >

My = <f(0)‘ o—ika

einen nichtverschwindenden Beitrag liefert, d.h. welche Uberginge erlaubt
sind. Fiir den Exponenten der ebenen Photonwelle gilt im gesamten Ausdeh-
nungsbereich der elektronischen Wellenfunktionen gréBenordnungsmiiig!®

18 Im weiteren Verlauf wird zwischen der reduzierten Masse p und der Elektron-
masse m. nicht weiter unterschieden.
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w E  mecZ?a? .
h

e A
5 -
Somit 148t sich fiir aZ < 1 das Exponential entwickeln:

e kT — 1 _ikx+... .

= kx < |k||z| <

Wir wollen uns im weiteren Verlauf auf die Dipolnéherung beschrénken, bei
der nur der erste Term dieser Entwicklung mitgenommen wird, d.h.

My; ~ <f<°> P i(0)> .
Als ungestorten Hamilton-Operator wahlen wir
Ze? Ze?

P2
HO = L = =
S +a(r)LS+V(r), a(r) SmIctd V(r) .

Die ungestorten Eigenzustdnde sind somit durch die |n, [ %, J, M >—Basis ge-
geben. Zur Berechnung der My, ist es giinstig, folgende Darstellung des Im-

pulses zu benutzen:
ime [ P2

P:

. e [HO —a(r)LS, =] .

Damit folgt

T V(T),m} =

ime

1
Mfi: <7l/,l/,2,J/,M/

. € [H(O) - a(r)LS,w}

1
L=, J,M
n3727‘]7 >

im, 1
_ e E, — E, N = (Y
h {( )<n7 727J7

€T

1
L=, J,M
n? 727J7 >

G~V +1) = G+ 1) 1+ )]

X <n',l', %, J' M| a(r)ex

1
n, 1, 2,J,M>} . (3.84)

Streng genommen besteht E,, aus der Energie des naiven Wasserstoffatoms
(3.48) plus der Korrekturenergie der Spin-Bahn-Kopplung (3.77). Fiir un-
sere Zwecke kann letzterer jedoch im folgenden vernachléssigt werden. Der
Ausdruck (3.84) lafit sich weiter auswerten, wenn man beriicksichtigt, daf
gilt:

8
v = I V0.0 - V0.0
L
v = I W 0.0) + V0.6

s
z = \/;%,0(9,@
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[Am | —€1 + i€g €1 + iez
€ r 3 /2 1,1+ NG 1,-1+ €3 Yipo
——

el €—1

€0

Somit nimmt das Ubergangsmatrixelement folgende Gestalt an:
/47r1me < 1 BT JM>

X

€qY1,q

drr3 G o ( 7)gni (1)

0\8

1
S UG+ V1) =0+ 1) + U+ 1))
></drr?’a(r)g;,!l,(r)gn,l(r) . (3.85)
0
Unter Beriicksichtigung von (3.34) ergibt sich fiir den Winkelanteil von (3.85)
- !/ 1 ! ! 1
RE g M€Y |l 5, T M
g=-—1
! 1
= Z {cl(l')cl(l)<l’,M’— +]€qY1,4 l,M—2;—|—>
qg=-—1

;| €qY1,q

+ CQ(Z’)CQ(Z) <l/,M/ +

1
M e
Lo+ 5 )
1

= 3 {awa [a0v; ey,

g=—1

+ eo(l)e (l)/dQYl, M,+1eqY17qYl’M+§} , (3.86)

I+3+M I+3FM 1
_im,CQ(l)—m fir J=1+g. (387)

Hieraus lassen sich nun einige wichtige Folgerungen ziehen:

e Da die in (3.86) stehenden Kugelflichenfunktionen eine definierte Paritét
haben, Y] ,,(—e) = (—=1)'Y} . (e), folgt die Bedingung

(—1)"(~D) (=1) =1 <=1+ 1+ 1 = gerade .

Das heifit die Paritéit des Atomzustandes mufl beim Ubergang wechseln.
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e Unter Verwendung des Additionstheorems fiir Kugelflichenfunktionen,

l1+12
Y217m1}/l27m2 = Z <ll,m1;lg,m2|L,m1 +m2>YL,m1+m2 ’
L=|l1—12]
folgt
/dQYlT.,M/:t%YLqYl,M:t%
I+1
= Z <1 q,l,M:l: ‘L q—l—Mj: >6Z’L61\4’,M+q
L=|i—1]

= '=l-1,l,l+1, M'=M+q.

Aufgrund der 1. Folgerung scheidet jedoch I’ = [ aus, so daf3 Al = &1 und
AM = 0,41 iibrig bleibt.

Satz 3.26: Auswahlregeln bei atomaren Ubergiingen
in der Dipolnidherung

Bei atomaren Ubergiingen wasserstoffihnlicher Atome gelten in der Di-
polndherung die Auswahlregeln

Al==41, AM =0,+1.

3.8.4 Intensititsregeln

Wir wollen nun das Ubergangsratenverhiltnis (Intensititsverhdltnis) zwi-
schen den beiden erlaubten Ubergiingen 2p3/2 — 15172 und 2py/5 — 1812
in wasserstoffihnlichen Atomen berechnen. Vernachlédssigen wir hierzu in
(3.85) den zweiten, durch die Spin-Bahn-Kopplung hervorgerufenen Term,
dann ergeben die dortigen Integrationen iiber den radialen Anteil fiir beide
Uberginge dasselbe Resultat und fallen deshalb heraus. Wie wir gleich sehen
werden, gilt dasselbe fiir die Integrationen iiber den Phasenraum in Satz 3.25,
wenn wir davon ausgehen, dafl im Experiment nicht zwischen verschiedenen
Gesamtdrehimpulseinstellungen im Anfangs- und Endzustand unterschieden
wird, bzw. daf§ alle moglichen Einstellungen gleichermafien gemessen werden.
Unter diesen Voraussetzungen erhilt man das Intensitédtsverhéltnis beider
Ubergange allein aus dem Verhéltnis der zugehorigen Winkelanteile:

2 2 KLEEM Yo 55, M)[
M’:—%,I..i,%
R(2pys = 1s1y) 4= %t
Bpyz =) 2 0 (13,5, M/ 6¥i,0]0 3,5, M)
= _1 1
q=—1,0,1
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Dabei erstrecken sich die Summen neben ¢ iiber alle moglichen Gesamtdreh-
impulseinstellungen des jeweiligen Anfangs- und Endzustandes. Der Faktor 2
im Zé&hler und Nenner enthélt die beiden moéglichen Polarisationsrichtungen
des Photons. Unter Beriicksichtigung von (3.86) und (3.87) folgt fiir die Ma-
trixelemente im Zahler
11
0, 575 M >

L3
2 2’
1 S+ M 1
\/T 2+M6M 16M/ 1
M/ /
—M(SM_l(SM/_’_ q
[24+q /2 —q
= ﬁéM’%(sJ\/[/’qu% + EévaééM,uQ*%

und im Nenner

11
1, , M’
20

Yl,q

11
Y140 55

%—FM’ 1
+ 3 iiM(SM,—%(SAI/—F%?q

1—gq 1+gq
_\/;61”755]”')‘1% + \/;%L—;‘SM',(J_;

Damit ergibt sich

R(2p3/2 — 151/2)
R(2p1/2 — 1s1/2)

2
2 eol? (552000741 10003 + 552001, 3001143 )
M =-3 .. .3
2’1 1’2
M=-3.3
q=—-1,0,1
N 2 (1=¢q 1+q
2 ) 21: l€q (1271’6M,7q+%6M7%+127‘1’6M)7%6M/7q7%)
M =—3%s 13
M=-33
g=-10,1

= 3/6m (3.88)

wobei |e_1]? + |eg|® + |e4+1]?> = 1 benutzt wurde. Offenbar fallen aufgrund
der Summationen iiber M und M’ die €,-Abhéngigkeiten heraus, so dafi die
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Phasenraumintegrationen fiir Zdhler und Nenner in der Tat dasselbe Resultat
liefern und deshalb von vornherein weggelassen werden durften. Das Endre-
sultat lautet

R(2psjp = Ls1/2)
R(2p1/2 — 181/2)

Da der 2p3/o-Zustand mehr Gesamtdrehimpulseinstellungen enthélt als der

2p1 so-Zustand, ist die Intensitit des Ubergangs 2p3/2 — 1sy 2 doppelt so grofl
wie die Intensitét des 2p; o — 1s; /Q—Ubergangs, sofern man die Beitrage der
LS-Kopplung vernachléssigt.

3.8.5 2p3/2 — 181/2-ﬂ'bergang

Berechnen wir zum SchluB die Ubergangsrate fiir den Ubergang
2p3/2 — 181/, wobei die LS-Kopplung wieder vernachléssigt werden soll.
Der radiale Anteil des Ubergangsmatrixelementes (3.85) lautet

2

T s 2 1
[t gsanan| =375
0

Der Winkelanteil wurde bereits berechnet und ist gerade der Zidhler von
(3.88). Dieses Ergebnis ist noch mit dem Faktor 1/3 zu multiplizieren, weil
aufgrund von Satz 3.26 zu gegebenem M = =41 drei (und nicht vier) M’'-
Werte moglich sind und statistisch zu jeweils einem Drittel zur Gesamtheit
der angeregten 2ps/o-Atome beitragen:

2

2 13 11 2
- L=, S, M 6Yig|0,5, =, M )| = —
3,;3<22 6""1"’22> om
M =3,

M=-L11

a=-1.01

Damit folgt fiir das Ubergangsmatrixelement

2.2 92
a2 = 25 i
Ji 3127 72

Setzen wir jetzt diesen Ausdruck in Satz 3.25 ein und beriicksichtigen, dafl
die Ubergangsfrequenz gegeben ist durch

Fi — Es meczZzoz(zJ 1 1 3meCQZ2a2
w i = = — _— - = -————— s
! h 2h 4 8h
dann erhalten wir insgesamt
2.2 2
aewp; 2B rgmewsy; h
R(2 —1 = — — , Tp =
(2ps/2 51/2) 2rmic? T3z g2 "o MeCOl

210 admec? 24 94 1
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Zusammenfassung

e Mit Hilfe der zeitabhingigen Storungstheorie lassen sich quanten-
mechanische Probleme 16sen, die eine kleine zeitabhéngige Stérung bein-
halten. Sie erlaubt insbesondere die Berechnung von Ubergangsraten
zwischen ungestorten atomaren Zustdnden in Anwesenheit periodischer
Storfelder (Fermis goldene Regel).

e Im Gegensatz zu induzierten Ubergingen, bei denen die Storfel-
der von auBen angelegt werden, kommen spontane Uberginge durch
Quantenfluktuationen elektromagnetischer Felder zustande — ein Effekt,
der nur innerhalb der Quantenelektrodynamik erklidrt werden kann. Zur
Bestimmung der zugehdrigen Ubergangsraten hat man jeweils die Ein-
zelraten iiber den Phasenraum der Photonen aufzusummieren.

e Beschrinkt man sich auf die Dipolnidherung, dann lassen sich die in den
Ubergangsraten auftretenden Ubergangsmatrixelemente relativ leicht be-
rechnen. Man erhilt hieraus die Dipolauswahlregeln, welche ein not-
wendiges Kriterium fiir nichtverschwindende Ubergangswahrscheinlich-
keiten darstellen.

e Konkrete Beispiele zur Berechnung von Ubergangsraten sind das
Intensitétsverhiltnis der (erlaubten) Ubergdnge 2ps, — 1si/ und

2py/2 — 1sy /o sowie die Ubergangsrate von 2p3/2 — 1sy/.

Anwendungen

49. Lichtelektrischer Effekt. Man betrachte wasserstoffihnliche Atome,
die einer elektromagnetischen Strahlung

A(z,t) = Agee' (==t

ausgesetzt sind. Ist die Energie fiw dieser Strahlung grofler als die Bindungs-
energie des Hiillenelektrons im Atom, so wird das Atom ionisiert, und das
Elektron bewegt sich frei mit der kinetischen Energie

P}
2Me

= hw—I—Ei(O) = h(w+w;) .

Man berechne die Ubergangsrate dafiir, dafl das abgeloste Elektron im Raum-
winkelelement df2 in Richtung ps zu finden ist, wenn sich das Atom vor der
Tonisation im Grundzustand befand. Relativistische und durch Spins hervor-
gerufene Effekte sollen hierbei vernachlissigt werden (,naives Wasserstoffa-
tom*).
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Losung. Der Storoperator hat die Gestalt
€A0

MeC

H/(t):%/efiwt , %/:7 eikaP.

Die Elektronwellenfunktionen des Anfangs- und Endzustandes lauten
2 (7Z\*?
v Oz) = @ T) = — (> e~ 4r/mo
i (x) = Y100(T) 7=
1 .
![,(0) x) = elpfa:/h ,
s

0)

wobei wir !I/} innerhalb eines Kastens mit dem Volumen V = L3 auf Eins

normiert haben. Damit ergibt sich nach Fermis goldener Regel fiir die Uber-
gangsrate Py; in der Dipoln&herung

2T eAO 2 2 p?f
P, =2t M es _ ,
fi h (mcc) | Myil*0 2Me flwi +w) |

= (4| )= (o o)

_ Nepf/dSI,eer/roeflpfm/h

mit

und

3/2
N=_ 1 (Z> .
V7V \To
Wiéhlt man die z-Achse entlang von py, dann gilt weiter

o0 27

1
My = Nepf/drr / /dcos@e_zr/me_ipfrcosg/h (3.89)
1

27rihNep—f/drr [e_r(z/m“pf/h) - e_r(z/ro_ipf/h)}
p

= 2mihNels L L
PEL(E ) (B-m)
SVE(3)" s
1+ o)

1287%r3e? A2 leps|? P}
— P i = 0 0 —h i .
f hVm2c2Z3 [1 N ( fr0)2:|4 21me (wi +w)
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Um eine realistische experimentelle Situation zu beschreiben, in der das
Auflésungsvermogen von Detektoren begrenzt ist, hat man tiber die zum pg-
Zustand benachbarten Elektronzusténde zu integrieren. Wir verfahren hierzu
analog zum Photonenfall in Unterabschn. 3.8.2 und fordern, da§ die ebenen
Elektronwellen periodische Randbedingungen im Kastenvolumen V = L3 be-
sitzen, was zur Quantisierung der Impulswerte fiithrt:

2mh

%n ) Mgy Ny, My = 0,1, ...

Die gesuchte Ubergangsrate ergibt sich nun durch Summation iiber alle mogli-
chen Elektronzustdnde und 148t sich wie beim Photonenfall ndherungsweise

durch ein Integral darstellen:

P =

Unter Berﬁcksichtlgung von

p/2 p/2 p2 Me
5( ! —h(wi+w)>=5< L :F5(p}_Pf)

2me 2me  2me

folgt
167’862A3pf|€pf|2
1
mhimec2Z3 |1 [ + (Pf70)2}

Rydf2 = an .

Offenbar héngt diese Rate von der Amplitude des eingestrahlten Photon-
feldes, vom Winkel zwischen Photonpolarisation € und Elektronimpuls py
sowie vom Betrag py (bzw. der Photonfrequenz w) ab. Sie ist dagegen un-
abhingig von der Richtung des eingestrahlten Lichts, da wir die Dipolndhe-
rung e*® ~ 1 verwendet haben. Man beachte jedoch, daff man sich das
entsprechende Ergebnis fiir den ungendherten Fall leicht verschaffen kann,

indem ab (3.89) die Ersetzung
Py — Dy — hk

vorgenommen wird. Integriert man Ry; {iber alle Winkel, so ergibt sich die
totale Ionisationsrate. Zu ihrer Berechnung wahlen wir aus Bequemlichkeits-
griinden die z-Achse in Richtung von € und erhalten

16r3e? A2p3
Rtot = 0¢ by /dga/dcos&cos 0
mhitmec2Z3 |1 [ (522)

64r3e? A%p i

Bhtmec220 1+ (2 f”)zr
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3.9 N-Teilchensysteme

Bisher haben wir unsere Aufmerksamkeit ein- und dreidimensionalen Syste-
men mit wenigen Freiheitsgraden gewidmet. In diesem Abschnitt wollen wir
einige quantenmechanische Implikationen von Viel-Teilchensystemen studie-
ren. Uns interessieren hierbei vor allem die Unterschiede in der Beschreibung
unterscheidbarer und identischer Teilchensysteme. Wir werden zeigen, dafl
die quantenmechanische Betrachtung von Systemen identischer Teilchen zu
iiberraschenden Resultaten fiihrt, die kein Analogon in der klassischen Me-
chanik besitzen. Auf dem Weg dorthin beschéftigen wir uns zuerst mit der
Beschreibung eines Systems von unterscheidbaren Teilchen und rekapitulie-
ren einige ihrer Eigenschaften unter dem Gesichtspunkt der Interpretation
von Messungen.

3.9.1 Unterscheidbare Teilchen

Gegeben sei ein System von IV dreidimensionalen spinlosen Teilchen, die un-
terscheidbar sind, d.h. die sich in mindestens einer ihrer intrinsischen Eigen-
schaften wie etwa Masse oder Ladung unterscheiden. In der klassischen Me-
chanik werden diese Teilchen durch ihre Orts- und Impulsvektoren (a1, p1),
.. (&N, pN) beschrieben, und man erhilt die zugehérige quantenmechani-
sche Beschreibung durch die Operatorersetzung (Postulat IIT)

z, — X, pi — Py,

wobei die Orts- und Impulsoperatoren den kanonischen Vertauschungsrela-
tionen

(X, Pj,] =ihéii6p , [Xik, Xj,] = [Pig, Pj;] =0
geniigen. In manchen Féllen, wie z.B. beim harmonischen Oszillator in Un-
terabschn. 3.3.5, ist es moglich, die gesamte Physik aus den Kommutatorre-
lationen herzuleiten. Meistens verwendet man jedoch eine bestimmte Basis,
die durch die simultanen Eigenkets

|w1> ®- & |wN> = |w1,...7wN)
der kommutierenden Observablen £2;(X;, P;),i = 1,..., N ({2-Basis) gege-
ben ist und durch die der N-Teilchen-Hilbert-Raum aufgespannt wird:

H=Hi1® --QHnN .

Wird das System durch den Zustandsvektor | 1) beschrieben, dann lautet die
Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung das erste Teilchen im Zustand wq, das
zweite im Zustand ws usw. zu finden (diskreter, nichtentarteter Fall)

W(wi,...,wn) = wi,...,wn| )7,

falls |4) auf Eins normiert ist:
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= (Y| 9) = Z W(wi,...,wN) .
w1,
Dementsprechend erglbt sich z.B. die Wahrscheinlichkeit dafiir, das erste Teil-
chen im Zustand wq, das zweite im Zustand w- und die restlichen Teilchen in
einem beliebigen Zustand vorzufinden, zu

W (w1, w2, Rest beliebig) = Z W(wi,...,wnN) .

w3,

Wahlt man als Darstellung die kontlnulerhche Ortsbasis, dann lauten die zum
diskreten Fall korrespondierenden Beziehungen

|z1) @ - ®|xzN) =|x1,...,ZN)
w($1,...,iL'N) = <331,...,S[3N|’$>
W(z1,...,xn) = [¥(x1,...,zN)]

= <77Z)‘7/}> :/d3$1"'d3mNW(wl7"'7wN)

W (@1, 22, Rest beliebig) = /d3x3-~-d3xNW(a:1,...,mN) .

Hierbei ist W (xy, 22, Rest beliebig) als die Wahrscheinlichkeitsdichte auf-
zufassen, das erste Teilchen im Volumenelement [z : x1 + d3z], das zweite
im Volumenelement [zo : @3 + d3z] und die restlichen Teilchen irgendwo
zu finden. Die zeitliche Entwicklung der Ortswellenfunktion ¢ ist durch die
Schrodinger-Gleichung

d h
iha¢(ﬁcl,...,$Nat) =H (Xi — i, Py — in'> Y@y, oy, t)

gegeben.

3.9.2 Identische Teilchen, Pauli-Prinzip

In der klassischen Mechanik ist es prinzipiell immer moglich, zwischen Teil-
chen zu unterscheiden, selbst wenn sie dieselben intrinsischen Eigenschaf-
ten besitzen, indem man nédmlich ihre nichtidentischen Trajektorien verfolgt,
natiirlich ohne diese dabei zu stéren. Das heifit, dal zwei Konfigurationen,
die durch Austausch zweier identischer Teilchen auseinander hervorgehen,
im klassischen Sinne physikalisch verschieden sind. In der Quantenmecha-
nik existiert dagegen i.a. keine Moglichkeit, zwischen identischen Teilchen zu
unterscheiden, da sie keine definierten Trajektorien besitzen, die man ver-
folgen konnte, sondern lediglich Aufenthaltswahrscheinlichkeiten.'® Deshalb

19 Der einzige Spezialfall, bei dem identische Teilchen quantenmechanisch unter-
schieden werden konnen ist der, wo ihre Gebiete nichtverschwindender Aufent-
haltswahrscheinlichkeit vollig disjunkt sind. Man denke etwa an zwei Elektronen,
die in verschiedenen Kisten eingesperrt sind, oder von denen sich das eine auf
der Erde und das andere auf dem Mond befindet.
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sind zwei Konfigurationen, die sich durch den Austausch zweier identischer
Teilchen ergeben, im quantenmechanischen Sinne als physikalisch dquivalent
zu betrachten und miissen durch denselben Zustandsvektor beschreibbar sein.

Betrachten wir zum ndheren Versténdnis ein System von zwei identischen
Teilchen in der Ortsdarstellung. Da zwei Zusténde, die sich nur um eine Phase
« unterscheiden, physikalisch dquivalent sind, bedeutet obige Forderung unter
der Vertauschungsoperation 1 <+ @

V(a1 ) "8 anp(@g, 1) TS (e, xxs)
Da die zweimalige Anwendung der Vertauschungsoperation wieder auf die
urspriingliche Wellenfunktion fiihrt, folgt a = £1. Die Wellenfunktion kann
also nur symmetrisch (o = +1) oder antisymmetrisch (« = —1) unter der
Vertauschung sein. Besitzen die identischen Teilchen zusitzlich einen Spin,
dann sind bei der Vertauschungsoperation alle Freiheitsgrade, also Ort  und
Spinprojektionsquantenzahl m auszutauschen, und wir haben dann

1/’(531;7”17332,7”2) = i1¢(m27m27m17m1) .

Ob nun die symmetrische oder antisymmetrische Variante zu wéhlen ist,
héngt von der Art der identischen Teilchen ab, genauer gesagt: von deren
Spin. Man kann im Rahmen von Quantenfeldtheorien zeigen, daf} identische
Teilchen, deren Spinquantenzahl s ganzzahlig ist (Bosonen), durch symmetri-
sche Wellenfunktionen beschrieben werden, wiahrend Teilchen, die eine halb-
zahlige Spinquantenzahl besitzen (Fermionen), durch antisymmetrische Wel-
lenfunktionen dargestellt werden.2® Die Verallgemeinerung auf N Teilchen ist
unproblematisch, und wir erhalten den

Satz 3.27: Symmetrisierungsregel

Die Zusténde eines Systems von N identischen Teilchen sind gegeniiber der
Vertauschung zweier Teilchen notwendigerweise entweder alle symmetrisch
(— Bosonen) oder alle antisymmetrisch (— Fermionen).

Anders ausgedriickt: Sei P eine Permutation von 1,..., N,

P=(p A
dann gilt fiir Fermionen (Spin halbzahlig)

(X1, m,...,xn,my) = e(P)Y(xp,mp,,...,Tpy, Mpy)
und fiir Bosonen (Spin ganzzahlig)

z/)(ar:l,ml,...,:cN,mN) = ¢($p1,mpl,...,$pN,mpN> 9

wobei €(P) = +1 fiir gerade Permutationen und e(P) = —1 fiir ungerade
Permutationen ist.

20 Man sagt auch: Fermionen folgen der Fermi-Dirac-Statistik und Bosonen der
Bose-Einstein-Statistik.
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Aus der Symmetrisierungsregel ergibt sich eine sehr weitreichende Konse-
quenz: Nehmen wir an, eine Messung der Observablen {2 an einem ferm-
ionischen Zwei-Teilchensystem ergibt die Werte w; und wy. Dann ist sein
antisymmetrischer Zustandsvektor unmittelbar nach der Messung gegeben
durch

1
= — w1,w — |W2,Ww .
|¥) \@(‘ Lwz) — |wa,wi))
Setzen wir jetzt wy = we, dann ist |¢) = 0. Hieraus folgt der

Satz 3.28: Paulisches Ausschlieungsprinzip

Zwei identische Fermionen konnen sich nicht im gleichen Quantenzustand
befinden.

Dieses Prinzip hat folgenschwere Auswirkungen im Bereich der statistischen
Mechanik, im Versténdnis des Aufbaus und der chemischen Eigenschaften
von Atomen sowie vieler anderer Gebiete.

Bosonische und fermionische Hilbert-Riume. Kehren wir noch ein-
mal zum identischen Zwei-Teilchensystem zuriick. Verwenden wir zu seiner
Darstellung die f2-Basis, wobei §2 ein diskretes, nichtentartetes Spektrum
besitzen soll, dann besteht der Zwei-Teilchen-Hilbert-Raum H; ® Hy aus al-
len Vektoren der Form |wi,ws). Zu jedem Paar von Vektoren |wq,ws) und
|wa,w1) existiert genau ein bosonischer Vektor

w1, w2, S) = %u%w» T lwzwr))

und ein dazu orthogonaler fermionischer Vektor
1
|wi,wa, A) = ﬁ(|wlaw2> — |wa,w1))

und umgekehrt. Im Falle wq = ws ist der Vektor |wy,w;) bereits symmetrisch
und somit bosonisch; aufgrund des Pauli-Prinzips existiert kein entsprechen-
der fermionischer Vektor. Der Zwei-Teilchen-Hilbert-Raum setzt sich also aus
der Summe eines symmetrischen (S) und antisymmetrischen (A) Hilbert-
Raumes zusammen,

Hi@Ho =HS @ HW) |

wobei die Dimension von H®) ein wenig grofier ist als die Hiilfte der Dimensi-
on von H; ® Ho. Ist nun ein bosonisches (fermionisches) Zwei-Teilchensystem
durch den Ket |1g) (J]¥a)) gegeben, dann interpretieren wir

Ws(wi,w2) = [(wr, w2, S| ¥s) |
5 1wr,wal ) + 1wz, 1] )
2 [(wr,wa| s)|?
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bzw.
Wa(wi,ws) = |(wr,ws, Al1ha)]?

= 5 |<u]1,(U2‘ QZ)A> - <(,<J2,(JJ1| 77[JA>|2

2 (w1, wa| ¥a)|?

als die Wahrscheinlichkeit, eines der beiden Teilchen im Zustand w; und
das andere im Zustand wy bei einer Messung vorzufinden.?! Die zugehdrige
Normierungsbedingung von |1g a) lautet

1= (¢saltsa) = Y Wsa(wr,ws)

versch.

2 > [wiwalysa)l®

versch.

—_

wobei nur {iber physikalisch verschiedene Zusténde zu summieren ist. Im Falle
der kontinuierlichen Ortsbasis gilt entsprechend

1
T, 22,5, A) = — (|1, 22) £ |2, @
|x1, T2 >\/§(|12>\21>)
Ws,a(®1,20) = |(@1, 22,5, Al s a)|> = 2|(@1, 2| ¥s.a) |

1
1= §/d3$1d3.’b2WsyA(21}1,w2) = /d3$1d3$2|<w1,$2|¢s’A>‘2 .

Der Faktor 1/2 beriicksichtigt hierbei die doppelte Z&hlung physikalisch dqui-
valenter Zusténde. (Die Zustéinde mit &y = x4, fiir die der Faktor 1/2 nicht
zutrifft, stellen nur einen infinitesimalen Beitrag zur Integration im a;xo-
Hyperraum dar.)

3.9.3 Druck der Fermionen

Die Bedeutung des Pauli-Prinzips 148t sich am einfachsten an einem System
von N freien Elektronen erkennen, die in einem Kasten der Seitenldnge L
eingeschlossen sind. Die zugehorige stationédre Schriodinger-Gleichung

N

> HU=EV, H; =—

i=1

h2

V2
2me, °

wird gelost mit dem Produktansatz

N N
v =[], (zimi) , E=) E;,
=1

i=1
mit

21 Man beachte: (a,b|¥s) = (b, a|s) und (a,b|wa) = — (b,alPa).
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Uy, (2, m) = sin(k;, ) sin(k;,y) sin(k; . 2)x:(m) .
x(m) bezeichnet den zweikomponentigen Elektronspinor. Da die Teilchen ein-
geschlossen sind, verschwinden die Wellenfunktionen an den Réndern des
Kastens, d.h. die Wellenvektoren sind in der Weise

7T
ki =N, n; = (niwaniy7niz) y Mgy Mhiy, iy = 172a s

L
quantisiert. Da Elektronen Fermionen sind, mufl die Gesamtwellenfunktion
noch antisymmetrisiert werden. Dies 14t sich wie bei allen faktorisierenden
Funktionen durch die Slater-Determinante erreichen:??

kal(acl,ml) Q/kl(wN,mN)
1 WkQ(ml,ml) gjkg(wNamN)

LP(:cl,ml,...,acN,mN) = \/ﬁ .
LZ/kN(wl,ml) WkN(SCN,mN)

Offenbar bewirkt der Austausch zweier Teilchen den Austausch zweier Spal-
ten, was bei einer Determinante bekanntlich zu einem Minuszeichen fiihrt.
Anhand der Determinantenform erkennt man, daf} die antisymmetrische Wel-
lenfunktion verschwindet, wenn zwei Teilchen dieselbe Spineinstellung haben
(m; = m;) und sich nahe kommen (2, ~ ;). Das heifit die Wahrscheinlich-
keitsdichte, beide Teilchen nahe beieinander zu finden, ist klein. Die Sym-
metrisierungsregel Satz 3.27 wirkt also wie eine abstoende Wechselwirkung
zwischen den Teilchen. Dariiber hinaus verschwindet die Wellenfunktion auch
dann, wenn sich zwei Teilchen im selben Zustand befinden (Pauli-Prinzip):
(ki,mi) = (kj,m;). Der Zustand niedrigster Energie ist also nicht einfach
dadurch gegeben, dafl alle N Teilchen den kleinst moglichen Wellenvektor
|k;| = m/L haben. Vielmehr kann jeder Wellenvektor k; nur mit zwei Elek-
tronen , besetzt“ sein; das eine Elektron mit Spin up (m = 1/2), das andere
mit Spin down (m = —1/2). Demnach ergibt sich die Grundzustandsenergie
durch Summation der niedrigsten Teilchenenergien zu

2me(> Zn,

In|<ng

E=2

wobel ng einen zunichst unbekannten Maximalwert bezeichnet. Ist N hin-
reichend grof}, dann ist es eine gute Naherung, zu fordern, daf§ alle Tripel
(ng, ny,n.) innerhalb des positiven Oktanden einer Kugel vom Radius ng
liegen miissen. Die Anzahl der Tripel ist dann (aufgrund der zweifachen Be-
setzbarkeit)

N 1 1471' s, _ (3NN
| <

22 Die Slater-Determinante kann auch benutzt werden, um bosonische Gesamtwel-
lenfunktionen zu symmetrisieren. In diesem Fall sind alle Vorzeichen der Deter-
minantenentwicklung positiv zu nehmen.
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Damit folgt fiir die Grundzustandsenergie des gesamten Systems

R /mN\21
E =2 (7) - Brn?
9me \L) 8 / n
h2 21
2 (ﬁ) *47‘(’/(17177,4
2me \L/ 8

™2 (3N\*?
" 10meL2 (71') ‘

Man beachte, dafl die Energie mit der Teilchenzahl N stérker als linear
anwichst. Die Energie pro Teilchen, E/N, wiichst also selbst mit der Teil-
chenzahl und fillt mit dem Volumen L? des Kastens, in dem die Teilchen
eingeschlossen sind.

Zusammenfassung

Im Gegensatz zur klassischen Mechanik, in der sich Teilchen immer durch
ihre nichtidentischen Trajektorien unterscheiden lassen, gibt es in der
Quantenmechanik Systeme unterscheidbarer und identischer Teil-
chen. Letztere sind in allen Hinsichten als physikalisch dquivalent zu be-
trachten und werden folglich durch denselben Zustandsvektor beschrie-
ben.

Die Symmetrisierungsregel besagt: Handelt es sich bei identischen
Teilchen um Bosonen/Spin ganzzahlig (Fermionen/Spin halbzahlig),
dann ist die zugehorige Wellenfunktion symmetrisch (antisymmetrisch)
unter dem Austausch zweier Teilchen.

Aus dieser Regel folgt das Paulische AusschlieBungsprinzip, nach
dem sich zwei identische Fermionen nicht im selben Quantenzustand be-
finden kénnen.

Anwendungen

50.

Zihlung unterschiedlicher Konfigurationen. Man stelle sich ein

System von drei Teilchen vor, die jeweils die Zusténde |a), |b) und |¢) an-
nehmen konnen. Es soll gezeigt werden, dafl die Gesamtzahl verschiedener
Systemkonfigurationen gegeben ist durch:

a) 27 im Falle unterscheidbarer Teilchen,

b) 10 im Falle identischer Bosonen,

¢) 1 im Falle identischer Fermionen.
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Losung.

Zu a) Bei unterscheidbaren Teilchen ist der allgemeinste Zustandsvektor
| w1, ws,ws), wobei alle drei Indizes die Werte a, b oder ¢ annehmen kénnen,
was jeweils einer anderen physikalischen Situation entspricht. Insgesamt hat
man also 3 -3 -3 = 27 verschiedene Konfigurationen.

Zu b) Hier lautet der allgemeinste, unter dem Austausch zweier Teilchen
symmetrische Zustandsvektor

|W1WQW3> —+ |W1W3WQ> —+ |LU2(U1W3> + ‘LUQLU3(U1> —+ |w3w1w2> —+ |W3WQ(U1> s

wobei auch hier alle drei Werte fiir w; erlaubt sind. Sind alle drei Indizes
verschieden, dann hat man eine Konfiguration. Laflt man genau zwei gleiche
Indizes zu, so kann man damit sechs verschiedene Konfigurationen beschrei-
ben. Bei drei gleichen Indizes ergeben sich drei unterschiedliche Situationen.
Wir haben somit 1 + 6 + 3 = 10 unterscheidbare Konfigurationen.

Zu c) Hier mufl der Zustandsvektor antisymmetrisch unter dem Austausch
zweier Teilchen sein. Seine allgemeinste Form ist

|wiwaws) — |wiwsws) — |wawiws) + |wowsw) + |wawiws) — |wawawr) -

Nach dem Pauli-Prinzip miissen alle drei Indizes verschieden sein. Da der
Austausch zweier Indizes lediglich ein physikalisch irrelevantes Vorzeichen
am Zustandsvektor bewirkt, existiert nur eine einzige Konfiguration.

51. Identisches Zwei-Teilchensystem. Zwei identische eindimensionale
Teilchen der Masse m sind im Bereich 0 < z < L in einem Kasten einge-
schlossen. Eine Energiemessung des Systems liefert die Werte
h2r? 5h2m2

(2) B = mL?2 ’ (b) E = mL?2
Wie lauten die jeweiligen Gesamtwellenfunktionen im Falle identischer Spin-
1/2-Fermionen bzw. identischer Spin-0-Bosonen? (Es wird angenommen, dafl
der Spin die Energiemessung nicht beeinflufit.)

Lésung. Die normierte Losungsfunktion lautet fiir Spin-1/2-Fermionen
U(x1, my, 22, ma) = Wi, (x1, m1) P, (x2, m3) ,

mit
Ui, (x,m) = \/gsin(kim)xi(m)

und fiir Spin-0-Bosonen

2 .
(21, 22) = Vg, (21) W, (22) 5, P, (7) = 14/ I sin(k;x) ,
wobei die Wellenzahlen k; in der Weise

kiikz(n):nfﬂ— y TL:].,2,...
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gequantelt sind. Die Gesamtenergie des Zwei-Teilchensystems betragt

B h; [kl(nl) +k2(n2)2] _ h2 2

(n? +n3) .

Im Fall a) befinden sich beide Teilchen im Grundzustand (n; = ny = 1). Die
identischen Fermionen miissen sich deshalb aufgrund des Pauli-Prinzips in
ihrem Spinzustand unterscheiden, so dafl die antisymmetrische Gesamtwel-
lenfunktion lautet:

W(A)($1,+,IL‘2,7) = Epk (1) x17 ) l“pkl(l)(w27_)‘

V2 ‘ oo (1) (21, +) Piy(1) (w2, —)

1 (21, -) J’klu)(iﬂz,ﬂ'
V2 | Y1) (@1, =) Wiy (1) (72, +)
= ? sin(mxzq /L) sin(wxs/L)
x xa(+H)xe(=) = x1(=)x2(+)] -

Die symmetrische Wellenfunktion fiir identische Bosonen ist

2 . .
T (2, 25) = e, (1) (1) Wk, (1) (22) = I sin(ma1 /L) sin(razg/L) .

Im Fall b) ist n; = 1,n9 = 2 oder ny = 2,ny = 1. Fiir identische Fermionen
ergeben sich hieraus vier unterschiedliche Konfigurationen und Wellenfunk-
tionen:

(i)+(ii) Beide Spins sind gleichorientiert:

’%1(1 y (21, )%1(1)($2,i)’
V2 | Wry2) (21, £) Wy (2) (2, £)

1 (o) (1, 1) Wk1(2)($2ai)‘
V2 | Wiy (21, E) Wiy 1) (22, £)

= g [sin(27ay /L) sin(mzo/L)

— sin(mrxy /L) sin(2mxe /L)) x1 () x2(Z£) -
(iii) Das Teilchen mit » = 1 hat Spin up, dasjenige mit n = 2 Spin down:

W(A) (xla :t,$27 :l:) =

W(A)(w1,+,$2>*) = iea (1) (21, 1) Wkl(l)(x27_)’

f’Q’kz(z (71, 4) Ppy(2) (22, —)
1 )21, ) Wkl(l)(x%“")‘
V2 | Wiy 2) (1, =) Yiy(2) (22, +)

= g [sin(7z1 /L) sin(2r22/L)x1(+)Xx2(—)
— sin(27x1 /L) sin(mze/L)x1(—)x2(+)] -
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(iv) Das Teilchen mit n = 1 hat Spin down, dasjenige mit n = 2 Spin up:
‘%1 2) (71, +) Wiy (2) (72, —) ‘
V2 | Yy 1y (21, +) Wy 1y (2, —)
1 (21, ) %1(2)(%27-#)'
V2 | oy (71, =) Yry1) (2, +)
V2 o :
I [sin(27xq /L) sin(mza/L)x1(+)x2(—)

— sin(may /L) sin(2mxe /L) x1(—)x2(+)] -
Fiir identische Bosonen hat man

W(A) (xlv +, T2, _) =

T (21, 25) = % [sin(mxy /L) sin(2rz/L) + sin(2wxy /L) sin(waz/L)] .

3.10 Streutheorie

Eine der erfolgreichsten Methoden, die Struktur von Teilchen und die Wech-
selwirkung zwischen ihnen zu verstehen, ist ihre gegenseitige Streuung. Die
quantenmechanische Beschreibung geschieht wie im Falle der klassischen
Streuung durch die Angabe von Wirkungsquerschnitten, die im direkten Zu-
sammenhang mit dem asymptotischen Verhalten der stationédren Losungen
der Schrodinger-Gleichung stehen.

Wir beginnen die Diskussion der quantenmechanischen Streuung mit der
Streuung an ein festes Streuzentrum und fithren die Berechnung des differen-
tiellen Wirkungsquerschnittes auf die Streuamplitude der gestreuten Teilchen
zuriick. Im Anschluf} besprechen wir die Methode der Streuphasen, die sich bei
zentralsymmetrischen Wechselwirkungen zwischen Projektilen und Streuzen-
trum anbietet. Hierbei wird eine Partialwellenzerlegung der Streuamplitude
vorgenommen, bei der der Streuprozefl in die einzelnen Drehimpulsmoden
zerlegt wird. Spéter iibertragen wir unsere Ergebnisse auf den Fall der gegen-
seitigen Streuung von unterscheidbaren und identischen Teilchen, wobei wir
wie im klassischen Fall besonders an der Beschreibung im Schwerpunkt- und
Laborsystem interessiert sind.

Im folgenden wird vorausgesetzt, daf} sich die Wirkung des Streuers durch
ein zeitunabhiingiges Potential V(x) darstellen 148t, das im Unendlichen
stirker als 1/|x| abfillt, so daf} einfallende und gestreute Teilchen in diesem
Limes asymptotisch frei sind.

3.10.1 Streuamplitude und Wirkungsquerschnitt

Die Problemstellung bei der quantenmechanischen Streuung von Teilchen an
ein festes Streuzentrum ist dieselbe, wie bei der in den Unterabschnitten
1.5.4 und 1.5.5 besprochenen Streuung von klassischen Teilchen und ist in
Abb. 3.16 graphisch veranschaulicht. Ein homoenergetischer Strahl von Teil-
chen mit dem mittleren Impuls (P) = hke, fliegt in positiver z-Richtung auf
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Detektor

Abb. 3.16. Streuung von Teilchen an ein festes Streuzentrum

ein in & = 0 fest installiertes, lokal begrenztes Streuzentrum zu und wird von
diesem abgelenkt (gestreut). Wie im klassischen Fall ist man auch hier an
der Zahl der gestreuten Teilchen interessiert, die in grofler Entfernung zum
Streuzentrum im Raumwinkelelement df2 von einem Detektor nachgewiesen
werden. Die hierfiir relevante Grofle ist der differentielle Wirkungsquerschnitt
do/df2, der definiert ist durch

do 40 (Zahl der nach df?2 gestreuten Teilchen)/s

ae (Zahl der einfallenden Teilchen)/s/m?

Zur Berechnung von do/d{2 miifite man eigentlich jedes Teilchen durch ein
Wellenpaket beschreiben und dessen Propagation in der Zeit verfolgen. Man
hitte dann in der asymptotischen Region |x| — oo, t — *oo jeweils den
gestreuten und einfallenden Anteil zu isolieren und hieraus den differentiel-
len Wirkungsquerschnitt zu bestimmen. Nun hatten wir bei der Diskussion
der eindimensionalen Streuung in Unterabschn. 3.3.3 bereits festgestellt, dafl
es zur Berechnung der charakteristischen Streugréfien ausreicht, sich auf den
statischen Fall zu beschrinken (Satz 3.15). Dies tibertrigt sich auch auf den
dreidimensionalen Fall. Je mehr wir namlich die einfallenden Wellenpakete
im Impulsraum begrenzen, umso ausgedehnter werden die zugehorigen Wel-
lenpakete im Ortsraum und gehen im Falle verschwindender Impulsunschérfe
in die Losungen der stationédren Schrodinger-Gleichung

. om 0 ,  2mE
(V4 k%) U (x) = ?V(m)ilk(x) y k=0, k= 2 (3.90)
k

iiber. In diesem Limes beginnen die einlaufenden und gestreuten Wellen zeit-
lich zu koexistieren, d.h. der eigentliche Streuvorgang ist nicht mehr zeitlich
begrenzt sondern erstreckt sich iiber die gesamte Zeitachse. Wie wir gleich
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zeigen werden, lassen sich die Eigenfunktionen ¥ im Limes || = r — oo in
zwei Anteile aufspalten,
ikr
U, =X Wy, + U, i (x) = % | W (x) = f(0,0)— , (3.91)

r

wobei ¥, die einlaufende (incident) Welle ist, welche Losung der freien
Schrédinger-Gleichung ist, und ¥, die vom Streuzentrum weglaufende, ge-
streute (scattered) Welle bedeutet. f ist die Streuamplitude, in der die ge-
samte Information des Streuprozesses enthalten ist. Bezeichnen jetzt i, (k, )
und js.(k, x) die zu ¥, und ¥, gehdrenden Wahrscheinlichkeitsstromdichten,
die sich aus der dreidimensionalen Verallgemeinerung von (3.17) ergeben,

h
j U*Vy —ovVy*
J=g-( )
dann stellt der Ausdruck
cos @ sin 6
TQdeSC(k,a:)nSC , Mee = | sinpsind
cosf

die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit dar, daf§ Teilchen vom Detektor im
Raumwinkelelement df2 nachgewiesen werden. Entsprechend bedeutet

0

jin(k7$)nin , Nin = 0
1

die in z-Richtung einfallende Teilchenstromdichte. Fiir den differentiellen
Wirkungsquerschnitt ergibt sich somit
do r?jse(k, )1s 9
— = 1 _ JSCATTC (0
0 WA Gk, 69

wobei benutzt wurde, daf3

. hof. .0 o .\ hk
JinMin = 2 B (gpma III _Eplnazgpin> - E

h
JscTsc = 27 (W:CnSCVWSC - Wscnscvgls*c)
= g gp (C 2 o
B 2m1 roor r ror r
= mTQ |f( )‘

Als niichstes ist die Giiltigkeit von (3.91) zu zeigen. Hierzu schreiben wir
(3.90) um in eine Integralgleichung:

V() = Y () + /d?’x'G(w —z"\V(z)(z') . (3.92)
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Dabei bezeichnet G(x— ') die Green-Funktion unseres Problems. Man iiber-
zeugt sich leicht davon, daf} sie der Differentialgleichung

(VP4 k) Gz —2) = 2?”;5(90 — ) (3.93)

zu geniigen hat, deren physikalische Lésung gegeben ist durch

2% eik:\a:fa:'|
C4nhl e —a|

Wir erhalten somit

Glxz—x')=

. om oiklz—a'|
4 =" - —— [ B ——— V(2 () . 3.94
) = [ dtal V) (3.91)
In der Praxis ist die effektive Reichweite des Streupotentials auf einen kleinen
Bereich 7y beschréinkt, wihrend die Teilchen in einer grofier Entfernung zum
Streuzentrum detektiert werden, d.h.

|2’ <ro < |x| = 0.

eik\m—m/\

Wir kénnen deshalb den Ausdruck o] in gleicher Weise entwickeln, wie
in (2.61) und (2.62) in Unterabschn. 2.4.3 vorgefithrt wurde:

. ’ . . ’ .
elk\mfw | |2|— o0 elk|w|eflkmz /x| <1 N :BIE’) elkr

|z — | x|

e thmea’ (3.95)

2 r

Hierbei ist, wie gehabt, r = |x| und ns. = x/|z| die Einheitsrichtung des
detektierten Teilchens. Setzt man (3.95) in (3.94) ein, so erhilt man das
gewiinschte Resultat:

elkr

(@) = e+ f(0,0)— (3.96)
mit23
f(H, gp) _ _ m2 /dgl‘/e_iknscle(m/)Wk(iB/) .
2mh

Um die Streuamplitude berechnen zu kénnen, benétigt man einen expliziten
Ausdruck fiir die Wellenfunktion ¥j. Dieser ergibt sich durch iteratives Losen
der Integralgleichung (3.92) in den verschiedenen Ordnungen des Potentials
V zu

23 Man beachte: Die zweite Losung der Differentialgleichung (3.93),

om efik\mfcc'|

,7_77
Glx—z') = i e

I

wiirde in (3.96) offenbar zu der unphysikalischen Situation einer Kugelwelle
fithren, die von auflen auf das Streuzentrum zulduft; sie scheidet daher aus.
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U () = Wiy () (0. Ordnung)
+ / Br'G(x — ')V (2 )Wy, () (1. Ordnung)
e[
xG(x — ')V (2 )G(x' — ")V ("W (x”) (2. Ordnung)
...

Diese Entwicklung definiert die Bornsche Reihe. Beschréinkt man sich auf die
0. Ordnung (Bornsche Niherung), dann folgt fiir die Streuamplitude

f(e’(lo):_

m

T BBV (), A= k(n, — ng) .
s (@) ( )
Satz 3.29: Streuamplitude

und differentieller Wirkungsquerschnitt

Man betrachte die Streuung von Teilchen, die entlang der z-Achse mit dem
mittleren Impuls (P) = fike, auf ein Streupotential V() fliegen. Ist die ef-
fektive Reichweite 7o des Streupotentials im Vergleich zur Entfernung r des
Detektors zum Streumittelpunkt klein, 7y < r, dann 148t sich die asymp-
totische Losung der zugehorigen zeitunabhéngigen Schrodinger-Gleichung

in der Form
W r—00  ikz 0 eikr
k(x) — %/"’_f( 790) =

Ysc

schreiben, wobei die Streuamplitude f gegeben ist durch

£0,0) = s [ dla'e eV (@) .97

Fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt gilt
do

_ 2
7 = 15,9
In der Bornschen Niiherung reduziert sich (3.97) auf die Gleichung
1Am
£0.0) = £(A) =~ [ /AT V(@) | A= knin — ).

Bis auf einen konstanten Faktor entspricht sie der Fourier-Transformierten
des Potentials V' in Abhéingigkeit des Impulsiibertrages . A. Bei zentral-
symmetrischen Potentialen V (z) = V(|z|) fillt die ¢-Abhéngigkeit weg, so

daf f = f(0) = f(|A]).

Coulomb-Streuung. Als Beispiel dieses Satzes berechnen wir den differen-
tiellen Wirkungsquerschnitt in der Bornschen N#herung fiir die Streuung ei-
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nes Teilchens der Masse m und der Ladung Z;e an einem Coulomb-Potential
der Ladung Zse. Dabei betrachten wir aus Griinden, die gleich deutlich wer-
den, zunéchst den allgemeineren Fall eines Yukawa-Potentials

e Fr

V(r)=g

Aufgrund der Rotationssymmetrie des Potentials geniigt es, f(|A|) fir
A = e, zu berechnen. Unter Einfithrung von Kugelkoordinaten,

2 =rcospsing , y =rsinpsing , 2’ =rcosf ,

ergibt sich

S 1
2m —pr ,
34l = 227rg/drr2€ /dcos@e‘Arcose
drnh
0 21
mg | iAr i
= —?/dwe B7E(6A —e A’”) (3.98)

0

_ img 1 B 1
T RPAN\B—IA  B+iA
2mg 1
h2 62 AQ ’
mit
0
A? = 2 (2 +n2 — 2nng) = 2k%(1 — cos ) = 4k* sin? B
Setzen wir jetzt
g="2122¢*, 3=0,
dann folgt fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt der Coulomb-Streuung

die aus der klassischen Mechanik bekannte Rutherfordsche Streuformel (vgl.
(1.63))

2 2
d70' o 2m21Z262 - 21Z262 (3 99)
2 \4n’k2sin? 9 ) \4Esin*§ ) '
Jetzt wird klar, warum wir von einem Yukawa-Potential ausgegangen sind:
Wir brauchten den Abschirmfaktor 3, damit die r-Integration in (3.98) kon-

vergiert. Es sei noch vermerkt, daf§ (3.99) exakt und nicht nur in der hier
vorgefithrten Bornschen Niherung gilt.

3.10.2 Streuphasenanalyse bei zentralsymmetrischen Potentialen

Hat man es bei der Streuung mit einem zentralsymmetrischen Potential zu
tun, dann ist ist der Drehimpuls eine Erhaltungsgrofie, und es bietet sich an,
die Streuamplitude f = f(6) nach den Legendre-Polynomen
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4
P(cos ) = myl.o(g) s Yi0(0) =Yi0(0,9)
zu entwickeln, um den StreuprozeB fiir jeden [-Sektor getrennt studieren zu
konnen. Unter Berticksichtigung von Satz 3.20 erhélt man dann fiir die a-

symptotische Form der Wellenfunktion ¥

ikr > ikr
7 (z) =3 e'F* 4 f(@)e = Z [(2l + 1)ilg (kr) + aler Py(cosb) .
1=0

Beriicksichtigt man ferner das asymptotische Verhalten von j,
(k) 2 sin(kr — Ir/2) 7
kr
dann kénnen wir diese Gleichung so umformulieren, dafl die ein- und auslau-
fenden Wellen getrennt sind:

oo ikr 2l 1'l )
T (x) =3 ¢ ge_ll”m—kal Py(cos )
r 2ik
l
e 2L+ )iy,
_ ilmw/2
" E ST Pi(cos®) . (3.100)

l

Auf der anderen Seite 143t sich ¥}, ganz allgemein in der Weise

- — , [2+1
U(x) =) Aigi(r)Yio0)=)>» A (r)Py(cos0)
k ; 1910T) Y10 ; N % !

entwickeln. Im Unendlichen reduziert sich hierbei der radiale Anteil auf die
asymptotische (reguldre) Losung j;(kr) fiir freie Teilchen, bis auf eine Pha-
senverschiebung §;, die sog. Streuphase, welche die gesamte Information des
Streuprozesses im Drehimpuls-I-Sektor beinhaltet:

— sin(kr — I /2 4 6;) .
kr

91(r)

Wir haben somit

ikr id
r—oo € 21 + 1 —ilm/2
U (x) — , zl:Al\/ p Zike Py(cos )
e kT 204 1e 0 .
- § A/ —él"/2p, . 101
2 W e )y (cos 6) (3.101)

Koeffizientenvergleich in den Gleichungen (3.100) und (3.101) liefert

: 241
Ay = /Ar (2L + )il | a) = T+e15’ sind; .

Damit ergibt sich schliefflich folgende Partialwellenzerlegung der Streuampli-
tude:
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f(0) = % 2(21 + 1)e® sin 6, Py(cos 6) .

l

Aus dieser Darstellung erhiilt man einen interessanten Zusammenhang zwi-
schen dem totalen Wirkungsquerschnitt und der Streuamplitude, der unter
dem Namen Optisches Theorem bekannt ist:

[aaisor =5 [ae

1 . 4m
= Z47r(2l +1)sin? 8, = ?Imf(e =0).
1

2

Z 47 (20 + 1)e sin §,Y7,0(6)
1

Q
1

Demnach berechnet sich der totale Wirkungsquerschnitt aus dem Imaginérteil
der Streuamplitude in Vorwértsrichtung.

Um nun die Streuphasen fiir ein gegebenes Streupotential zu berechnen,
betrachten wir die radiale Schrédinger-Gleichung (3.39) mit und ohne Poten-
tial,

r2

w(r) -
) = )+ 12uir) = 0,

114 1)

w(r) + k2ul(r) = %V(r)ul(r)

wobei wir die Losungen des freien Falls mit v; und die des Streufalls mit v,
bezeichnen. Durch Multiplikation der ersten Gleichung mit v;, der zweiten
mit w; und anschlieSender Subtraktion beider Gleichungen folgt

Lt eyr) —ofrya)] = 2V ()
bzw.
[} (r)on(r) — o} (P ()] = 2%;‘ / AV (ryua (ryu(r) (3.102)
0

Beriicksichtigen wir das asymptotische Verhalten von u; und v;,2*

r—0:  w(r),v(r)~ pitt

sin(kr —ln/2 4 §;)

ul(r) = Al(dl)

k
r—00:
sin(kr — Im/2
u(r) = Ar(s = 0) T2
dann folgt aus (3.102)
. 1 2mk T
107 2 —
e’ sin d; @I T DE 12 /drV(r)ul(r)vl(r)
0

24 Hierbei wird vorausgesetzt, dafl lin}) 2V (r) = 0 und, wie gehabt, lim rV () = 0.
T T—>00
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und mit vy(r) = A;(6 = 0)rji(kr)

o0

; 1 2mk
i0; 2 _ .
e“sind; = el O/dTV(r)ul (r)rji(kr) . (3.103)

Ist V(r) geniigend klein, so unterscheidet sich w; nur sehr wenig von der
Losung v; der freien radialen Schrédinger-Gleichung, und die Streuphase ¢
liegt in der N#he von Null. Man kann dann in (3.103) u; durch v; ersetzen
und erhélt somit in der Bornschen Niherung (d.h. in 0. Ordnung)

o0
e gin g, = _2;772]{ /dTV(T)TleQ(kT) .
0

Satz 3.30: Partialwellenzerlegung der Streuamplitude
und optisches Theorem

Gegeben sei das zentralsymmetrische Streupotential V(r), mit
lin%J 72V (r) = 0 und lim rV(r) = 0. Dann LiBt sich die Streuamplitude
r— r—00

f in der Weise

7)) = % Z(Zl + 1)e'% sin §; Py (cos 6)
1

nach den Legendre-Polynomen entwickeln, wobei §; die Streuphasen sind,
die die gesamte Information des Streuprozesses in den jeweiligen [-Sektoren
beinhalten. Fiir sie gilt

1 2mk
VAT L+ )it B?

Hierbei sind die u; Losungen der radialen Schrodinger-Gleichung in Anwe-
senheit von V. In der Bornschen Niaherung werden diese Losungen durch
diejenigen fiir den freien Fall ersetzt, so dafl (3.104) iibergeht in

e sin 0 =

/drV(r)ul(r)rjl(kT) . (3.104)

o

- 2mk
% sin & = — ;; /dTV(T)TZjZQ(kT) .

0

Desweiteren gilt fiir den totalen Wirkungsquerschnitt (optisches Theorem)

o= /drz|f(9)|2 = % Zl:zm(m +1)sin? & = %Imf(& =0).

Nehmen wir an, dafl das Streupotential auf eine endliche Reichweite ry be-
grenzt ist, V(r > r¢) = 0, dann konnen wir das unendliche Integral in (3.104)
durch ein endliches ersetzen. Beriicksichtigen wir ferner das asymptotische
Verhalten der sphirischen Bessel-Funktionen j;(kr) im Limes k& — 0,
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[
. p—0 14
alp) — @+’

dann geht (3.104) iiber in

i - k—0 1 2mk!t1
e sind; — — 5
4w (20 + 1)it R7(20 + 1)

/dT’V(’I")Ul(T’)T’Z+1 ,

0
d.h. bei niedrigen Energien sind die kleinen Partialwellen [ = 0,1, ... domi-
nant. Fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt bedeutet dies
d 1
d—g k=0 = [sin2 do + 6sin &g sin 61 cos(dy — 01) cos

+981n251c0529+...] .

Er ist in fithrender Ordnung isotrop, d.h. vom Streuwinkel # unabhéngig. In
der Bornschen Naherung folgt nun fiir die Streuphasen

sind, A 8 ~ k2L (3.105)

Wie sich zeigt, gilt dieses Schwellenverhalten fiir eine grofie Klasse von Po-
tentialen ganz allgemein und nicht nur in der hier betrachteten Bornschen
Naherung.

3.10.3 Resonanzstreuung

Im allgemeinen bedeutet Resonanzstreuung, dafl der differentielle Wirkungs-
querschnitt fiir eine gewisse Energie, die sog. Resonanzenergie, von einer be-
stimmten Partialwelle [ = L dominiert wird:

j—g ~ % = Qljki—;lﬁL\QPg(cosH) , Tp, = e sin by, = % (e¥r —1) .
Dies hat offensichtlich zur Voraussetzung, dafl die zugehorige Partialwellen-
amplitude T, an der Resonanzstelle grof3 wird. Tatséchlich spricht man im
engeren Sinne nur dann von einer Resonanz, wenn die resonante Streuphase
0y, einen halbzahligen Wert von 7 durchlauft:

1
o = <n+2>7r, n=0,1,...

In Abb. 3.17 ist eine typische Resonanzsituation dargestellt. Nimmt die Ener-
gie zu, dann steigt die Streuphase 07, rasch von 0 nach 7 (allgemeiner: von nw
nach (n+1)m) und durchlduft dabei an der Resonanzstelle Ey den Wert 7 /2.
An dieser Stelle wird der Wirkungsquerschnitt maximal. Zur genaueren Un-
tersuchung der Energieabhéngigkeit des differentiellen Wirkungsquerschnitts
in der Nihe einer Resonanzstelle Ey entwickeln wir 67, um FEy:

5L(E) ~ (SL(Eo) + (E — Eo)é/L(EQ) .
Bei der Entwicklung der zugehorigen Partialwellenamplitude ist darauf zu

achten, dafl die Beziehungen ‘e2i5L(E)| =1 und e%92(Fo) = _1 erhalten blei-
ben. Dies wird durch folgende Entwicklung gewéhrleistet:
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INIE]

sin? Sra : E
E

E

Ey

Abb. 3.17. Partialwellenstreuquerschnitt in Zusammenhang mit der zugehorigen
Streuphase

G2i01(B) o, _COHENIETEED 1 4 (B — Eo)d (Fo)
e—16L(Eo) g=i(E—FE0)d}, (Eo) 1 —i(E — Eo)d7,(Eo)

Es folgt somit

N
N |~
—

=
&
+
|

und wir erhalten den

Satz 3.31: Breit-Wigner-Formel

In der N#he einer Resonanzstelle Ey wird der Wirkungsquerschnitt durch
den Wirkungsquerschnitt o, der resonanten Partialwelle dominiert. Dieser
ist gegeben durch

o _G@ sin2 _ 4m(2l+1) (£ 2
L(E) = q(E) = k2 (E - Eo)? + (L)

k2

mit der Resonanzbreite I':
r 1

2 & (Fy)
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Im allgemeinen treten Streuresonanzen dann auf, wenn das effektive Poten-
tial in der radialen Schrodinger-Gleichung — Streupotential plus Zentrifugal-
barriere — bei kleinen Abstidnden stark attraktiv und bei groflen Abstéinden
repulsiv wirkt. Betrachten wir z.B. einen tiefen kugelsymmetrischen Potenti-
altopf, mit

-V firr<a
Vi(r)= , Vo> 0,
0 firr>a

dann hat das effektive Potential Vg fiir [ > 0 den in Abb. 3.18 gezeig-
ten Verlauf. Ignorieren wir Tunnelprozesse, so kann ein Teilchen der Energie

A
e Vi) ~ L
Vmax
Vi b V()

Abb. 3.18. Effektives Potential (durchgezogene Linie), das sich aus einem tiefen
Potentialtopf (gepunktete Linie) und der Zentrifugalbarriere (gestrichelte Linie) zu-
sammensetzt

0 < Ep < Viax einen gebundenen Zustand innerhalb der attraktiven Region
bilden. Da aber natiirlich Tunnelprozesse stattfinden, wird das Teilchen ir-
gendwann nach r — oo entkommen. Dementsprechend kann auf der anderen
Seite ein freies Teilchen, das vom Unendlichen kommend auf das Potential
geschossen wird, die Zentrifugalbarriere durchtunneln und einen metastabi-
len Zustand innerhalb des attraktiven Bereiches bilden. Bei wachsendem [
wird der Zentrifugalterm grofler, so dafl die Wahrscheinlichkeit des Durch-
tunnelns und damit die Resonanzbreite kleiner wird. Demzufolge wichst die
Lebensdauer T metastabiler Zustdnde. Ganz allgemein gilt aufgrund der Hei-
senbergschen Energie-Zeit-Unschérferelation

h
T~ —.
I
Im Fall | = 0 ist keine repulsive Barriere vorhanden. Ist dann V' = Vg rein

attraktiv, so sind nur echte gebundene Zustinde mit negativer Energie und
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unendlicher Lebensdauer moglich. Einer Streuresonanz am néchsten kommen
hierbei Zusténde mit Energien nahe der Null (siehe Anwendung 53).

3.10.4 Gegenseitige Streuung von Teilchen

In einem typischen Streuexperiment beschiefit man ein Target, das aus Teil-
chen des Typs 2 besteht, mit einem monoenergetischen Teilchenstrahl vom
Typ 1 und zadhlt die Teilchen eines Typs, z.B. die Teilchen 1, die in eine
bestimmte Richtung gestreut werden. Im folgenden wollen wir voraussetzen,
dal das Wechselwirkungspotential zwischen den beiden Teilchentypen nur
vom Abstand der Teilchen abhingt. Wir haben es dann mit einem Zwei-
Teilchenproblem zu tun, dessen Hamilton-Operator gegeben ist durch
P2 P}
Da keine dufleren Krifte einwirken, ist die Schwerpunktsbewegung frei und
kann durch Einfithren von Schwerpunkts- und Relativkoordinaten separiert
werden (siehe Unterabschn. 3.5.1). Die verbleibende Relativbewegung lautet
h2 2 mimso
( QHV +V(a:)) U(x)=FE¥(x), p= e r=x — T2,
mit der reduzierten Masse p und dem Abstandsvektor x der beiden Teilchen.
Betrachten wir den Streuprozel vom Schwerpunktsystem aus, in dem der
Schwerpunkt ruht, dann erhélt man die Streuamplitude aus dem asymptoti-
schen Verhalten der Wellenfunktion der Relativbewegung,
eikr

W(@) =+ 1(0,0)
wobei 6 und ¢ die Streuwinkel im Schwerpunktsystem bezeichnen. Zur Be-
rechnung der Streuamplitude, des differentiellen Wirkungsquerschnittes und
der Partialwellenzerlegung kénnen wir dann die Diskussion in den Unterab-
schnitten 3.10.1 und 3.10.2 und insbesondere die Sétze 3.29 und 3.30 iiber-
nehmen, wenn iiberall m durch g und df2 durch das Raumwinkelelement d{2*
des Schwerpunktsystems ersetzt wird. Fiir die Schwerpunktsimpulse der Teil-
chen vor (p4*, p5>*) und nach der Streuung (p¥*, p5*) ergibt sich das in Abb.
3.19a gezeigte Bild: Die Teilchen 1 und 2 fliegen mit entgegengesetzt gleichen

a H b
Lo
z E
p
p” 0

T—0/ p5* pt

Ex
D2

Abb. 3.19. Zwei-Teilchenstreuung im Schwerpunktsystem (a) und im Laborsystem

(b)
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Anfangsimpulsen p** = —p4* aufeinander zu, werden aneinander gestreut
und entfernen sich danach voneinander mit den Endimpulsen pt* = —p5*.

Um vom Schwerpunktsystem zum Laborsystem (Abb. 3.19b) iiberzuge-
hen, in dem das Teilchen 2 lange vor der Streuung ruht (p4 = 0), miissen wir
uns nach links mit der Geschwindigkeit p4*/ms bewegen. In diesem System
erhélt jeder Schwerpunktsimpuls wie im klassischen Fall einen Beitrag in po-
sitiver z-Richtung. Die Transformation beider Systeme geschieht in exakt der
gleichen Weise, wie es bei der klassischen Zwei-Teilchenstreuung in Unterab-
schn. 1.5.5 — mit den Ersetzungen y — 6, 8; — 61, — vorgefiihrt wurde. Unter
Verwendung von Satz 1.34 kdnnen wir somit festhalten:

Satz 3.32: Zwei-Teilchenstreuung

Fiir die Zwei-Teilchenstreuung im Schwerpunktsystem gelten die in Satz
3.29 und 3.30 stehenden Zusammenhinge, wenn man iiberall die Erset-
zungen m — 4 und df2 — d2* vornimmt. Der Zusammenhang zwi-
schen den differentiellen Wirkungsquerschnitten im Schwerpunktsystem,
do/d£2*, und im Laborsystem, do/d{2y,, ist gegeben durch

9 3/2

do do [(2—;) +1+27 cos6(0r)

doy  dex mdcosf(0) + 1 ’
mit

=L + cosd
cos O, = 22 , PL =@
\/(%) +1+271 cost

und

d2* = sinAdfdp = Raumwinkelelement im Schwerpunktsystem,

Ay = sin 0y,d0ydg — Raumwinkelelement im Laborsystem, in das

die Projektilteilchen gestreut werden.

Streuung unterscheidbarer Teilchen. Bei der gegenseitigen Streuung
von unterscheidbaren Teilchen gibt

do 9
= 17(6.9)
den differentiellen Wirkungsquerschnitt im Schwerpunktsystem dafiir an, dafl
Teilchen 1 in Richtung (0, ¢) und Teilchen 2 in Richtung (7—8, p+) gestreut
wird. Dementsprechend ist
do
d+
der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir den Fall, dafl Teilchen 1 in Richtung
(m — 0,0 + m) und Teilchen 2 in Richtung (6, ¢) gestreut wird. Falls der

= |f(77_9’§0+7r)|2
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Detektor alle Teilchen nachweist und keinen Unterschied zwischen Teilchen
der Sorte 1 und 2 macht, dann sind beide Wirkungsquerschnitte zu addieren,
so daf3

do

a2+
den differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung eines der beiden
Teilchen in Richtung (0, ) angibt.

=1f0, ) +|f(xr = 0,0+ ) (3.106)

Streuung identischer Spin-0-Bosonen. Bei der Streuung identischer
Teilchen ist noch die Symmetrisierungsregel zu beriicksichtigen. Haben wir es
mit identischen Spin-0-Bosonen, z.B. m-Mesonen, zu tun, dann muf} die Ge-
samtwellenfunktion und somit auch ihre asymptotische Losung symmetrisch
sein:

o0 eikr

W(x) =3 e* e 4 [£(0,0) + f(r — 0,0+ )]

Berechnet man mit dieser symmetrisierten Form die Stromdichten der einfal-
lenden und gestreuten Teilchen, so erhélt man fiir den Wirkungsquerschnitt
do
a2
Man beachte den Unterschied zwischen den Gleichungen (3.106) und (3.107):

In (3.106) sind die einzelnen Wirkungsquerschnitte zu addieren, wihrend man
in (3.107) die Streuamplituden zu addieren hat.

=1f(0,0) + f(r —0,0+7)*. (3.107)

Streuung identischer Spin-1/2-Fermionen. Betrachten wir schliefilich
noch die Streuung von identischen Spin-1/2-Fermionen, z.B. Elektronen. Die
Gesamtwellenfunktion mufl nun antisymmetrisch sein. Solange keine explizit
spinabhéngigen Terme im Hamilton-Operator auftreten, 1d8t sich die Ge-
samtwellenfunktion aus symmetrisierten und antisymmetrisierten Orts- und
Spinwellenfunktionen zusammensetzen:

ikr
Jl(i)(m,mhmz) = {elkz +eF7 4 [f0,0)x f(m—0,0+ w)]er }

wx (3 (1, ma) s ma,ma = i% .
Dabei sind
XS (+,+) = xa(+)x2(+)
K9.2) = 25 e + ) = X9 =4)
XS (= =) = xa(=)x2(-)
W0 = = (ulHhel) — ) = - =5)

die zu den Gesamtspins S = 1 (Triplett) und S = 0 (Singulett) gehérenden
Spinoren. Hieraus ergibt sich fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt
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do { 1£(0,0) + f(r — 0,0+ )| Triplettzustand
s

|f(0,0) — f(m— 0,0+ 7)> Singulettzustand .

Sind beide Teilchenstrahlen vollig unpolarisiert, d.h. jede der vier moglichen
Spinkonfigurationen hat dasselbe Gewicht, dann ist der Gesamtwirkungsquer-
schnitt das arithmetische Mittel aus den Wirkungsquerschnitten der drei Tri-
plettzustiande und des einen Singulettzustandes:

do 3 9 1 9
Zusammenfassung

Zur Beschreibung von quantenmechanischen Streuprozessen reicht es aus,
sich auf die statischen Losungen der zugehorigen Schrodinger-Gleichung
zu beschrinken. Die asymptotische Wellenfunktion von Teilchen, die an
ein festes Streuzentrum gestreut werden, setzt sich zusammen aus einer
einlaufenden ebenen Welle und einer vom Streuzentrum weglaufenden
Kugelwelle. Letztere enthélt die Streuamplitude; sie umfafit die ge-
samte Information des Streuprozesses.

Der differentielle Wirkungsquerschnitt berechnet sich aus den Wahr-
scheinlichkeitsstromdichten (in Flugrichtung) des einlaufenden und ge-
streuten Anteils und ist gleich dem Betragsquadrat der Streuamplitude.

Die Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnitts fiir die
Coulomb-Streuung fithrt in der Bornscher Niherung und exakt auf
die klassische Rutherfordsche Streuformel.

Bei zentralsymmetrischen Streupotentialen 148t sich der Streuproze$ fiir
jeden Drehimpuls-I-Sektor getrennt studieren, indem man die Streu-
amplitude nach den Legendre-Polynomen entwickelt (Partialwellen-
zerlegung). Die hierin auftretenden Streuphasen geben die jeweilige
Phasenverschiebung der asymptotischen Wellenfunktion gegeniiber den
Losungen fiir freie Teilchen an. Aus der Partialwellenzerlegung folgt das
optische Theorem, nach dem sich der totale Wirkungsquerschnitt aus
dem Imaginérteil der Streuamplitude in Vorwértsrichtung berechnet.

Resonanzstreuung tritt auf, wenn der differentielle Wirkungsquer-
schnitt bei einer bestimmten Energie von einer Partialwelle dominiert
wird. Die zugehorige Resonanzbreite berechnet sich mit Hilfe der
Breit-Wigner-Formel. Im allgemeinen bedeuten Streuresonanzen me-
tastabile Zustédnde positiver Energie, die sich in dem von der Zentrifu-
galbarriere abgeschirmten attraktiven Bereich des effektiven Potentials
herausbilden.
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e Die gegenseitige Streuung von Teilchen ld8t sich wie im klassischen
Fall durch Separation der Schwerpunktsbewegung auf eine effektive Ein-
Teilchenstreuung zuriickfithren. Fiir die Zusammenhénge zwischen den
differentiellen Wirkungsquerschnitten im Schwerpunkt- und Laborsy-
stem gelten dieselben Beziehungen wie bei der klassischen Streuung.

e Weist der Detektor bei der Streuung unterscheidbarer Teilchen beide
Teilchensorten nach, so sind die differentiellen Wirkungsquerschnitte fiir
die Vorgéinge Teilchen 1 — (6, ), Teilchen 2 — (7 — 6, ¢ + 7) und um-
gekehrt zu addieren. Bei der Streuung identischer Teilchen hingegen hat
man die zu obigen Vorgéngen gehérenden Streuamplituden zu addieren
bzw. zu subtrahieren.

Anwendungen

52. Streuung an einer harten Kugel. Wir betrachten die Streuung an
einer harten Kugel, die durch das Potential

0 firr<a
Vi(r) =
oo fir r > a

dargestellt wird. Man gebe das Verhalten der verschiedenen Streuphasen fiir
kleine Energien an. Wie lautet der differentielle und totale Wirkungsquer-
schnitt fiir den [=0-Sektor?

Lésung. Die physikalische Losung der radialen Schrédinger-Gleichung (3.38)
fiir den dufleren Bereich lautet

gl(r) = Aljl(kr) + Bml(kr) .
Auf der Kugeloberfliche muf3 die Wellenfunktion aus Stetigkeitsgriinden ver-
schwinden, d.h.
B, Ji(ka)
=0 — = —
gila) A ny(ka)
Die iibliche Forderung, daf3 sich g; bis auf die Streuphase §; auf die reguléire
Losung fiir freie Teilchen reduziert,
r—oo Sin(kr —Im/2 4§,
gz(?‘) i> ( kr/ l) ,
liefert den gewiinschten Zusammenhang fiir J;:
Ay sin(kr — In/2) + By cos(kr — In/2) = Cysin(kr — I /2 + 6;)
= Cy[sin(kr — In/2) cos §,
+ cos(kr — lm/2) sin &)
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_ Ji(ka)
ny(ka)
Beschriinken wir uns auf kleine Energien, dann gilt

_ -0 (ka)! -0 (20— 1)1
Ji(ka) i~ (2§+)1)” , ni(ka) e~ ((ka)”)l ,

und es folgt das bereits in (3.105) erwihnte Schwellenverhalten
(20— 1!
20+ D!
was mit der Erwartung {ibereinstimmt, dafl bei kleinen Energien die Streuung

in hoheren [-Sektoren vernachlissigt werden kann. Fiir [ = 0 folgt unter
Verwendung von Satz 3.30

= tand; =

k—0
0 ~ tand, ~ —

?

( )2l+1

1 .
fo(0) = —Ee_‘ka sin ka

. o
dp = arctan (— St ka) = —ka — @ — M
cos ka dn k2

4,
o0 = ﬁSIHQ ka .

53. Streuung am kugelsymmetrischen Potentialtopf. Man betrachte
die s-Wellen-Streuung an einem kugelsymmetrischen Potentialtopf der Form

W firr<a
V(r)= , Vo> 0.
0 firr>a

Es ist zu zeigen, daf} fiir kleine Teilchenenergien die Streuphase Jy resonant

ist, wenn die Wellenzahl fiir den inneren Bereich die Werte

(n+1)7
a

annimmt. Wie grof} sind die zugehorigen Resonanzbreiten?

kli ,’fl:O,l,...

Loésung. Wie in Unterabschn. 3.5.4 gezeigt wurde, lautet die Losung der
radialen Schrodinger-Gleichung fiir den kugelsymmetrischen Potentialtopf im
ungebundenen Fall (£ > 0)

2m(E 4+ V,
Argi(kar) , k= % fir r <a
ui(r) = 2mE
By[rji(kar) cos d; + rng(ker) sindy] , ko = firr>a.

h2
Im Unendlichen geht sie iiber in die gewiinschte asymptotische Form
o0 sin(kor — I7/2) cos ) + cos(kor — Im/2)
kg k2
Sin(kQT + 171'/2 + 5l)
ko ’

uy(r) sin §;
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so daf} ¢; in der Tat die Streuphasen bezeichnen. Beschranken wir uns nun auf
kleine Teilchenenergien, dann findet die Streuung bevorzugt in s-Zustédnden
(I = 0) statt. Hierfiir kennen wir bereits den Zusammenhang zwischen Energie
und Streuphase (vgl. (3.43)):

k
tan(kaa + o) = k—Q tankia
1

k ky—0
— g = arctan (]: tan kla) — koa ~ arctan <2 tan k1a> .
1

Man erkennt hieraus, dafl die Resonanzenergien bei
2
n+ i) h? (n+ 1) 72
7( 2) bzw. FE, = —< 2)

kin=
" a 2ma?

)

-V

liegen. Zur Bestimmung der zugehorigen Resonanzbreiten hat man die Ab-
leitung von Jy an der Stelle F,, zu berechnen. Dies fiihrt zu

!/
K K 2
(E,) = (ﬁ) tan(kia) + z2kia (1 - tan?kya)
n) = 2
1— (% 2
(K1> tan” kia s st ()
_ aki (En)k1(Ey)
ka(Ey,)
_ ma
"ky(Ey)

L 1 hPky(En)
2 6(E,)  ma

Ist Vo = h?7?/(8ma?), dann entspricht der niedrigste resonante s-Zustand ei-
ner Resonanzenergie von Ey = 0. Dieser Null-Energiezustand 148t sich als ein
pseudo-metastabiler gebundener Zustand in einem rein attraktiven Potential
interpretieren und kommt einer echten Streuresonanz am néchsten. Wird der
Potentialtopf immer weiter abgesenkt, dann entsteht bei Vo = 95?72 /(8ma?)
ein zweiter Null-Energiezustand usw. Die jeweils darauf folgenden Zustinde
mit groferen Resonanzenergien entsprechen wirtuellen Zustinden, die mit
echten Streuresonanzen wenig zu tun haben.



4. Statistische Physik und Thermodynamik

Das Fundament der theoretischen Beschreibung makroskopischer Systeme
(Gase, Fliissigkeiten und Festkérper) in der heute vorliegenden Form wurde
im 18. Jahrhundert gelegt. Die damals und in der Folgezeit von Rumford, Da-
vy, Mayer, Joule u.v.a. empirisch gefundenen Gesetze bilden auch heute noch
die Grundlage der Thermodynamik, die durch Lord Kelvin 1850 erstmals in
konsistenter Darstellung formuliert wurde. Etwa um diese Zeit begann sich
die Meinung durchzusetzen, dafl Materie Substrukur in Form von Atomen
und Molekiilen besitzt, und man fing an, makroskopische Systeme mikrosko-
pisch zu untersuchen. Die Entwicklung der Quantenmechanik um 1920 lie-
ferte schliefllich den adéquaten Rahmen fiir eine realistische mikroskopische
Beschreibung solcher Systeme.

Obwohl heute die mikroskopischen Wechselwirkungsmechanismen zwi-
schen den einzelnen Teilchen eines Systems in Form von quantenmechani-
schen bzw. mechanischen Gesetzen prinzipiell verstanden sind, so ist es den-
noch aus folgenden Griinden nicht moglich, diese ohne zusétzliche statistische
Annahmen konsequent auf ein makroskopisches System anzuwenden:

e Zur Festlegung des Systemzustandes miifite man groflenordnungsméfig et-
wa 1023 Freiheitsgrade bestimmen, was nicht nur praktisch, sondern auf-
grund des Heisenbergschen Unschérfeprinzips auch theoretisch unmdoglich
ist.

e Selbst wenn sie bekannt wéiren und man die Bewegungsgleichungen fiir alle
Teilchen im System hinschreiben kénnte, wére kein Computer in der Lage,
diese in einer akzeptablen Zeit zu l6sen.

e Aufgrund der immens groflen Teilchenzahlen treten qualitativ neuartige
Effekte auf, die im Rahmen einer rein deterministischen Beschreibung ein
sehr tiefes, iiber klassische Mechanik und Quantenmechanik hinausgehen-
des Verstdndnis der Wechselwirkung zwischen den einzelnen Teilchen er-
fordern. Ein Beispiel hierfiir ist die abrupte Kondensation eines Gases zum
fliisssigen Zustand mit qualitativ sehr verschiedenen Eigenschaften.

Nun wissen wir allerdings aus eigener Erfahrung, daf§ es zur makroskopischen
Beschreibung von Systemen oftmals garnicht notwendig ist, den exakten mi-
kroskopischen Zustand des Systems festzulegen und in der Zeit zu verfol-
gen. Betrachtet man etwa ein Gas in einem Behélter, dann dndert sich ohne
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duBere Einwirkung seine Temperatur und sein Druck nicht, obwohl sein Mi-
krozustand laufend wechselt. Diese Tatsache bildet den Ausgangspunkt der
statistischen Physik. Dort wird das Bild eines einzigen zeitlich propagieren-
den Systems durch ein anderes Bild ersetzt, in dem viele fiktive gleicharti-
ge makroskopische Systeme in unterschiedlichen mikroskopischen Zusténden
und mit unterschiedlichen Antreff- oder Besetzungswahrscheinlichkeiten ko-
existieren.

In diesem Kapitel wird die statistische Physik und die Thermodynamik
behandelt. Wir betonen, daf} sich diese Theorien ausschlielich auf Gleichge-
wichtssysteme beziehen, welche sich durch zeitlich konstante makroskopische
FEigenschaften auszeichnen. Die zeitliche Entwicklung, die von Ungleichge-
wichtszustéinden zu Gleichgewichtszustédnden fiihrt, bleibt hierbei unberiick-
sichtigt und ist Gegenstand der kinetischen Theorie. Da in der Regel Systeme
mit sehr groBer Teilchenzahl (N ~ 1023) und sehr grofem Volumen (V ~ 10?3
Molekularvolumina) untersucht werden, betrachten wir oftmals den thermo-
dynamischen Limes, der durch folgende Grenzwertbildung definiert ist:

N
N—o>00,V >0, V:const.

Der erste Abschnitt dieses Kapitels behandelt die grundlegenden Ideen der
statistischen Physik. Es wird dort das probabilistische Konzept des statisti-
schen Ensembles vorgestellt und dessen zeitliche Entwicklung im Hinblick auf
die Klassifizierung von Gleichgewichtssystemen diskutiert.

Die néchsten beiden Abschnitte 4.2 und 4.3 beschéftigen sich mit drei spe-
ziellen Ensemble-Typen, ndmlich dem mikrokanonischen, kanonischen und
grokanonischen Ensemble. Sie alle beschreiben Gleichgewichtssysteme mit
unterschiedlichen, von auflen vorgegebenen Randbedingungen. Im Zusam-
menhang mit dem mikrokanonischen Ensemble wird der Begriff der Entropie
eingefiihrt, der sowohl in der statistischen Physik als auch in der Thermody-
namik von fundamentaler Bedeutung ist. Als ein wesentliches Resultat dieser
Abschnitte wird sich herausstellen, daf} alle drei Ensembles im thermodyna-
mischen Limes dquivalente Beschreibungen liefern.

Neben dem statistischen Zugang zur Entropie gibt es den informations-
theoretischen Ansatz, in dem ein System vom Standpunkt des iiber ihn be-
kannten Informationsgrades betrachtet wird. Dies ist Gegenstand von Ab-
schn. 4.4. Der hier entwickelte Entropie-Begriff stellt ein Maf} fiir die Un-
kenntnis iiber ein System dar, und wir werden sehen, dafl er dquivalent zur
statistischen Entropie-Definition ist.

Abschnitt 4.5 behandelt die phéinomenologische Theorie der Thermody-
namik. Ausgehend von den drei thermodynamischen Hauptsétzen werden
Gleichgewichts- und Stabilitdtsbedingungen offener Systeme unter Einfiih-
rung geeigneter thermodynamischer Potentiale sowie die Beschreibung von
Zustandsénderungen mit Hilfe von thermischen Koeffizienten diskutiert. Des-
weiteren betrachten wir Warmekraftmaschinen unter dem Gesichtspunkt ih-
rer prinzipiellen Realisierbarkeit.
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In Abschn. 4.6 beschéftigen wir uns mit der klassischen Maxwell-Boltz-
mann-Statistik. Hierunter versteht man die statistische Behandlung von Sy-
stemen, ausgehend von der klassischen Hamilton-Funktion oder auch vom
quantenmechanischen Hamilton-Operator, wobei allerdings die Quantenna-
tur der Teilchen, also ihr bosonischer bzw. fermionischer Charakter unberiick-
sichtigt bleibt. Neben der Diskussion des ,,echten klassischen“ Grenzfalls so-
wie der Virial- und Aquipartitionstheoreme fiir ,echte klassische“ Systeme
besprechen wir das harmonische Oszillatorsystem sowie das ideale Spinsy-
stem in verschiedenen Ensembles.

Der letzte Abschnitt dieses Kapitels widmet sich der Quantenstatistik,
welche die vollstdndige quantenmechanische Beschreibung statistischer Sy-
steme mit Beriicksichtigung des quantenmechanischen Teilchencharakters lie-
fert. Neben einer allgemeinen Gegeniiberstellung der Fermi-Dirac-, Bose-
Einstein- und Maxwell-Boltzmann-Statistik interessieren wir uns insbeson-
dere fiir die Zustandsgleichungen des idealen Fermi- und Bose-Gases. Dies
fiihrt uns auf interessante Effekte, die in der Maxwell-Boltzmann-Statistik
nicht auftreten.

Es sei betont, dafl wir in diesem Kapitel ausschliellich Gleichgewichts-
zusténde betrachten. Fiir die Behandlung von Nicht-Gleichgewichtszustinden
(Phaseniiberginge, Kinetik etc.) verweisen wir auf die im Anhang angegebene
Literaturliste.

Anmerkung. Im gesamten Kapitel 4 werden wir aus Bequemlichkeits-
griinden fiir partielle Ableitungen einer Funktion f oftmals die Klammer-
schreibweise

of
(#2)..

verwenden. Sie bedeutet, dafl f —als Funktion der Variablen F, V und N — bei
festgehaltenem V und N nach F abgeleitet wird. Werden in dieser Funktion
die Variablen E, V und N in neue Variablen, z.B. T, P und pu, transfor-
miert, dann verwenden wir hierfiir ebenfalls die bequeme und unmathema-
tische Schreibweise f(T', P, ), obwohl f(T, P, ;1) einen anderen funktionalen
Zusammenhang darstellt als f(E,V, N).

4.1 Grundlagen der statistischen Physik

Die statistische Physik beschiéftigt sich mit der Beschreibung makroskopi-
scher Systeme, indem sie die mikroskopischen physikalischen Grundgesetze
von Teilchenwechselwirkungen mit einem statistischen Prinzip verbindet und
so in der Lage ist, Aussagen iiber das makroskopische Verhalten solcher Sy-
steme zu machen. Insofern kann sie als eine fundamentale Theorie angesehen
werden, welche die tieferen physikalischen Begriindungen fiir die rein phéino-
menologisch gefundenen Grundgesetze der Thermodynamik liefert.
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In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Ideen der statistischen
Physik erlidutert. Die entscheidende Uberlegung besteht darin, das Bild ei-
nes zeitlich propagierenden Mikrozustandes eines Systems durch ein anderes,
statistisches Bild zu ersetzen, wo alle moglichen Mikrozustédnde gleichzeitig
existieren und mit ihren relativen Antreffwahrscheinlichkeiten gewichtet wer-
den. Dieses Ensemble propagiert dann als ganzes durch den Phasenraum und
wird klassisch durch seine Dichte bzw. quantenmechanisch durch seinen Dich-
teoperator charakterisiert. Wir diskutieren ferner die Bedingungen, die solche
Dichten im klassischen und quantenmechanischen Fall erfiillen miissen, damit
sie Gleichgewichtssysteme beschreiben, welche sich durch zeitunabhéngige
makroskopische Figenschaften auszeichnen.

4.1.1 Zustinde, Phasenraum, Ensembles
und Wahrscheinlichkeiten

Innerhalb der statistischen Physik unterscheidet man zwei Arten von Zu-
stdnden zur Beschreibung physikalischer Systeme, ndmlich Mikrozustinde
und Makrozustinde. Der Mikrozustand eines Systems enthélt die detaillier-
te Information iiber die Bewegungszustidnde aller Teilchen. Im allgemeinen
sind die Zustande der Teilchen und deren gegenseitige Wechselwirkung durch
die Gesetze der Quantenmechanik determiniert. Das System kann demnach
durch einen quantenmechanischen Zustandsvektor |¢(n1,...,ny)) représen-
tiert werden, wobei n1,...,ny einen systemspezifischen Satz von f Quanten-
zahlen bedeuten. Diese Beschreibung ist in dem Sinne vollstindig, dafl bei
gegebenem Zustandsvektor |1¢) zu einer festen Zeit seine zeitliche Propagati-
on durch die quantenmechanischen Bewegungsgleichungen eindeutig determi-
niert ist. Numeriert man nun alle moglichen Quantenzusténde des Systems in
geeigneter Weise durch (r = 1,2,3,...), dann ist ein spezieller Mikrozustand
des Systems durch Angabe des Index r eindeutig festgelegt:

Quantenmechanischer Mikrozustand: r = (n1,...,ny) . (4.1)

Obwohl i.a. die Quantenmechanik den addquaten Rahmen zur Spezifikati-
on eines Systems liefert, stellt die klassische Beschreibung oftmals eine gute
und niitzliche Approximation dar. In diesem Fall wird der vollstindige Mi-
krozustand eines N-Teilchensystems durch Vorgabe der 3N generalisierten
Koordinaten und 3N generalisierten Impulse aller Teilchen zu einem festen
Zeitpunkt festgelegt. Die zeitliche Entwicklung des Systems ist dann durch
die klassischen Bewegungsgleichungen ebenfalls eindeutig bestimmt.

Klassischer Mikrozustand: 7 = (q1,...,93N,P1,- -, D3N) - (4.2)

Ein niitzliches Konzept zur Beschreibung klassischer Systeme ist der Pha-
senraum, der durch die 6N generalisierten Koordinaten und Impulse aufge-
spannt wird. Hierbei entspricht die Vorgabe der 6/N Teilchenwerte der Spe-
zifikation eines Punktes im Phasenraum. Nun stehen im Gegensatz zu (4.1)
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auf der rechten Seite von (4.2) kontinuierliche Grofien. Fiir eine statistisch-
physikalische Behandlung ist es jedoch notwendig, die Zusténde r abzéhlen zu
konnen. Es ist deshalb sinnvoll, den Phasenraum zu diskretisieren, also in Zel-
len zu unterteilen, die jeweils genau einen Mikrozustand aufnehmen kénnen.
Die exakte Zellgrofie 148t sich hierbei nur iiber den Vergleich mit der Quan-
tenmechanik bestimmen. Die Untersuchung einfacher Quantensysteme (z.B.
harmonischer Oszillator, Anwendung 54) zeigt, dafl ein quantenmechanischer
Zustand einem Phasenraumvolumen der Grofie (27h)3Y = h3N entspricht.
Wir konnen uns deshalb den Phasenraum in Zellen mit der
Zellgrofe = h3N

zerlegt denken. Numeriert man nun diese Zellen geeignet durch (r = 1,2,...),
dann 148t sich ein klassischer Mikrozustand ebenfalls durch Angabe des dis-
kreten Index r eindeutig festlegen.

Die zweite Art einen Systemzustand zu beschreiben, ist der Makrozu-
stand. Er enthélt lediglich die eigentlich interessanten makroskopischen Kenn-
groflen, wie z.B. Druck oder Temperatur. Im Prinzip sollte sich der Makrozu-
stand eines Systems aus seinem Mikrozustand eindeutig ergeben. Wie jedoch
bereits in der Einleitung erwihnt wurde, ist es bei einer Zahl von etwa 10?3
Teilchen weder moglich noch sinnvoll, den exakten Mikrozustand eines Sy-
stems festzulegen und zu verfolgen. Aus den gleichen Griinden ist es uns
unmoglich, den Vorgang einer Messung in einer mikroskopischen Rechnung
zu verfolgen, denn er bedeutet ja die Mittelung iiber einen angemessenen Teil
der zeitlichen Propagation des Mikrozustandes bzw. der zugehtrigen Phasen-
raumtrajektorie.

In der von Gibbs um 1900 entwickelten Ensemble-Theorie wird nun das
Bild eines zeitlich propagierenden Mikrozustandes durch ein anderes Bild
ersetzt, wo sidmtliche Mikrozustdnde, die ein System im Laufe der Zeit
durchlauft, zu einer festen Zeit koexistieren und jeweils die mikroskopische
Ausgangssituationen fiir sehr viele gleichartige makroskopische Systeme dar-
stellen. Diese fiktiven Systeme bilden ein statistisches Ensemble, dessen Mit-
glieder unabhéngig voneinander in der Zeit propagieren und nicht mitein-
ander wechselwirken. Aus klassischer Sicht entspricht dies der Koexistenz
aller, dem betrachteten System zugénglichen Phasenraumpunkte, die man
zu einer Phasenraumtrajektorie zusammenfaft. Dieses Ensemble-Bild ist die
entscheidende Grundlage der statistischen Physik, welche auf folgenden zwei
fundamentalen Annahmen beruht:

Die erste Annahme ist die Aquivalenz von Zeitmittel und Ensemble-Mittel
eines makroskopischen Systems im statistischen Gleichgewicht. Hierbei ver-
steht man unter dem Begriff | statistisches Gleichgewicht“ einen Zustand,
in dem Messungen makroskopischer Groflen, wie etwa Druck oder Tempe-
ratur zeitunabhéngig sind. Betrachten wir zum genaueren Verstéindnis ein
Gas, das in einem Volumen eingeschlossen ist. Wird dieses System von aufen
eine Zeit lang erhitzt, dann ist intuitiv klar, daf} sich das System unmit-
telbar nach dem Erhitzen in keinem Gleichgewichtszustand befindet. Erfah-
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rungsgeméfl wird sich jedoch nach einer fiir das System charakteristischen
Zeit, der sog. Relazationszeit, erneut ein Gleichgewichtszustand einstellen,
in dem das Gas seine urspriingliche Temperatur wieder erreicht hat. In der
Phasenraum-Terminologie impliziert die Gleichsetzung von Zeitmittel und
Ensemble-Mittel, dafl die Phasenraumtrajektorie des betrachteten Systems
alle, mit der systemspezifischen Physik im Einklang stehenden Phasenraum-
punkte enthélt bzw. dal jeder mogliche Mikrozustand nach unendlich langer
Zeit durchlaufen wird (Ergodenhypothese).! Der Begriff | statistisches Gleich-
gewicht“ bedeutet, dafl sich die Phasenraumtrajektorie (bzw. Phasenraum-
dichte) im Laufe der Zeit nicht dndert (Abb. 4.1).

q -
t1 to > t1

Abb. 4.1. Zeitliche Entwicklung der Phasenraumtrajektorie eines Ungleichge-
wichtssystems (oben) und eines Gleichgewichtssystems (unten)

Innerhalb des Ensemble-Bildes erscheint es nun plausibel, anzunehmen,
daf} keines der im Ensemble vorkommenden Systeme gegeniiber anderen aus-
gezeichnet ist. Dies ist die zweite grundlegende Annahme der statistischen
Physik.

Satz 4.1: Grundlegende Postulate der statistischen Physik

1. Postulat: In einem abgeschlossenen System im Gleichgewicht sind Zeit-
mittel und Ensemble-Mittel dquivalent.

2. Postulat: Die Wahrscheinlichkeit, ein zuféllig gewahltes Element aus
dem Ensemble zu einem bestimmten Mikrozustand zu finden, ist proportio-

! Es ist bekannt, da8 es auch nichtergodische Systeme gibt. Diese werden im wei-
teren jedoch nicht betrachtet.
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nal zur Anzahl der Elemente des Ensembles in eben diesem Mikrozustand.
Anders ausgedriickt: Jeder, im Ensemble vorkommende Mikrozustand ist
gleichwahrscheinlich (Postulat der gleichen a priori Wahrscheinlichkeiten).

Wir betonen, daf} es fiir diese Postulate keine tiefere Begriindung gibt; sie
werden a posteriori gerechtfertigt, indem man Ubereinstimmung mit den aus
ihnen abgeleiteten Resultaten und experimentellen Befunden feststellt. In ih-
nen driickt sich der probabilistische Charakter der statistischen Physik aus:
Es interessiert nicht die detaillierte Struktur eines Mikrozustandes, sondern
lediglich die Anzahl der verschiedenen moglichen Mikrozusténde innerhalb
des statistischen Ensembles.

In der Regel kennt man einige Eigenschaften des zu untersuchenden Sy-
stems. Zum Beispiel konnte die Gesamtenergie vorgegeben sein. Das System
kann dann nur in einem der Mikrozustinde sein, die mit dieser Gesamte-
nergie vertriglich sind (zugéngliche Mikrozustéinde). In diesem Fall bestiinde
das statistische Ensemble aus einer Vielzahl makroskopischer Systeme, mit
eben dieser Gesamtenergie. Der Makrozustand eines Systems ist also durch
die Besetzungswahrscheinlichkeiten P, der zugéinglichen Mikrozusténde ein-
deutig festgelegt:

Makrozustand: {P.} = (Py, Ps,...) .

Obige zwei Hypothesen lassen sich deshalb wie folgt zusammenfassen: Ma-
kroskopische Groflen eines Gleichgewichtssystems sind durch ihre Ensemble-
Mittel aller zugdnglichen Mikrozustinde gegeben, wobei jeder Mikrozustand
mit seiner relativen Besetzungswahrscheinlichkeit gewichtet wird.

Satz 4.2: Ensemble-Mittel

Sei P, die Wahrscheinlichkeit, ein Gleichgewichtssystem in dem Mikrozu-
stand zu finden, in welchem die makroskopische Grée A den stationdren
Wert A, annimmt. Dann ist das Ensemble-Mittel A von A

A=) "PA,, (4.3)

wobei fiir die P, folgende Normierungsbedingung gilt:
ZPT:I, 0<P.<1.

Die Summe in (4.3) ist iiber alle zugénglichen Mikrozustinde zu nehmen,
wobei je nach Wahl von A zu definieren ist, was ,,zugénglich“ bedeutet. Des-
weiteren setzt sie eine grofle Zahl M gleichartiger Systeme voraus, von denen
M, im Mikrozustand r sind:

. M,
lim .
M hinreichend gro M

P, =
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Aus (4.3) erkennen wir ferner, da§ hochstens solche Verteilungen zu zeitun-
abhéngigen Ensemble-Mitteln fiihren, fiir die gilt: dP,./dt = 0.

4.1.2 Klassische statistische Physik: Wahrscheinlichkeitsdichte

Das Ziel der statistischen Physik ist die Bestimmung der Anzahl von En-
semble-Mitgliedern in verschiedenen Mikrozustédnden, also in verschiedenen
Regionen des Phasenraums. Setzen wir voraus, dafl die Zahl M der Elemente
im Ensemble sehr grof} ist, dann 148t sich das betrachtete physikalische Sy-
stem durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte p beschreiben, die angibt, wie die
M Elemente im Phasenraum verteilt sind. Sei

dI' =dgq; - --dgsndpy - - -dpsn

ein Volumenelement des Phasenraums, dann enthélt dieses Volumen gerade

1

Elemente. Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit, dafl ein zufillig aus-
gewihlter Phasenraumpunkt aus dem Volumenelement dI' entstammt, ge-
geben durch

dM 1 pdI’

TN M
Die Gesamtzahl der Elemente ist natiirlich

1
R

Im weiteren Verlauf wird stets davon ausgegangen, dafl die Phasenraumdichte
auf die Gesamtzahl M der Elemente normiert ist. Das Ensemble-Mittel einer
klassischen Observablen A(q, p) ist dann

— 1

A= hTN/dFP(q,n t)A(g, p) - (4.4)

Nimmt man desweiteren an, dafl A keine explizite Zeitabh#ingigkeit besitzt,
wie es fiir abgeschlossene Systeme sicherlich der Fall ist, so erkennt man
anhand von (4.4) abermals, dafl nur solche Verteilungen zu zeitunabhiingigen
Mittelwerten fiihren, fiir die gilt: 9p/0t = 0.

4.1.3 Quantenstatistische Physik: Dichteoperator

In der Quantenmechanik werden Observable durch hermitesche Operatoren
A reprisentiert, und Messungen von A fiithren auf die Erwartungswerte

(A) = (Y| Alp) . (4.5)

Ein quantenmechanischer Zustand wird durch die Messung eines vollstandi-
gen Satzes kommutierender Observablen prépariert. Solche reinen Zustinde
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werden durch Hilbert-Vektoren in einem komplexen Hilbert-Raum beschrie-
ben. Im allgemeinen sind reine Zustédnde jedoch eine Idealisierung. Insbeson-
dere ist es fiir sehr grofle Systeme nicht moglich, eine vollstdndige Préparation
durchzufiihren. Der allgemeine Fall des gemischten Zustandes liegt vor, wenn
der Satz von gemessenen Observablen nicht vollstindig ist. In diesem Fall
ist der Zustand nicht mehr durch einen Hilbert-Vektor beschreibbar. Man
betrachtet deshalb ein Ensemble von reinen Zustéinden |,.) zusammen mit
ihren relativen Besetzungswahrscheinlichkeiten P,. Nach (4.3) und (4.5) gilt
fir das quantenmechanische Ensemble-Mittel?

Z:ZP7<¢T\A|¢7> 3

wobei zu beachten ist, dafl die zwei Mittelungsprozeduren in dieser Gleichung
fundamental verschieden sind. Die quantenmechanische Mittelung fiithrt zu
den bekannten Interferenzeffekten innerhalb der Quantentheorie. Dagegen
ist die Mittelung iiber die Elemente des Ensembles eine Mittelung iiber in-
kohiirente Zusténde |1,.), so dafl hierbei keine Interferenzeffekte auftreten
kénnen (sieche Anwendung 55). Nehmen wir nun an, die Zusténde |1,) seien
normiert (aber nicht notwendig orthogonal). Dann kénnen wir A in folgender
Weise nach einer vollstédndigen Orthonormalbasis |u;), mit > |u;) (w;| =1

entwickeln:

A= Z <¢’l‘| uj> <UJ| A ‘Uz> <Uz| ¢r> P,

7,4,
= Z{Zﬂwilw <wr|uj>} (] Alus)
1,7 r
=Y piAj = tr(pA) .
%]
Hierbei bezeichnen

P = Z|wr '@[Jr

den Dichteoperator und

Aji = (| Alui) , piy = ZP (uil ¥r) (Ur|u) = (usl pluy)

die Matrixelemente von A bzw. p in der u-Darstellung. Folgende Eigenschaf-
ten lassen sich fiir p feststellen:

e p ist hermitesch.

2 Wir bezeichnen im folgenden mit A die kombinierte Mittelung aus quantenme-
chanischem Erwartungswert und Ensemble-Mittel.



404 4. Statistische Physik und Thermodynamik

o Sind W(«, ¢,) und W(e, p) die Wahrscheinlichkeiten dafiir, bei einer Mes-
sung der Observablen A an einem System im reinen Zustand |t,) bzw.
in dem durch p charakterisierten gemischten Zustand den Eigenwert o zu
messen, dann gilt (vgl. (3.5))

a,p) =Y PW(a, ) =Y Pr (| Palthy) = tr(pPa)

wobei P, der Projektionsoperator auf den Eigenraum von A zum Eigen-
wert o ist.

e p ist normiert:

tr(p) :ZPT: 1.

T
e p ist positiv definit, denn fiir jedes |v) gilt

(vl plv) = 3 (ole) B (i) = TPl (o) P 20

T

p ist also ein positiv definiter hermitescher Operator, dessen vollstindig dis-
kretes Eigenwertspektrum zwischen 0 und 1 liegt.
Satz 4.3: Dichteoperator

Ein quantenmechanisches statistisches System wird durch den hermiteschen
Dichteoperator

p= ZI% bel 5 tr(p) =1

vollsténdig beschrieben. Hierbei ist die Summe iiber alle reinen Zusténde
|1,) zu nehmen. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung der Observa-
blen A den Eigenwert « zu finden, ist

W(a, p) = tr(pPa) -
Der Erwartungswert von A ist der Ensemble-Mittelwert

A =tr(pA) .

Der obige Formalismus kann auch auf reine Zustinde angewandt werden.
Weifl man mit Sicherheit, daf} sich das System im reinen Zustand |v) befin-
det, so reduziert sich p auf den Projektionsoperator

p="Py=y) (V] ,
und man erhélt
p2:p$tr(p2):1

Ist umgekehrt p? = p, dann konnen wir schreiben:



4.1 Grundlagen der statistischen Physik 405

Zwr (V| Ym) Prn wm|—ZP2\wr (tr
:ZPT|¢7»><%|=P~

Da die Wahrscheinlichkeiten P, normiert sind, kann die Bedingung P? = P,
fiir alle » nur dann erfiillt werden, wenn ein P, den Wert 1 annimmt und
alle anderen identisch verschwinden. Die Bedingung p? = p bzw. tr (p?) =1
stellt also ein notwendiges und hinreichendes Kriterium dafiir dar, da} p
einen reinen Zustand beschreibt.

Quantenmechanische Messung eines statistischen Systems. In Un-
terabschn. 3.2.3 sind wir ausfiihrlich auf den Proze der Messung an rei-
nen Zustédnden eingegangen. Wird an einem, im reinen und normierten Zu-
stand |1¢) befindlichen System eine Messung der Observablen A ausgefiihrt,
dann befindet sich dieses System unmittelbar nach der Messung mit einer

Wahrscheinlichkeit von (| Py [1) im normierten Zustand %. Im

gemischten Fall ist daher der Dichteoperator nach der Messung mit einer

Wahrscheinlichkeit von Pr gegeben durch
Pa
(0] Pa )~

Z V w|7> |w VI Pa )

Der volle statistische Operator lautet somit

p/ — Zprp; = Z'PQP'PQ

Satz 4.4: Quantenmechanische Messung und Dichteoperator

Der Dichteoperator eines gemischten Zustandes sei vor der Messung der
Observablen A durch p gegeben. Unmittelbar nach der Messung wird das
System dann durch den Dichteoperator

p = Z PapPa

beschrieben. Die Summe lduft iiber alle Eigenwerte oz von A.

4.1.4 Zeitliche Entwicklung eines Ensembles

Es wurde bereits festgestellt, dal die klassische bzw. quantenmechanische
Bedingung 9p/0t = 0 notwendig ist, damit Ensemble-Mittelwerte zeitun-
abhéngig sind, wie wir es fiir Systeme im Gleichgewicht voraussetzen. In die-
sem Unterabschnitt beschéiftigen wir uns mit der allgemeinen Zeitabhéngig-
keit der klassischen Wahrscheinlichkeitsdichte und des quantenmechanischen
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Dichteoperators fiir physikalische Systeme. Wir leiten fiir diese Gréflen Bewe-
gungsgleichungen ab, die uns helfen werden, obige Stationaritdtsbedingung
genauer zu spezifizieren.

Klassisches Bild: Liouville-Gleichung. Im Ensemble-Bild wird ein phy-
sikalisches System durch ein statistisches Ensemble reprisentiert. Die En-
semble-Mitglieder sind gleichartige imaginéire makroskopische Systeme. Zu
ihnen gehoéren jeweils Phasenraumpunkte, die unabhéngig voneinander in
der Zeit durch den Phasenraum propagieren. Betrachten wir nun ein fixes
Volumenelement dI" im Phasenraum, dann verdndert sich i.a. die Zahl der
darin liegenden Punkte mit der Zeit, da die Koordinaten und Impulse der
einzelnen Ensemble-Mitglieder in Ubereinstimmung mit den Hamiltonschen
Gleichungen

O0H . OH .
— G, = (4.6)

ebenfalls variieren. Da jedoch keine Phasenraumpunkte erzeugt oder vernich-
tet werden,? konnen wir eine Kontinuitétsgleichung formulieren, die besagt,
daB die Anderungsrate der Dichte im Volumenelement dI” proportional zum
Fluf der Punkte durch die Oberfliche dw dieses Volumenelements ist (siehe
Abb. 4.2):

0
En dl'p = f]{dwp(vn) .
r w
Dabei ist v die Geschwindigkeit der Phasenraumpunkte und n der nach auflen
zeigende Normalenvektor der Oberfléche dw. Unter Ausnutzung von (4.6) und

des verallgemeinerten Gauflschen Satzes folgt

p
/‘“
~ - I
- >~
~ ] . n
,,,,,,,, _,._—._——bnn..———>,,.,,

Abb. 4.2. Zeitlicher Flufl von Phasenraumpunkten durch ein Phasenraumvolu-
menelement

3 Zwei verschiedene Phasenraumpunkte kénnen sich im Laufe ihrer Bewegung nie
iiberdecken, da die Hamiltonschen Gleichungen eindeutige Losungen besitzen.
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dp _
mit
V(o) = 3 | pi) + ()

i

s [ooor _opon | (i o
B — [ 0qi Op;  Opi O r 0q;0p;  Op;0q;

={p.H}. (4.8)
Desweiteren gilt fiir die totale zeitliche Ableitung von p:*

dp 8p+z[8paH BpﬁH}

dt — ot "< |0q Opi  Opi Oqi
_Op
=5 +{nH} . (4.9)

Die Gleichungen (4.7), (4.8) und (4.9) fiihren schlieBlich zum

Satz 4.5: Liouville-Gleichung

Die totale Zeitableitung der Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum ver-
schwindet:
dpo Op
- = yH}=0.
i o )
Dieser Satz bedeutet, daf} fiir einen Beobachter, der sich auf einem Phasen-
raumpunkt des Ensembles mitbewegt, die Phasenraumdichte zeitunabhéngig
aussieht. Mit anderen Worten: Das Ensemble bewegt sich durch den Pha-
senraum wie eine inkompressible Fliissigkeit. Fiir ein stationdres Ensemble,
0dp/0t = 0, impliziert die Liouville-Gleichung die Bedingung
{p.H} =0. (4.10)
Ein stationdres Ensemble ist somit eine Konstante der Bewegung. Die ein-
fachste Art, diese Bedingung zu erfiillen, ist die Wahl einer Wahrscheinlich-
keitsdichte, die in einem Teilraum {2 von I" konstant und sonst iiberall Null

ist. In diesem Ensemble sind alle Mikrozusténde gleichférmig iiber {2 verteilt,
so daf fiir den Ensemble-Mittelwert einer Observablen A gilt:

_ 1 1
(9 2

Eine weniger restriktive Moglichkeit, die Bedingung (4.10) zu erfiillen, ist
eine Wahrscheinlichkeitsdichte, deren Abhéngigkeit von ¢ und p nur durch

4 Siehe Satz 1.25 und anschlieBende Betrachtungen.
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die explizite Abhéingigkeit einer Konstanten der Bewegung h(q,p) gegeben
ist:

p(q;p) = plh(q,p)] -

In diesem Fall gilt ndmlich
8,0_@8/1_0 dp _ Op Oh
Aus der Mechanik ist bekannt, dafl es ohne die Schwerpunktsbewegung sie-
ben Konstanten der Bewegung gibt, ndmlich Energie, Impuls und Drehimpuls
(siehe Satz 1.11). Fiir sehr grofle Systeme kénnen wir annehmen, dafi es stets
moglich ist, den Impuls und Drehimpuls durch eine Koordinatentransforma-
tion zu Null zu transformieren. Wir werden uns deshalb im weiteren Verlauf
auf stationire Ensembles beschrinken, die nur iiber die Hamilton-Funktion
H(q,p) = E von den generalisierten Koordinaten und Impulsen abhingen.

=0={p,H} =0.

Quantenmechanisches Bild: Von Neumann-Gleichung. Um das quan-
tenmechanische Analogon der Liouville-Gleichung zu finden, arbeiten wir im
Schrodinger-Bild (siehe Unterabschn. 3.2.4) und rechnen unter Verwendung
von

d o d
Hv) =in S v) | (v H=—in (v
und dP,/dt = 0 wie folgt:
Ldp . d
lha - lhaz,:|1/}r> Pr<¢r|

= Y _(H %) P (] = 4r) P (4| H) = [H, p] .
Satz 4.6: Von Neumann-Gleichung
Die zeitliche Entwicklung des Dichteoperators ist gegeben durch
dp i [

— —_[H,p].
i h,p]

Die Losung dieser verallgemeinerten Schrodinger-Gleichung ist
p(t) — efth/hp(O)eth/h )

In Analogie zum klassischen Fall ist die Dichtematrix stationér, falls

. dp

h— =[H,p]=0. 4.11

ih5 = H,p] (4.11)
Hieraus folgt fiir die Zeitabhéngigkeit von Operatoren

Ld— . d .. OA .. 0A
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Das heifit die Messung von nicht explizit zeitabhéngigen Observablen liefert
im stationéren Fall, wie gewiinscht, zeitunabhéngige Ergebnisse. Im weiteren
Verlauf werden wir der Stationarititsbedingung (4.11) durch Dichteoperato-
ren der Form

p=p(H,2) (4.12)

Rechnung tragen, wobei x einen Satz von zeitunabhéingigen Observablen
(z.B. Teilchenzahloperator IN) bezeichnet, die mit H vertauschen.

Wir kénnen aus unseren bisherigen Betrachtungen bereits ganz konkrete
Aussagen iiber die Form des Dichteoperators bzw. der klassischen Wahr-
scheinlichkeitsdichte gewinnen. Betrachten wir hierzu zwei Subsysteme, die
durch die statistisch unabhéngigen Verteilungen p; und ps beschrieben wer-
den. Fiir das kombinierte System dieser Ensembles muf gelten:

P12 = p1P2 — In P12 = In pP1+ In P2 . (413)

Der Logarithmus des Dichteoperators ist somit eine lineare Funktion der ad-
ditiven Erhaltungsgrofien. Nehmen wir nun an, dafl sowohl die Teilchenzahl
N als auch die Energie E beider Systeme vorgegeben sind, dann sind die
Dichteoperatoren der Subsysteme konstant und die Mikrozustéinde in ihnen
gleichverteilt (mikrokanonisches Ensemble). Konnen die Subsysteme unter-
einander Energie austauschen (kanonisches Ensemble), dann mufl aufgrund
von (4.13) gelten:

— H
pra~e Bi2H

Konnen sowohl Energie als auch Teilchenzahl ausgetauscht werden (grofka-
nonisches Ensemble), dann folgt wegen (4.13)

P12~ 6—51,2H+041,2N .

Die Vorzeichen von o 2 und 3 2 sind hierbei willkiirlich. Die Form der Dich-
tematrizen ergibt sich also allein aus der Stationaritéitsbedingung (4.12) und
der Annahme (4.13). In den nichsten beiden Abschnitten werden wir die drei
soeben genannten Ensembles auf anderem Wege herleiten.

Spezielle Rolle der Energie. Es ist offensichtlich besonders einfach, den
Dichteoperator in der Energieeigenbasis {| ;) } zu berechnen, denn dann ist
die Dichtematrix diagonal, falls, wie vorausgesetzt, p und H kommutieren:

[H7p] =0= pmn = <¢n| p(H) |wm> = p(En)énm .

Wir werden diese Basis meistens benutzen. Es sollte jedoch klar sein, daf alle
Resultate von der Wahl der Basis unabhéngig sind.
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Zusammenfassung

e Die statistische Physik umgeht die praktisch unmogliche Bestimmung
des Mikrozustandes eines makroskopischen Systems durch das Kon-
zept des statistischen Ensembles, welches aus sehr vielen gleicharti-
gen (fiktiven) makroskopischen Systemen mit jeweils anderen mikrosko-
pischen Ausgangssituationen besteht. Das urspriingliche Problem wird
hiermit auf die Bestimmung der Anzahl moglicher Mikrozustédnde zu ei-
nem bestimmten Makrozustand reduziert.

e Der Makrozustand eines Systems wird im Ensemble-Bild durch den
Satz relativer Besetzungswahrscheinlichkeiten der verschiedenen Mi-
krozustédnde des Ensembles definiert.

e Zeitmittel und Ensemble-Mittel eines Systems sind im statistischen
Gleichgewicht (stationires System) identisch.

e Statistische Ensembles werden durch eine Dichteverteilung (klassisch)
bzw. durch einen Dichteoperator (quantenmechanisch) beschrieben.

e Stationiire Systeme zeichnen sich dadurch aus, daf§ die Poisson-Klammer
von Dichteverteilung und Hamilton-Funktion bzw. der Kommutator von
Dichteoperator und Hamilton-Operator verschwindet.

Anwendungen

54. Klassischer Phasenraum des harmonischen Oszillators. Man be-
rechne die Phasenraumtrajektorie des klassischen eindimensionalen harmo-
nischen Oszillators sowie das Phasenraumvolumen, das von F — §F und E
eingeschlossen wird. Wie grof} ist dieses Volumen, wenn JFE gerade der Ab-
stand zweier aufeinander folgender Energieeigenwerte des quantenmechani-
schen Oszillators ist?

Loésung. Die klassische Hamilton-Funktion des Problems lautet

k p2
H(q,p) = §q2 + o

Die Losung der zugehorigen Hamiltonschen Gleichungen ist

4(t) = Acos(wt + ) , plt) = —mwAsin(wt +¢) , w = ﬁ

m
und 148t sich unter Verwendung von

mw? A2

H(q,p)=F = = const

umschreiben zur Phasenraumtrajektorie
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(¢,p) = < nifQ cos(wt + ), —V2mE sin(wt + gp))

2 2
q p
(2E /mw?) + 2mE

Wie man sieht, entspricht dies einer Ellipse mit der Fliche 27 E/w. Man be-
achte, daB nach einer Periode T = 27 /w jeder Punkt der Ellipse durchlaufen
wurde und die Ergodenhypothese somit exakt erfiillt ist. Wir nehmen nun
an, die Energie des Oszillators sei unscharf und auf den Bereich [E — §E : E]
begrenzt. Die Phasenraumtrajektorie ist dann auf das Volumen

/ dadp — / o _ 2mOE
w

E—-SE<H<E E—-SE<H<E

begrenzt. Nehmen wir das quantenmechanische Resultat fiir die Energieei-
genwerte,

1
E,=h =
w(n+2)

dann ist die Zahl der Eigenzustédnde innerhalb des erlaubten Energieintervalls
fiir groe Energien praktisch gleich §FE/hw. In diesem Fall ist das Phasen-
raumvolumen eines Eigenzustandes
(270 FE Jw)
=-——>=2rth=nh.
YT 6E/hw)

Betrachtet man ein System von N harmonischen Oszillatoren, so ergibt sich
entsprechend: v = h". Zur Abzihlung von Mikrozustinden innerhalb eines
Phasenraumvolumenelementes hat man daher dieses Volumen durch v zu
teilen.

55. Postulat der a priori zufilligen Phasen. Der quantenstatistische
Mittelwert einer Observablen A berechnet sich in jeder Basis {|,)} formal
iiber

wobei P, die Besetzungswahrscheinlichkeiten der reinen Zusténde |t,.) sind.
Betrachten wir nun ein System mit konstanter, von auflen vorgegebener Ener-
gie, dann tragen in (4.14) nur solche Zusténde bei, die mit eben dieser Energie
vertréglich sind. Interpretieren wir weiterhin die Kets |1,.) als die Energieei-
genzustidnde des Systems, dann sind die Wahrscheinlichkeiten P, nach dem
2. statistischen Postulat alle gleich: P, = P = const. Hiervon ausgehend leite
man das Postulat der a priori zufilligen Phasen ab, indem man von der Ener-
gieeigenbasis zu einer anderen Basis (desselben Hilbert-Raumes) iibergeht.
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Lésung. Zwischen der Energieeigenbasis {|,)} und einer Basis {|n)} be-
stehe der Zusammenhang

[r) = [0 anp , anr = (n]1)

Damit folgt fiir den Mittelwert von A im Falle eines gemischten Zustands

A= > P(¢e|n) (n] Alm) (m|¢,)

= Pa},an (n|Aln)+ Y Paj,ame (n| Alm) (1= 6,m) -

Der Vergleich dieser Beziehung mit (4.14) liefert fiir n # m die Bedingung

Zajwamr =0+ Z |anr|‘amr|ei(¢n”_¢m) =0,
T T

die nur dann zu erfiillen ist, wenn man postuliert, dafl die Phasen ¢ voéllig
zuféllig {iber dem betrachteten Ensemble verteilt sind:

at amr =0, n#Em.

Dieses Postulat der a priori zufélligen Phasen bedeutet die Forderung, dafl
alle Zusténde |4,) inkohidrente Superpositionen sind, so dafl Korrelationen
zwischen den einzelnen Ensemble-Mitgliedern ausgeschlossen sind. Fiir ge-
mischte Zusténde ist es zusétzlich zum Postulat der a priori gleichen Wahr-
scheinlichkeiten zu fordern.

4.2 Ensemble-Theorie I:
Mikrokanonisches Ensemble und Entropie

Im letzten Abschnitt haben wir gefunden, daf} ein statistisches Ensemble im
Gleichgewicht durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte bzw. einen Dichteopera-
tor beschrieben wird, die nur von Erhaltungsgrofien (z.B. Energie oder Teil-
chenzahl) abhéngen. Drei solcher Ensembles, die in der statistischen Physik
am hiufigsten angewandt werden, sind:

o Mikrokanonisches Ensemble: Es beschreibt ein vollstindig isoliertes System
im Gleichgewicht bei fester Energie F.

o Kanonisches Ensemble: Das System kann mit seiner Umgebung Energie
austauschen, wobei seine Temperatur vorgegeben ist.

o Groffkanonisches Ensemble: Das System kann mit seiner Umgebung Ener-
gie und Teilchen bei vorgegebener Temperatur und vorgegebenem chemi-
schen Potential austauschen.
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In diesem Abschnitt behandeln wir das mikrokanonische Ensemble, wihrend
die anderen beiden im n#chsten Abschnitt genauer untersucht werden. Des-
weiteren lernen wir hier den zentralen Begriff der Entropie kennen, die sehr
eng mit der mikrokanonischen Zustandssumme verkniipft ist, und leiten das
Prinzip der mazimalen Entropie fiir Gleichgewichtszusténde her. Dieses Prin-
zip fiihrt uns schlielich unter Einfiihrung der Begriffe Temperatur und gene-
ralisierte Krdfte zur Formulierung von Gleichgewichtsbedingungen.

4.2.1 Mikrokanonisches Ensemble

Das mikrokanonische Ensemble beschreibt ein abgeschlossenes System bei
vorgegebener Energie E. Dementsprechend bestehen die Ensemble-Mitglieder
aus Mikrozustinden, die eben diese Energie besitzen und mit etwaigen, von
aulen vorgegebenen (externen) Parametern, z.B. Volumen V oder Teilchen-
zahl N, vertriglich sind. Wir bezeichnen diese Parameter zusammenfassend
mit z = (V, N, ...). Da sdamtliche Mikrozustinde im Ensemble aufgrund des 2.
statistischen Postulates gleichwahrscheinlich sind, ist die Wahrscheinlichkeit
P.(E,x), das betrachtete System im Mikrozustand r zu finden, konstant:

1
——— fiir alle zugéngl. Mikrozustinde mit FE, = E
P(E,z) = Q(B2) sme
0 sonst .
{2 bezeichnet die mikrokanonische Zustandssumme. Sie ist gleich der Gesamt-
zahl der zugénglichen Mikrozusténde, d.h.

N=QEz= Y 1. (4.15)
rE,.(x)=F
Da die Energie F i.a. nur mit einer begrenzten Genauigkeit §F (aus theore-

tischen und praktischen Griinden) gemessen werden kann, ist es verniinftig,
(4.15) umzuformulieren in

QE,z) = > 1.
rE—SE<E,(z)<E

Damit die statistische Betrachtungsweise sinnvoll ist, muf} allerdings noch ge-
zeigt werden, dafl die Unschérfe § F im thermodynamischen Limes so gewéhlt
werden kann, daf§ {2 von dieser Grofle unabhéngig ist. Zusammenfassend de-
finieren wir:

Definition: Mikrokanonisches Ensemble

Das mikrokanonische Ensemble bestimmt den Gleichgewichtszustand eines
abgeschlossenen Systems zu vorgegebener Energie F und etwaigen dufleren
Parametern x:

P.(E,z) = m , Y _Pr(B,z)=1
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1 (quantenmechanisch)
r:E—§E<E,(x)<E

TENRT i dI'  (klassisch) .
' E—6E<H(q,p,x)<E

NE,z) =

Fiir den Fall, daf es sich um ununterscheidbare Teilchen handelt, haben wir
bei der klassischen Zustandssumme zusétzlich den Faktor 1/N! angeschrie-
ben. Er ist aus quantenstatistischer Sicht notwendig, da beliebige Permuta-
tionen der Teilchen zu keinen neuen Elementen im Ensemble fiihren.?

Im quantenmechanischen Dichteoperator-Formalismus gehoren die mi-
krokanonischen Wahrscheinlichkeiten P, zu den entarteten Energieeigen-
zustédnden |v,) von H zur festen Energie E. Der mikrokanonische Dich-
teoperator lautet deshalb nach Satz 4.3

1

1 — fiir alle zugéingl. Mikrozusténde
p:§Z|wr> <wr|: 2

r 0 sonst

und ist somit in jeder Darstellung diagonal.
Dichteverhalten der mikrokanonischen Zustinde. Wir wollen nun ei-
ne grobe Abschétzung fiir die Energieabhéngigkeit der mikrokanonischen Zu-
standssumme vornehmen, wobei wir systemspezifische Details aufler Acht
lassen. Hierzu ist es zweckméfig, folgende Groflen zu definieren:

Definition: Phasenraumvolumen w und Phasenraumdichte g

w(B) = Y 1 h31\17N! / .
mE.<E H(q,p)<E
_Ow(E) .. QE)
9(E) = OF = % B o

Das Phasenraumvolumen gibt also die Zahl der Mikrozustédnde an, welche ei-
ne Energie kleiner oder gleich E besitzen, wiahrend die Phasenraumdichte die
Zahl der Zusténde pro Energieeinheitsintervall beschreibt.

Ist die Energie E des betrachteten Systems nicht zu klein, dann ist es
plausibel, anzunehmen, daf} sich FE gleichméfig auf die f Freiheitsgrade des
Systems verteilt, so dal zu jedem Freiheitsgrad der Energiebetrag e = E/f
gehort. Wir kénnen weiter annehmen, dafi das Phasenraumvolumen w (€) ei-
nes Freiheitsgrades, also die moglichen Werte eines Freiheitsgrades, die zum

® Falls mehrere Teilchensorten vorhanden sind, muB der Faktor 1/N! durch
1/ (H Ni!> ersetzt werden, mit ) N; = N. In Anwendung 57 zeigen wir, daf

die Unterdriickung des Faktors 1/N! zu Widerspriichen innerhalb thermodyna-
mischer Relationen fiihrt (Gibbs-Paradoxon).
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Gesamtsystem den Energiebetrag e oder weniger beitragen, ungefihr propor-
tional zu € ist:

wi(e) ~e*, a~x1.
Fiir das gesamte Phasenraumvolumen ergibt sich dann

W(E) ~ () =, e=Z

7
Hieraus erhélt man die Zahl der Zustéinde im Intervall [E — §F : E] zu
- - Ow F—1 3w1

Fiir makroskopische Systeme ist f und somit der Exponent dieser Gleichung
von der GréBenordnung 1023. 2 wichst deshalb extrem schnell mit der Ener-
gie des Systems an. Wir werden im weiteren Verlauf sehen, daf} dies ein
allgemeines Charakteristikum von Zustandssummen ist. Bilden wir den Lo-
garithmus von (4.17), dann folgt

2~ (f—1)lnw; +1n (f%;;éE) .

Die beiden Terme der rechten Seite haben die Groéflenordnung f bzw. In f.
Somit ist der zweite Term fiir grole f vernachléssigbar, und wir finden
In2(E) ~lnw(E) =Ing(F) = flnw(e) = O(f) .
Insgesamt folgt
Satz 4.7: Energieabhingigkeit

der mikrokanonischen Zustandssumme

Fiir makroskopische Systeme (Zahl der Freiheitsgrade f sehr grof}) sind die
Groflen

In2(E), hw(E) , Ing(E)
dquivalent. Weiterhin gilt in grober N&herung

Q(E) ~ ES .

Mit diesem Satz ist gezeigt, dafl die Zustandssumme {2 fiir makroskopische
Systeme praktisch nicht von der Energieunschérfe  E abhéngt. Anders ausge-
driickt: Zum gegebenen Energieintervall [E — §E : E] befinden sich praktisch
alle Mikrozusténde selbst auf der durch § E gegebenen Skala sehr dicht bei
(sieche Anwendung 56).

4.2.2 Prinzip der maximalen Entropie

Ein zentraler Begriff der statistischen Physik ist die Entropie. Sie ist in fol-
gender Weise mit der mikrokanonischen Zustandssumme verkniipft:
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Definition: Entropie S

Die statistische Entropie eines Systems im Gleichgewicht ist durch die
Boltzmann-Gleichung

S(E,z) =kln2(E,x) (4.18)

definiert, wobei der Proportionalitdtsfaktor
k = 1.38054 - 10723 % (K = Kelvin)
die Boltzmann-Konstante bezeichnet.

Wir zeigen nun, dal die Entropie eines abgeschlossenen Gleichgewichtssy-
stems maximal ist. Sei x eine extensive® makroskopische GroBe, die un-
abhéingig von der Energie F des Systems verschiedene Werte annehmen kann,
dann sind nach dem 2. statistischen Postulat alle 2(F, z) = exp [S(E, z)/k]
Mikrozustinde gleichwahrscheinlich. Die Wahrscheinlichkeit W (x), das Sy-
stem in einem mit x vertriaglichen Zustand zu finden, ist daher proportional
zur Anzahl Q2(FE, z) der Mikrozustdnde mit eben diesem Wert:

Ex
W(x) ~ exp (M) .
k
Wir entwickeln In W (z) um eine beliebige Stelle Z:
1 1 02
InW(z) =InW () + z g% liif —I)+ o 275 l:f -2 +... . (419)
Sei nun bei & das Maximum von W (z). Dann gilt
oS
- -0
ox T=T 7

und wir kénnen W (x) als eine normierte Gauf-Verteilung schreiben:

1 @—)?\ [
= —_— _— = 1
W(z) NoTHR exp( 2(Ax)? > ; / W(x)dz ,
wobei
Ax _732;{
022 lz=7%

die Schwankung (lo-Abweichung) der Verteilung ist. Die relative Kleinheit
der Schwankung fiir grofle N rechtfertigt die Vernachlissigung hoherer Terme
in (4.19). Sie bedeutet auch, daff praktisch alle Mikrozusténde beim Maxi-
mum liegen. Daher gilt fiir den gesuchten Erwartungswert 7: T = .

5 Man nennt Groflen eztensiv, wenn sie proportional zur Teilchenzahl N sind.
Dagegen heiflen Groflen, die von N unabhingig sind, intensiv.
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Satz 4.8: Gesetz der maximalen Entropie

Sei x eine extensive makroskopische, von der Energie E unabhéngige Grofe.
Dann bestimmt sich sein Erwartungswert T fiir ein abgeschlossenes Gleich-
gewichtssystem aus der Maximumsbedingung

oS

S(E,x) = imal <= — =08
(E,z) = maxima =

Die Entropie ist nur in Gleichgewichtszustdnden definiert. Es stellt sich da-
her die Frage, wie S einen Maximalwert erreichen kann, ohne jemals nicht in
einem Gleichgewichtszustand zu sein. Das folgende Argument ermoglicht die
Definition der Entropie fiir makroskopische Zustinde auflerhalb des Gleich-
gewichts: Man unterteilt das System in Untersysteme, die jeweils im loka-
len Gleichgewicht sind, wobei deren Relaxationszeiten als klein angenommen
werden im Vergleich zur Beobachtungsdauer. Damit ist es moglich, ihre En-
tropien zu berechnen, und es kann — da die Entropie additiv ist — die Ge-
samtentropie definiert werden.

4.2.3 Gleichgewichtsbedingungen und generalisierte Krifte

Mit Satz 4.8 sind wir nun in der Lage, Gleichgewichtsbedingungen zwischen
Systemen herzuleiten, die in Kontakt miteinander stehen, also z.B. Energie,
Volumen oder Teilchen austauschen kénnen. Wir betrachten hierzu ganz all-
gemein ein isoliertes System, bestehend aus zwei Teilsystemen 1 und 2, die
durch eine Wand voneinander getrennt sind. Aufgrund der Isolierung des
Systems ist die Gesamtenergie konstant,

FEi1+ Ey = F = const ,

d.h. wir kénnen im mikrokanonischen Ensemble arbeiten. Desweiteren lassen
wir neben Energieaustausch den Austausch eines dufleren extensiven Para-
meters z zwischen den Systemen 1 und 2 zu, wobei dieser ebenfalls erhalten
sein soll:

T =1 + T2 = const .

In diesem Zusammenhang weisen wir vorausgreifend darauf hin, dafl man
zwei Arten von Energiefinderungen unterscheidet:

o Wirmeaustausch oder auch thermischer Austausch: Energieaustausch bei
konstanten &dufleren Parametern.

o Mechanischer Energieaustausch bei thermischer Isolierung, d.h. ausschlief3-
lich hervorgerufen durch Anderung dufierer Parameter.

Der allgemeinste Energieaustausch ist demnach der kombinierte Austausch
von Wirme und mechanischer Energie.
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Die Frage, der wir nun nachgehen wollen lautet: Welchen Wert z1 besitzt
System 1 im Gleichgewichtszustand? Nach Satz 4.8 lautet die zugehorige Ma-
ximumsbedingung

S(:L'l) = Sl(El,Il) + SQ(E — B,z — Il)

051 055 051 055
=dS = dzy + —2 —2LAdE, + —2dE
O dS 8961 dxl 8;102 de + 8E1 d ! + 8E2d 2
051 055 051 055
= lag, - 22 Z2LAE, — =22dE 4.2
8$1 dxl 8x2 dl‘l + 8E1 d ! 8E2d b ( O)

wobei die Ableitungen an den Stellen T7 bzw. Tz = x — T7 zu nehmen sind.
Betrachten wir zunédchst den Fall, daf§ die Trennwand lediglich einen thermi-
schen Kontakt erlaubt, also dzy = 0, dann reduziert sich (4.20) auf
051 05
dS=|-—=—==)dE1=0.
(8E1 8E2> !

Wir definieren:

Definition: Temperatur T

Die Temperatur T eines Gleichgewichtssystems mit der Energie E ist defi-

niert als”

1 (65) __0S(E,z)
x

_ (98 kaln Q(E,x)
T(E, ) OFE - i

9F 9E (4.21)

Fiir das betrachtete System im thermischen Gleichgewicht gilt somit
Th="T,. (4.22)

Erlauben wir nun auch noch den Austausch des Parameters = (Austausch
von Wirme plus mechanischer Energie), dann 148t sich (4.20) mit Hilfe der
folgenden Definition vereinfachen:

Definition: Generalisierte Kraft X

Die generalisierte, zum dufleren Parameter = konjugierte Kraft ist definiert
als

X:T(§> :TQS(E,x) :kTaan(E,x) . (4.23)
or ) 5 ox Ox

7 Man beachte die Klammerschreibweise, die in der Anmerkung auf Seite 397 er-
kldrt wurde und im weiteren Verlauf noch oft verwendet wird. Ferner ist anzu-
merken, dafl die Grofle kT gerade der Energie pro Freiheitsgrad entspricht, denn
es gilt unter Beriicksichtigung von Satz 4.7

1 0l . O0lmE f

kT oF oF E -
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Hiermit wird (4.20) zu

(XD X 11
0=dS = <T1 T > dzi + ( )dEl . (424)

Zur korrekten Interpretation dieser Gleichung ist zu beachten, dafl auf-
grund der o.g. Energieaustauschmoglichkeiten die Variation dE; i.a. nicht
unabhéngig von dx; ist. Wie wir spiiter zeigen werden, gilt fiir reversible
Austauschprozesse die Beziehung

dE = —Xdx <allgemein: dE = — ZXidx,) .

Es folgt somit aus (4.24) der Zusammenhang

Unter Berticksichtigung dieses Punktes und (4.22) erhalten wir das allgemeine
Resultat

Satz 4.9: Gleichgewichtsbedingungen
eines zweiteiligen abgeschlossenen Systems

FEin, aus zwei Systemen 1 und 2 bestehendes isoliertes System befindet sich
beziiglich des Austausches von Energie und eines d&ueren extensiven Para-
meters z im Gleichgewicht, falls fiir die Temperaturen und generalisierten
Krifte der Subsysteme gilt:

T, =Ty (Gleichgewicht gegeniiber thermischen Austausch)

X1 =Xo (Gleichgewicht gegeniiber a-Austausch) .

In den folgenden Abschnitten werden wir es neben der Temperatur 1" héiufig
mit zwei weiteren intensiven Gréflen zu tun haben, ndmlich dem Druck P
und dem chemischen Potential u:

oS
P=T <W>E7N (Druck)

uw=-T (85) (chemisches Potential) .
ON ) g v
Sie sind die zu den extensiven Austauschgréofien Volumen V' und Teilchenzahl
N konjugierten generalisierten Krifte.

Betrachten wir zur Illustration von Satz 4.9 ein Gas, das in einem Glas-
kasten mit einem beweglichen Kolben eingeschlossen ist. Wird dieses Gas nun
eine Zeit lang erhitzt und gleichzeitig das Volumen durch Hineindriicken des
Kolbens verkleinert, dann wird es, nachdem es sich wieder sich selbst {iberlas-
sen ist, bestrebt sein, einen Gleichgewichtszustand zu erreichen. Nach Satz
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4.9 impliziert dieses Bestreben einen Warmeaustausch mit der Umgebung
iiber die Glaswand sowie einen Volumenaustausch mit der Umgebung iiber
den Kolben, bis die Temperaturen und Driicke des Gases und der Umgebung
iibereinstimmen. Wir kénnen somit in der Tat eine Temperaturdifferenz als
treibende Kraft fiir Warmeaustausch und eine Druckdifferenz als treibende
Kraft fiir Volumenaustausch interpretieren. Dies rechtfertigt die Bezeichnung
»generalisierte Krafte“.

Statistische Physik und Thermodynamik. Zum Ende dieses Abschnit-
tes weisen wir noch einmal auf die fundamentale Bedeutung der Entropie-
Definition (4.18) hin. Durch sie wird die mikroskopische Betrachtungswei-
se der statistischen Physik mit der makroskopischen Thermodynamik ver-
kniipft. Ist die mikrokanonische Zustandssumme eines Gleichgewichtssystems
bekannt, so folgt hieraus die Entropie als makroskopische Zustandsgrofie. Aus
letzterer lassen sich dann alle weiteren makroskopischen thermodynamischen
Zustandsgrofien wie etwa Temperatur, Druck, chemisches Potential usw. be-
rechnen (siche Abschn. 4.5). Wir kénnen somit folgendes einfache Schema
angeben, um aus einem gegebenen Hamilton-Operator bzw. einer gegebenen
Hamilton-Funktion die thermodynamischen Relationen eines Systems abzu-
leiten:

thermodyn.
H(zx) — E,(x) — 2(E,z) — S(E,z) — { Relationen } . (4.25)

Zusammenfassung

e Das mikrokanonische Ensemble beschreibt ein Gleichgewichtssystem
bei vorgegebener Energie E. Es setzt sich aus vielen gleichartigen Syste-
men zusammen, die mit dieser Energie und etwaigen anderen &ufleren
Parametern innerhalb einer Unschérfetoleranz 0 F vertraglich sind. Alle
Ensemble-Mitglieder sind hierbei gleich gewichtet.

e Die zugehorige mikrokanonische Zustandssumme wichst extrem
rasch mit E an, so dafl sie faktisch von der Wahl der Unschirfe JF
unabhéngig ist.

e Der Zusammenhang zwischen statistischer Physik und Thermodynamik
ist durch die Boltzmann-Gleichung gegeben, welche die mikrokanoni-
sche Zustandssumme mit der makroskopischen Griéfle Entropie in Be-
ziehung setzt.

e Die Entropie nimmt bei einem abgeschlossenen System im Gleichgewicht
ihren Maximalwert an (Prinzip der maximalen Entropie).

e Aus diesem Prinzip folgen Gleichgewichtsbedingungen fiir Systeme,
die miteinander wechselwirken (thermischer und/oder mechanischer
Austausch).
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Anwendungen

56. Ideales Gas I: Phasenraumvolumen, mikrokanonische Zustands-
summe und Zustandsgleichungen. Gegeben sei ein ideales Gas, beste-
hend aus N ununterscheidbaren, nichtwechselwirkenden Teilchen der Masse
m, die in einem Volumen L3 = V eingeschlossen sind.

a) Man zeige durch Vergleich der klassisch und quantenmechanisch berech-
neten Phasenraumvolumen w(FE), daf die korrekte klassische Phasenraum-
zelle die GroBe h3N besitzt.

b)Man berechne aus der Phasenraumdichte die mikrokanonische Zustands-
summe (2(E) und verifiziere, dafl sie unabhéngig von der gewihlten Ener-
gieunschirfe 0 F ist.

¢) Man bestimme die kalorische Zustandsgleichung E = E(T,V,N) und die
thermische Zustandsgleichung P = P(T,V, N) des idealen Gases.

Loésung.
Zu a) Die klassische Hamilton-Funktion fiir unser Problem lautet
N 3N
p; v

H(q,p) = om o FE = const .
i=1 i=1

Hieraus ergibt sich das klassische Phasenraumvolumen zu

1 VN
> op2<2mE > pi<emE

wobei 13" die gesuchte Phasenraumzellengréfie bezeichnet. Um sein quan-
tenmechanisches Analogon zu finden, benutzen wir, dafl die N Teilchen im
Volumen L3 = V eingeschlossen sind, so da8 jeder der 3N kartesischen Im-
pulse auf die gequantelten Werte

mh
pizfni,niz(),l,...

beschrinkt ist. Die Energieeigenwerte sind deshalb
3N 2% 2
The
E, = Z 72mL2ni .
i=1
Wir nehmen nun an, dafl diese Energien so dicht liegen, dafl die Summe

w(E) = . 1 durch ein Integral ersetzt werden kann. Voraussetzung
n:E,<E

hierfiir ist, da8 die Teilchenimpulse sehr viel grofer sind als das kleinstmogli-

che Impulsquantum. Fiir das quantenmechanische Phasenraumvolumen folgt

dann
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1

E.<E

wobei durch den Vorfaktor 1/23" auch negative n-Werte zugelassen werden.
Ersetzen wir dn; durch dp;, dann ergibt sich schliefilich

VN
F)= ——= dp . 4.27
oB)= Gy [ W (4.27)
> op2<emE
Beriicksichtigen wir auch hier die Ununterscheidbarkeit der Teilchen durch
Einfiigen des Faktors 1/N! und vergleichen dann diese Beziechung mit dem
klassischen Resultat (4.26), so finden wir

v=h.

Dasselbe Resultat haben wir bereits fiir den eindimensionalen harmonischen
Ostzillator in Anwendung 54 hergeleitet.

Zu b) Fiir die mikrokanonische Zustandssumme ist das Integral in (4.27) zu
berechnen. Es représentiert das Volumen K einer 3N-dimensionalen Kugel
mit dem Radius R = v/2mZFE und ist gegeben durch®

Somit finden wir die Beziehung
1 /v\Y 1 (VY #3N/2 N
I N /2
(B VIN) = (h3) K= (hS) (%)!(sz) ’
worin der Korrekturfaktor 1/N! wieder beriicksichtigt ist. Unter Benutzung
der Stirlingschen Formel

N R NN — 1) (4.28)

folgt weiterhin

v (47rm E>3/2

N\ 32 N

1 EV,N)=N«1
nw(E,V,N) {“N

+ ;} . (4.29)

Von dieser Gleichung ausgehend kénnen wir nun die Unabhéngigkeit der mi-
krokanonischen Zustandssumme (2 von §F verifizieren. Nach (4.16) gilt

sp0@(EV.N) _ 3N GE

Q(E,V,N) ~ 6Eg(E) = o~ o

W(B,V,N)

8 Streng genommen ist dieses Resultat nur fiir gerade N korrekt. Ist N ungerade,
dann kann man sicher ein Teilchen hinzuaddieren oder subtrahieren. Im Limes
grofler N kann dies keine Auswirkungen haben.
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3N oF
In2~1 In{ — Inl— ] .
— In nw+n<2>—|—n<E)

Nun ist 0F sicherlich klein gegeniiber der Energie FE; typischerweise gilt
SE/E = O(1/v/N). Deshalb kinnen die letzten beiden O(In N)-Terme ge-
geniiber Inw = O(N) vernachliissigt werden. Damit ist gezeigt, daf die Ener-
giebreite 0 F keine physikalischen Konsequenzen hat. Fiir sehr grofie N ist
die Zunahme der Gesamtzahl der Mikrozustinde mit der Energie so grof,
daf3 der Hauptbeitrag zur Zustandssumme immer von Zusténden herriihrt,
die in enger Ndhe zu der Hyperfliche der Energie E liegen. Wir kénnen des-
halb sogar iiber alle Zustédnde zwischen 0 und E summieren, ohne dafl die
zusitzlichen Zustinde signifikant beitragen.

Zu c) Die kalorischen und thermischen Zustandsgleichungen berechnen sich
aus der mikrokanonischen Zustandssumme zu

1 oS Oln 2 3Nk 3

T <5!E>VNk< o )V’NQE:>E2N]€T (4.30)
P 0S8 Oln 2 Nk NkT

- (2= — . P=—" 4.31
T (aV>E,N k( v )m vl (4:31)

Setzen wir die erste Gleichung in (4.29) ein, dann erhalten wir fiir die mikro-
kanonische Zustandssumme des idealen Gases die Sackur-Tetrode-Gleichung

9 T 3/2
mw(T,V,N) = In (T, V,N) = N {In | & % + 20 (432
N\ & 2

bzw.

1nQ(T,V,N):N(an—1nN+2lnT—&—0> , (4.33)
mit

_ 3, (2mkY L5
g = B n 7}12 ) .

Anhand von (4.33) ist zu erkennen, daf} die Entropie fiir sehr kleine Tem-
peraturen gegen Unendlich divergiert. Dies widerspricht jedoch dem dritten
Hauptsatz der Thermodynamik (sieche Unterabschn. 4.5.1). Die Ersetzung
der Summe durch ein Integral (zur Berechnung des Phasenraumvolumens)
ist offenbar in der Nahe des Temperatur-Nullpunktes nicht zuléssig, wo der
niedrigste Zustand mit p = 0 stark durchschlédgt. Der formal korrekte Weg
iiber den quantenstatistischen Formalismus (Abschn. 4.7) wird diese Wider-
spriiche ausrdumen.
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57. Ideales Gas II: Gibbs-Paradoxon. Gegeben sei ein Volumen V', das
mit einem idealen Gas, bestehend aus N identischen Atomen, gefiillt ist.
Durch Einschieben einer Zwischenwand werde das Volumen in zwei Teilvo-
lumina V7 und V5 geteilt. Da dies in reversibler Weise geschehen soll, mufl
gelten:

S=5+5>, (434)

wobei S die Entropie des gesamten Volumens vor und 57, So die Entropien der
Teilvolumina nach dem Einschieben der Wand bezeichnen. Man zeige, daf
(4.34) nur dann erfiillt ist, wenn der quantenstatistisch begriindete Gibbs-
Faktor 1/N! in der mikrokanonischen Zustandssumme beriicksichtigt wird.

Lésung. Zunéchst stellen wir fest, dafl die Teilchendichte in jedem Volumen
konstant ist:
N N N
pzvzﬁzvzzconst.
Unter Verwendung von (4.33), in der 1/N! beriicksichtigt ist, folgt nun

Si

N;k <ani —Inp—InV; + 2lnT—|—a)

= N;k <—lnp+§lnT—|—a>

3
= 51+ S5 = Nk (—lnp—|— 2lnT+U>

= Nk(an—lnN+ZlnT+U) =5.

Zur Durchfithrung der entsprechenden Rechnung ohne 1/N! bendtigen wir
die zu (4.33) analoge Formel ohne 1/N!. Sie berechnet sich zu

Hieraus folgt
3
S1+ 52 = Nk <1nV—|—21nT+U—1> #5.

Dieser Widerspruch ist der eigentliche Grund, weshalb Gibbs den Faktor 1/N!
bereits vor seiner quantenstatistischen Begriindung eingefiihrt hat.

4.3 Ensemble-Theorie II:
Kanonisches und groflkanonisches Ensemble

Im vorherigen Abschnitt haben wir das Fundament der statistischen Physik
etabliert, wo der makroskopische Zustand eines Gleichgewichtssystems mit
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konstanter Energie auf die Bestimmung des zugehorigen mikrokanonischen
Ensembles zuriickgefiihrt wurde. In diesem Abschnitt werden wir das mikro-
kanonische Ensemble heranziehen, um zwei weitere Ensemble-Typen abzulei-
ten, ndmlich das kanonische und das groffkanonische Ensemble. Dabei wird
sich als ein wesentliches Ergebnis herausstellen, dafl alle drei Ensembles im
thermodynamischen Limes dquivalente Beschreibungen von Gleichgewichts-
systemen liefern.

4.3.1 Kanonisches Ensemble

Im allgemeinen ist es praktisch kaum moglich, die Energie eines physikali-
schen Systems zu kontrollieren, da es sich nie vollstédndig isolieren li8t. Ein
weitaus praktikableres Konzept ist die Vorgabe einer festen Temperatur. Die-
se GroBe 1aBt sich nicht nur leicht messen (z.B. mit Hilfe eines Thermometers),
sondern auch sehr genau kontrollieren, indem man némlich das System mit
einem Wiarmebad in thermischen Kontakt bringt, welches die Temperatur
regelt.

In der statistischen Physik werden physikalische Systeme mit vorgegebe-
ner Temperatur durch das kanonische Ensemble beschrieben, dessen Beset-
zungswahrscheinlichkeiten sich aus folgenden Uberlegungen ableiten lassen:
Man betrachte ein abgeschlossenes System, bestehend aus zwei Subsystemen
1 und 2, die im thermischen Kontakt miteinander stehen. Das zweite Sy-
stem sei sehr viel grofler als das erste, so dafl die Temperatur beider Systeme
praktisch durch System 2 vorgegeben wird (Abb. 4.3). Notwendige Voraus-
setzung hierfiir ist offensichtlich, dafl die Energie E' des Gesamtsystems sehr
viel grofler ist als die moglichen Energiewerte E,. des kleinen Systems 1

E.<E. (4.35)

Das heifit System 2 muf} in jedem Fall makroskopisch grof3 sein, wihrend
System 1 dieser Einschrénkung nicht unterliegt. Da nach Voraussetzung die
Gesamtenergie konstant ist,

E.+Ey=E,

konnen wir das Gesamtsystem wieder mit Hilfe des mikrokanonischen En-
sembles beschreiben. Von den insgesamt 2(FE, z) Zustinden gibt es offenbar

System 2
(T7 E - ET‘)

Abb. 4.3. Physikalisches System im Kontakt mit einem sehr viel grofleren Warme-
bad, welches die Temperatur beider Systeme vorgibt
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25(FE - E,,x) Zustinde, bei denen das System 1 in einem bestimmten Mikro-
zustand mit der Energie F, ist. Da alle Mikrozustdnde nach dem 2. statisti-
schen Postulat gleichwahrscheinlich sind, ist die Wahrscheinlichkeit P,.(T), x),
das kleine System 1 bei vorgegebener Temperatur 7' im Mikrozustand r vor-
zufinden, proportional zu (29(E — E,., x):

P.(T,z) ~ 22(E — E,.,x) .

Wir entwickeln nun den Logarithmus von (25(E — E,.,x) um E, wobei wir
wegen (4.35) eine rasche Konvergenz erwarten:

In £2
IHQQ(E—ET.,J?) = IHQQ(E7.’,U)+ 6(;1E 2(E—E7)—|—
R~ t— — .
cons T

Hieraus finden wir die (normierte) Wahrscheinlichkeitsverteilung

1
P.T,z) = —BE:(x) -
( 7x) € i ﬂ kT K

Z(T,x)

mit der kanonischen Zustandssumme
Z(T2) = Y e 56

Wahrscheinlichkeit der Energie. P,.(T,z) ist die Wahrscheinlichkeit, dafl
ein System bei gegebener Temperatur T in einem bestimmten Mikrozustand
r ist. Um hiervon ausgehend die Wahrscheinlichkeit W (E,.) zu bestimmen, ir-
gend einen Mikrozustand zu einer bestimmten Energie F, zu finden, miissen
wir die Energieentartung des Hamilton-Operators in Betracht ziehen. Da
P.(T,z) bei vorgegebener Temperatur nur von der Energie abhéingt, kann
W(E,) mit Hilfe der Phasenraumdichte g(E,) aus (4.16) geschrieben wer-
den, die ja gerade die Entartung des Energieniveaus F, angibt:

W(E,) = g(E,)P,(T,z) = @efﬁ&
2T,2) = Y g(B)e " .

Im Falle dicht liegender Energieniveaus werden diese Gleichungen zu
_ Q(E) —BE _ —BE
W(E)AE = ———~e P*dE, Z(T,z) = | dEg(E)e . (4.36)
0

Wir erkennen aus der rechten Gleichung von (4.36), dafl die kanonische Zu-
standssumme Z gerade die Laplace-Transformierte der Phasenraumdichte g
ist. Daher gilt

c+ioo

g(E) = % / dﬁZ(ﬁ,x)eﬁE , Re(B)=¢c>0.

c—ioco
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Hierbei ist nun § eine komplexe Variable, und es wird parallel zur imaginéren
Achse ldngs von ¢ > 0 integriert.

Charakteristische Energie. Die mittlere Energie E des kanonischen En-
sembles berechnet sich zu

()

Die zugehorige mittlere Abweichung ist

o w5 w2 (0PWmZ\ _ (OE\ _ _,(0F
o =75 = (557) =-(55), 7 (7).

= kT?C, ,

wobei C, = (QF/ c’)T)LE die spezifische Wirme bei konstanten dufleren Para-
metern x bezeichnet.” Wir haben somit

v (AE)? 1
g ~ QO <> . (4.37)
E VN

Damit ist gezeigt, daBl praktisch alle Systeme im kanonischen Ensemble im
Limes N — oo in einem Zustand der Energie E anzutreffen sind. Wir fol-
gern hieraus, daf die Energieverteilung W (E) ein scharfes Maximum um den
Mittelwert E besitzt, der sich aus folgender Maximumsbedingung ergibt:

ow oS 1

OF E:E:ﬁﬁaiEE=E:T.

0
=0= ——=Ing(FE)
ElE OFE

Hierbei wurde in der letzten Beziehung die Identitéit S = kIn g benutzt.'°

Offensichtlich beschreiben mikrokanonisches und kanonisches Ensemble
im thermodynamischen Limes dieselbe physikalische Situation, in der die
Energie des betrachteten Systems einen scharfen Wert besitzt, obwohl im
kanonischen Ensemble lediglich die Temperatur vorgegeben ist. Fiir kleine Sy-
steme mit relativ wenigen Freiheitsgraden beschreiben mikrokanonisches und
kanonisches Ensemble dagegen hochst unterschiedliche Situationen. In diesem
Fall ist ndmlich die relative Schwankung (4.37) nicht mehr vernachldssigbar
klein, so dafl das physikalische System im kanonischen Ensemble bei gegebe-
ner Temperatur starken Energiefluktuationen unterliegt.

9 Im kanonischen Ensemble werden iiblicherweise die duBeren Parameter z =
(V, N) betrachtet. in diesem Fall ist C; = Cv die spezifische Wérme bei kon-
stantem Volumen und konstanter Teilchenzahl.

10 Man beachte, daB S die Entropie des kleinen Systems 1 (und nicht etwa die
Gesamtentropie des kombinierten Systems 1+2) bedeutet.
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Freie Energie. Unter Beriicksichtigung von

- (58).-().8) - () (8.

_ 1
- kT2C,
liefert die Entwicklung von In[ZW (E)] um den Maximumspunkt E
— S (E-PE)?
so daf
1 _4F (E — E)?
— — o BE-TS) _ )
W(E) 7 exp( SHTEC, > .

Hieraus folgt aufgrund der Normierungsbedingung [dEW (E) = 1 fiir die
kanonische Zustandssumme

kTl Z(T,z) = (E—-TS) — %kT In (27kT>C,) .

Der letzte Term dieser Gleichung ist von der Ordnung O(In N) und deshalb
gegeniiber den anderen Termen der Ordnung O(N) im Limes N — oo ver-
nachléssigbar, so dafl

kTl Z(T,z) = (E—-TS) .
Insgesamt kénnen wir festhalten:

Satz 4.10: Kanonisches Ensemble
Das kanonische Ensemble beschreibt den Gleichgewichtszustand eines Sy-
stems bei vorgegebener Temperatur 7":

B2 Z(T,x) = Ze_ﬁEr(”) , B= 1

PT(T7Z'): _ﬁ

Z(T,x)

Aus ihm konnen alle Mittelwerte berechnet werden. Insbesondere gilt fir
die thermodynamische Energie

B #) = Y PR 0)B,0) = - (%Z) .

Im thermodynamischen Limes sind die Energiefluktuationen im kanoni-
schen Ensemble verschwindend gering. Die Verbindung zur Thermodyna-
mik ist durch

kT Z(T,z) = F(T,2) =E - TS

gegeben, wobei F die freie Energie bezeichnet. Der Ausdruck e ?F heifit
Boltzmann-Faktor.
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Interpretiert man die in Satz 4.3 stehenden Zusténde |),) wieder als die zu
H gehorenden Energieeigenzustinde zur Energie E,., dann lautet der kano-
nische Dichteoperator
1 e PH
—— —BE;, —
p—ZXT:‘wr>e <wr‘_

—BH
7 gw» (rl = fropmy » (439)

e

wobei im Nenner die Beziehung
7 = Ze_ﬁET = Z <¢r| e PH |1/J,«> =tr (e_ﬁH)

benutzt wurde. In der Energieeigenbasis ist die zugehorige Dichtematrix dia-
gonal:
o—BEn
Prm = (Un| p[¥m) = Wénm . (4.39)

n

4.3.2 Groflkanonisches Ensemble

Das kanonische Ensemble wurde eingefiihrt, um physikalische Situationen be-
schreiben zu konnen, in denen die sehr restriktive Annahme einer konstanten
Energie durch die experimentell leichter zu kontrollierende Vorgabe einer kon-
stanten Temperatur ersetzt wird. Wir wollen nun dieses Szenario erweitern,
indem wir neben Energieaustausch auch den Austausch von Teilchen zulas-
sen, wobei die zugehorigen intensiven Groflien Temperatur und chemisches
Potential von auflen vorgegeben seien. Dieser Fall tritt insbesondere bei quan-
tenfeldtheoretischen und chemischen Prozessen auf, in denen Teilchen erzeugt
und vernichtet werden kénnen. Die zugehorige statistische Beschreibung lie-
fert das groffkanonische Ensemble. Seine Besetzungswahrscheinlichkeiten las-
sen sich analog zum kanonischen Ensemble durch das Zusammenbringen des
betrachteten Systems mit einem Wérme- und Teilchenreservoir berechnen.
Betrachten wir hierzu wieder ein kleines System 1, das mit einem sehr viel
groferen System 2 Energie und Teilchen austauschen kann (Abb. 4.4). Das

System 2
(T,E — E.,N — Ny)

Abb. 4.4. Physikalisches System im Kontakt mit einem sehr viel gréfleren Warme-
und Teilchenbad, welches die Temperatur und das chemische Potential beider Sy-
steme vorgibt
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grofle System reguliert also die Temperatur 7" und das chemische Potential g
des kleinen Systems. Trotz erlaubter Energie- und Teilchenschwankungen

E.+ FEy=F =const , Ng+ Ny = N = const ,
nehmen wir an, dafl immer gilt:
E.<E, NJ< N . (4.40)

Wir interessieren uns fiir die Frage: Wir groff ist die Wahrscheinlichkeit
P, (T, p,x), das kleine System 1 im Gleichgewicht bei vorgegebener Tempera-
tur T und vorgegebenem chemischen Potential p im Mikrozustand (r, Ng) zu
finden?'! Zu ihrer Beantwortung gehen wir wieder vom 2. statistischen Po-
stulat aus, nach dem alle Zustidnde des isolierten Gesamtsystems gleichwahr-
scheinlich sind. Von diesen 2(F, N) Zustinden gibt es 5(F — E,., N — Nj)
Zusténde, fiir die das System 1 in einem bestimmten Mikrozustand mit
(Er, Ny) ist. Deshalb ist P, ¢(T, u, ) gegeben durch

Pr,s(Talua-T) ~ QQ(E —E.,N— Ns) .

Unter Beachtung von (4.40) liefert die Entwicklung von In P, ¢ um den Punkt
(E,N)

In
I 25(E — E,,N — N,) = In 2(E,N) + agE 2(E-E,)
8111.92
N-N)+...

On®y . Iy

~ const — 95 - N ..
Mit
,6 _ 692 o Oln QQ
~or M TON
folgt schlieBlich die (normierte) Wahrscheinlichkeitsverteilung
1
PTS T = — _ﬁ(Er(Ns)—MNS)
s ( 7/1’7x) Y(T,/J,Jj)e
— 1 N, .—BE.(N,)
= Y(T,u,x)z e ,
wobei

Y(Tnuax) = ZQ_B(ET(NS)—MNS)
r,s

die groflkanonische Zustandssumme und
z =l
die Fugazitdt ist.

1 Man beachte: In 7 sind alle Quantenzahlen bei festgehaltener Teilchenzahl N
zusammengefaflt.
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Charakteristische Energie und Teilchenzahl. Man erhélt die mittlere
Energie F und die mittlere Teilchenzahl N aus

_ olnYy —— 1 /0lnY
z,x T,z

Fiir die relative Schwankung der Teilchenzahl gilt
(AN? NZ-N' 1 (82111Y> kT (mv)

N N N\ Jp, N\Ouw/)p,

Zur weiteren Auswertung dieser Gleichung nehmen wir vereinfachend an, daf3
x den dufleren Volumenparameter V' darstellt (dies ist iiblicherweise der Fall)

und benutzen vorausgreifend die thermodynamische Relation (siehe Unter-
abschn. 4.5.2)

(4.41)

dp = idP— idT .
N N

Hieraus folgt
2

(5), = (), 5= (%), ()
= =V = , U= = —— —— | = :V e .
ov ), ov ), N V \ON TV oV )rw

Somit wird (4.41) zu

(AN)* _ kT _ (v
WQ = V2HT7 R = oP g )

wobei Kk die isotherme Kompressibilitit bezeichnet. Hieraus erkennt man,
dafl die Teilchendichte wie O (1 /NN ) fluktuiert und somit fiir grofle Teil-

chenzahlen vernachlissigbar ist. Eine entsprechende Rechnung fiir die Ener-
giefluktuationen ergibt (x = V)

OE OE
)
(AE) B ) v, or)y.,

(o), (5%).,, (o)
or V,N ON TV or Vi

Unter Ausnutzung der Mazwell-Relation (siehe die letzte Zeile von (4.59) in
Unterabschn. 4.5.2)

@ __82J __82J _ (98
oT V,#_ oTon  oudT  \Ou TV

konnen wir (4.42) weiter vereinfachen zu

kT?

(4.42)
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kT?Cy + kT? <8E> <8S> (aE)
ON v \OE )1y o TV
— 2 —
(AE)Z,, + kT (M) (azv)
ON /)1y \O)ry
2
OF
= (AE)2an + () (AN)2 .
T \ON ) py

(AE)?

Die Energiefluktuationen im groBkanonischen Ensemble sind offenbar gleich
denen im kanonischen Ensemble plus einem Beitrag, der von den Teilchen-
fluktuationen herriihrt. Es sei darauf hingewiesen, daf es fiir die Energie- und

Teilchenfluktuationen durchaus Abweichungen vom normalen O (1 /NN )—

Verhalten geben kann. Dies geschieht in der Ndhe von Phaseniibergéngen,
wo die Kompressibilitit 7 stark anwachsen kann. 7 ist dann von der Ord-
nung O(N).

Im thermodynamischen Limes besitzen unter normalen Umsténden prak-
tisch alle Mitglieder des grofikanonischen Ensembles dieselbe Energie E = E
und Teilchenzahl N = N. Unter Beriicksichtigung der Ergebnisse des letz-
ten Unterabschnitts konnen wir deshalb festhalten, dafl mikrokanonisches,
kanonisches und groBkanonisches Ensemble dquivalente Beschreibungen ma-
kroskopischer Systeme sind.

Groflkanonisches Potential. Die groffkanonische Zustandssumme a3t sich
auch in der Weise

Y (T, z2,x) = i 2NZ(T,N,z) (4.43)
N=1

schreiben, wobei Z(T, N, z) die kanonische Zustandssumme des N-Teilchen-
zustands ist. Die obere Summationsgrenze wurde hierbei ins Unendliche ver-
schoben, da nur Systeme zur Zustandssumme beitragen, deren Teilchenzahlen
N signifikant kleiner sind als die Gesamtteilchenzahl von System+Teilchen-
reservoir. Nun ist aus (4.43) zu erkennen, daf die Wahrscheinlichkeit W(N),
das betrachtete System in einem Zustand der Energie E und der Teilchenzahl
N zu finden, gegeben ist durch

1 1 _
Wg(N) = ?zNZ(T, N,z) = ?e—ﬁ(E—TS—MN) .

Da diese Verteilung im thermodynamischen Limes aufgrund der verschwin-
denden Fluktuationen ein scharfes Maximum um den Mittelwert N besitzt,
muf} die groBkanonische Zustandssumme trivialerweise dquivalent zur kano-
nischen Gesamtheit mit N Teilchen sein. Es folgt also

Y(T,22) = NZ(T,N,2) = —kTlnY =E — TS — N .
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Satz 4.11: Grof3ikanonisches Ensemble

Das groflkanonische Ensemble beschreibt den Gleichgewichtszustand eines
Systems bei vorgegebener Temperatur 7" und vorgegebenem chemischen
Potential p:

1
Pns(T,ILL,SU) = me

Y(T,p,2) = 3 e PEAN)-uN)

_ﬁ(Er(NS)_HNS)

o0
= ZzNZ(T,N,x) , z=ePH
N=1

Aus ihm koénnen alle Mittelwerte berechnet werden. Insbesondere gilt fiir
die thermodynamische Energie und die mittlere Teilchenzahl

OlnY
Tu? ZPTsTM, (NS,:TJ):—< Bl )

olnyY
N(T, i, ) P (T, 1, = .
w3 = P = 5 (%)

Im thermodynamlschen Limes sind die Energie- und Teilchenfluktuatio-
nen im grofkanonischen Ensemble (aufierhalb von Phaseniibergéingen) ver-
schwindend gering. Die Verbindung zur Thermodynamik ist durch

—kThY (Tu,x) = J(T,p,x) = E -~ TS — uN

gegeben, wobei J das grofSkanonische Potential bezeichnet.

Die zu (4.38) und (4.39) korrespondierenden Beziehungen fiir den grofikano-
nischen Dichteoperator und die zugehorige Dichtematrix in der Energiebasis
lauten
e B(H—uN) e B(En—uN)
P (e PNy * P = S O

n

4.3.3 Vergleich der Ensembles

Nach den Erorterungen dieses und des vorangegangenen Abschnittes 148t sich
ein einfaches Prinzip erkennen, welches das mikrokanonische, das kanonische
und das grofkanonische Ensemble in Beziehung setzt. Alle drei Ensembles
sind ndmlich {iber Laplace-Transformationen miteinander verbunden: Die ka-
nonische Zustandssumme Z ergibt sich aus der Summe iiber die , mikroka-
nonischen Zustandssummen* g(FE) (Phasenraumdichte, Entartungsfunktion,
siche (4.16)), die jeweils mit einem Boltzmann-Faktor e ~#F gewichtet werden:
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Z(T,N,z) =Y _g(E)e PFNw)
E

Hierbei ist, anders als im mikrokanonischen Ensemble, nicht mehr die Ener-
gie F vorgegeben, sondern lediglich die Temperatur T und somit die mittlere
Energie E. Die groflkanonische Zustandssumme Y resultiert aus der Summe
iiber alle kanonischen Zustandssummen Z zu den gegebenen Groflen Tempe-

ratur 7', Volumen V und Teilchenzahl N, jeweils gewichtet mit dem Faktor
BuN .
ePHN

Y(Tpx) =Y e NZ(T,N,x). (4.44)
N

Hierbei kann das betrachtete System sowohl Energie als auch Teilchen mit
seiner Umgebung austauschen, wobei seine Energie- und Teilchenmittelwerte
E, N durch Vorgabe der Temperatur 7' und des chemischen Potentials p
fixiert sind. Hat man es mit einem System nichtwechselwirkender Teilchen
zu tun, dann faktorisiert die kanonische Zustandssumme, so dafl im Falle
ununterscheidbarer Teilchen gilt:
1

Z(T,N,z) = mZN(T, 1,z) . (4.45)

Setzt man diese Gleichung in (4.44) ein, dann ergibt sich

Y(T, )= % [e®4Z(T, 1, )
— N

}N = exp [eﬁ“Z(T, 1,x)] .

Alle Ensembles sind prinzipiell anwendbar, um die thermodynamischen Ei-
genschaften eines Systems zu untersuchen. Welches speziell gewéhlt wird, ist
oft nur eine Sache der Anschauung bzw. Bequemlichkeit. Wie wir gesehen ha-
ben, sind die Fluktuationen der Energie und Teilchenzahl im Limes N — oo
vernachléssigbar, so dafl die Mittelwerte von Observablen sehr scharf sind und
deshalb alle drei Ensembles fquivalente Beschreibungen liefern. Die Aquiva-
lenz der Ensembles gilt natiirlich nicht mehr fiir mikroskopische Systeme mit
wenigen Freiheitsgraden. Im kanonischen Ensemble ist z.B. die Wahrschein-
lichkeitsverteilung eines einzelnen Teilchens proportional zum Boltzmann-
Faktor und somit sehr breit:

VIAEE _ o

E

Der kanonischen und grolkanonischen Zustandssumme ist jeweils ein ther-
modynamisches Potential (freie Energie bzw. grokanonisches Potential) zu-
geordnet, so wie zur mikrokanonischen Zustandssumme die Entropie gehort.
In Abschn. 4.5 werden wir zeigen, daf} jedes dieser Potentiale die vollstandi-
ge thermodynamische Information eines Gleichgewichtssystems enthélt. Wir
konnen deshalb das am Ende des vorigen Abschnittes angegebene Schema
(4.25) zur Bestimmung thermodynamischer Relationen um die entsprechen-
den Zusammenhinge fiir das kanonische und grofikanonische Ensemble in
folgender Weise erweitern:
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N2(E,N,z) = S(E,N,x) thermody-
H(N,z) - E.(N,z) - ¢ Z(T,N,z) — F(T,N,z) » — { namische
Y(T,p,2) — J(T,u,x) Relationen

Wie die Berechnung der thermodynamischen Relationen konkret aussieht,
werden wir in Abschn. 4.5 detailliert diskutieren.

Zusammenfassung

e Das kanonische Ensemble beschreibt ein Gleichgewichtssystem bei
vorgegebener Temperatur T'. Es setzt sich aus vielen gleichartigen (nicht
unbedingt makroskopischen) Systemen mit verschiedenen Energien E,
zusammen, die jeweils mit dem Boltzmann-Faktor e~ #r/*T gewichtet
werden.

e Das groflkanonische Ensemble beschreibt ein Gleichgewichtssystem
bei vorgegebener Temperatur 7' und vorgegebenem chemischen Po-
tential p. Seine Mitglieder bestehen aus vielen gleichartigen (nicht
unbedingt makroskopischen) Systemen mit verschiedenen Energien FE,
und verschiedenen Teilchenzahlen Ny, die jeweils mit dem Faktor
e~ (Er—uN)/KT gawichtet werden.

e Im thermodynamischen Limes sind die Energie- und Teilchenfluktuatio-
nen im kanonischen bzw. grofikanonischen Ensemble verschwindend ge-
ring, so dafl mikrokanonisches, kanonisches und grofikanonisches Ensem-
ble dquivalente Beschreibungen makroskopischer Systeme liefern.

e Die kanonische Zustandssumme ist der freien Energie und die groflka-
nonische Zustandssumme dem groflkanonischen Potential zugeord-
net.

e Alle drei Ensembles sind iiber Laplace-Transformationen miteinander
verbunden.

Anwendungen

58. Ideales Gas III: Kanonisches und groflkanonisches Ensemble.
Anhand des idealen Gases ist zu zeigen, daf im thermodynamischen Limes
(wo N = N und E = E) mikrokanonisches, kanonisches und gro8kanonisches
Ensemble dquivalent sind. Hierzu sollte man

e die kanonische und grofflkanonische Zustandssumme sowie die zugehorigen
Potentiale bestimmen,

e unter Verwendung der Gleichungen (siche (4.59), Unterabschn. 4.5.2)

S(T,V,N) = — (‘?;)V’N L S(T,V, ) = — (g;)w (4.46)
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die entsprechenden Entropien berechnen und diese mit der mikrokanoni-
schen Entropie (4.32) vergleichen.

L6sung. Die kanonische Zustandssumme lautet

3N 9
Z(T,V,N) Zexp( ZQTZ%T) )

wobei

r:(xla"'am:‘]Napla"'ap?)N)

einen klassischen Mikrozustand des idealen Gases spezifiziert. Wir kénnen
die Summe iiber die Mikrozustinde in der Weise

1
Z T N3N / dr
durch ein Integral {iber den Phasenraum ersetzen, wobei die Ununterscheid-

barkeit der Teilchen durch den Gibbs-Faktor 1/N! beriicksichtigt ist. Somit
folgt

3N
1 p;
Z(TV.N) = Faw / dI"exp <‘ 2 2ka>
’ i=1

o 3N
VN q p2
~ NN / pexp <_ 2ka)

VN Lok T\ zZN e
“w\lTwe ) T (4.47)
wobel
ommkT >/

die Ein-Teilchen-Zustandssumme ist. Hieraus und unter Beriicksichtigung der
Stirlingschen Formel (4.28) ergibt sich die freie Energie zu

1% (27rka> 8/2

F(T.V,N) = =Nkl | & ( =73

— NET .

Benutzen wir nun die erste Gleichung aus (4.46), dann folgt

V (2rmkT 8/2
N\ n2

5

S(T,V,N) = NkIn + SNk

Diese Gleichung ist identisch mit der aus (4.32) folgenden mikrokanoni-
schen Entropie. Zur Berechnung der groflkanonischen Zustandssumme und
des grolkanonischen Potentials nutzen wir das Resultat (4.47) und schreiben
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. 1 N
Y(T7 Va /.L) = E e]’j’} Z(T, ‘/, N) = E ﬁ (Zle'u'/kT> = exp (Zleﬂ/kT>
N N :

2mmkT\ /2
= exp V( 7”;; ) e/kT (4.48)
2mmkT \ >/
= J(T,V,p) = —kTV ( “Zg ) /KT

Mit Hilfe der zweiten Gleichung aus (4.46) erhalten wir hieraus
2rmkT\ */? 5w
- p/RT (2 P
S(T,V, ) kV( 2 ) e (2 kT) .

Um diesen Ausdruck mit (4.32) vergleichen zu kénnen, miissen wir p elimi-
nieren. Zu diesem Zweck rechnen wir:

3/2
N — kT OlnY v 2rmkT /KT
ou ) h?

N (2rmkT —3/2
A

V (2rmkT 3/2
N\ h2

7]
B
:>kT n

— S(T,V,N) = Nk {m

5
2

Diese Gleichung stimmt wiederum mit (4.32) {iberein.

59. Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung. Man berechne die Ge-
schwindigkeitsverteilung fiir ein Atom eines idealen Gases, das in einem Vo-
lumen V' eingeschlossen ist.

Losung. Die anderen Atome im Gas konnen fiir das eine betrachtete Atom
als Wirmebad angesehen werden, das die Temperatur dieses Atoms konstant
hélt. Somit ist hier das kanonische Ensemble zu bevorzugen. Nach (4.47) gilt
fiir die Ein-Teilchen-Zustandssumme

V p? 2rmkT \ >/
Z(T, V1) =2, = — 3 — — V(== ]
(T,V1) L dpexp( 2ka> ( h? )

Der mittlere Impuls berechnet sich zu

D= 4 /d3ppexp - P
h3Z, 2mkT )

Wir erkennen hieraus, dafl

Vv p?
W(p)d®p = ——— — d?
(p)d°p iz, &P < 2ka> p
die Wahrscheinlichkeit ist, daf§ das betrachtete Atom einen Impuls im Inter-
vall [p : p + d3p| besitzt bzw. daf
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W(p)dp = — e P\ grpd

=——exp|— 0y
PIP= sz, “P\ " 2mkr ) PP
die Wahrscheinlichkeit ist, daf§ das betrachtete Atom einen Impulsbetrag im
Intervall [p : p + dp] hat. Setzen wir schlielich p = mv, dann folgt die (nor-
mierte) Maxwellsche Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Atomgeschwindig-
keit:

m \3/2 , mv?
W(v) = dr (27rk:T) vexp <2k:T) '

4.4 Entropie und Informationstheorie

In diesem Abschnitt behandeln wir die Informationstheorie, wie sie von Shan-
non entwickelt wurde. Das Ziel dieser Theorie sind Vorhersagen, die auf un-
vollstdndiger Information basieren. Offensichtlich ist dies sehr #hnlich dem
Problem der statistischen Physik, wie sie in den vorherigen Abschnitten ent-
wickelt wurde. Somit ist es nicht {iberraschend, dafl die Methoden der Infor-
mationstheorie — richtig interpretiert — in der statistischen Physik angewandt
werden konnen.

Nachdem wir gezeigt haben, dafl die Shannonsche Entropie &dquivalent
zur statistischen Entropie ist, greifen wir noch einmal die drei in den letzten
beiden Abschnitten diskutierten Ensembles auf und erldautern, wie sich diese
als Losungen von Variationsproblemen der Shannonschen Entropie ergeben.

4.4.1 Informationstheorie und Shannon-Entropie

Der Makrozustand eines Systems ist definiert iiber einen Satz von Wahr-
scheinlichkeiten {Py, Ps,...} = {P} von Mikrozustéinden. Einem Satz von
Ereignissen einen Satz von Wahrscheinlichkeiten zuzuweisen, kann also ge-
wissermaflen als Information aufgefafit werden.

Herleitung der Shannon-Entropie. Shannon zeigte ganz allgemein, dafl
sich das Ma# fiir Information bzw. fehlender Information durch eine Entropie-
funktion S({P}) beschreiben 148t, die durch folgende Bedingungen eindeutig
festgelegt ist:

e S({P}) ist eine kontinuierliche, differenzierbare und eindeutige Funktion
der (normierten) Wahrscheinlichkeiten {P}.

e Im Falle N gleichwahrscheinlicher Ereignisse, P, = 1/N, ist die Entro-
pie eine monoton wachsende Funktion in Abhéngigkeit von N. Fiir diesen
Spezialfall fithren wir die Schreibweise

w=3({n= )

ein.
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e Die Unsicherheit in einem Satz von Wahrscheinlichkeiten bleibt unverin-
dert, wenn diese in Gruppen unterteilt werden. Sei etwa eine Unterteilung
wie folgt:

ni no nk:N
:E Pi7w2: E Pi,...,’ll/k: E Pi7
i=1 i=ni1+1 i=nr_1+1

dann gilt

SUPY) = S({w}) +—§j s(1).

Im zweiten Term ist der Faktor w; notwendig, da dies die Wahrscheinlich-
keit angibt, dafl ein Ereignis tatséichlich zur Gruppe w; gehort.

Um die Form von S({P}) zu finden, betrachten wir zunéichst den Fall gleicher
Wabhrscheinlichkeiten,

1
PP=—, ..., Pom=—,nmeN,
nm nm
die in m gleich grofle Gruppen unterteilt sind:

n 1 nm 1
w1:ZPi:—,...,wm: Z Pzzf
=1 m i=(m—1)n+1 m

Die letzte der Shannonschen Bedingungen ergibt dann
I(nm) )+ Z (m) + I(n) .

Da S({P}) kontinuierlich ist, kénnen wir nach n ableiten. Mit p = nm gibt
dies

d d
m 1) = 5-1(0)

Multiplikation beider Seiten mit n liefert

d d
pd—pl(p) = nal( n) = const .

Dieser Ausdruck mufl konstant sein, da wir p &dndern, kénnen ohne n zu
variieren. Hieraus folgt

I(n) =klnn , k= const . (4.49)
Nun betrachten wir den allgemeineren Fall gleicher Wahrscheinlichkeiten, die
jedoch in unterschiedlich grofle Gruppen aufgeteilt sind:

1 o
j
P=-, w= ,Eaj:n,n,ajE\N.
n n ,
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Shannons dritte Bedingung ergibt nun unter Beriicksichtigung von (4.49)

1(n) = S({w}) + 3 (%) 1(ay)

— S({w)) = 3 (%) 1) ~ I(ag)) = kY (52) Imay ~ Inn]
) = —kajlnwj .

Q; a;
S () (2
2 ()
j
Mit der Ersetzung w; — P; kénnen wir daher definieren:

Definition: Shannon-Entropie

Die Shannon-Entropie eines Systems mit den relativen Wahrscheinlichkei-
ten {Pl,PQ,. 5 } ist

S=-kY PP, k>0, P=1.

Die GroBe —In P; wird Uberraschung (engl. surprise) genannt.

Man beachte, daB fiir P; = 0 auch P;In P; identisch Null ist; Ereignisse mit
der Wahrscheinlichkeit Null tragen nicht zur Entropie bei. Die Konstante &
in obiger Definition wird meist auf den Wert 1 oder 1/1n2 (Informations-
theorie) gesetzt. Man erkennt leicht, dafl die Shannon-Entropie gleich der
statistischen Entropie ist, wenn k die Boltzmann-Konstante ist. Setzen wir
nédmlich fiir P; die konstanten mikrokanonischen Wahrscheinlichkeiten 1/2
ein, dann folgt

1
S:kzi:ﬁln(z:mng. (4.50)
Eigenschaften der Shannon-Entropie. Die Shannon-Entropie hat die
folgenden Eigenschaften:
e Die Entropie ist nicht negativ, weil k eine positive Konstante ist.

e Falls eine der Wahrscheinlichkeiten P; = 1 ist, und damit alle anderen not-
wendigerweise Null sind, dann ist S identisch Null. Dies entspricht einem
Experiment mit eindeutigem Ausgang.

e S ist fiir einen Satz von gleichen Wahrscheinlichkeiten P; = P maximal,
denn es gilt mit > dP, =0

dS=-k>» (P +1)dP; = —kIn P> dP,—k» dP,=0.



4.4 Entropie und Informationstheorie 441

e Fiir unabhingige Ereignisse ist S eine additive Grofle:
S12 = —k Y P,P;In(P;P;)
2]
= —k Y _(P,P;InP, + P,P;In P;)
2]

=51 Pi+SY P=S5+S;.
j i
e Falls {P} einem gemischten Zustand mit der Dichtematrix
p=> li)P,
entspricht, dann ist die Shannon-Entropie

S(p) = —kZPi In P, = —ktr (plnp) .

Wir wollen nun die Aussage beweisen, dafl die Shannon-Entropie einer Gleich-
gewichtsverteilung maximal ist. Hierzu betrachten wir neben dem Dichteo-
perator einer Gleichgewichtsverteilung { P},

p=>In) Pu(n| ,
n
eine beliebige andere Verteilung { P’} mit dem zugehorigen Dichteoperator
p=> ) P(n]
n’

wobei wir annehmen, dafi die Basissysteme {|n)} und {|n')} denselben
Hilbert-Raum aufspannen. Desweiteren fithren wir die Hilfsfunktion (Boltz-
mannsche H-Funktion)

H=tr[p'(lnp—1np')
ein und formen diese durch Einfiigen der Einsoperatoren ) |n’) (n'| und

n’

> |n) (n] in folgender Weise um:

H = ZP/, n'|Inp|n’) —In P, (n'|n')]

ZP’, W[ pn) {nn') —n Pl (' n) (n|n')]

n,n’

Z P (InP, —InP.)

=" PL(n|n)PIn <§Z> . (4.51)

n,n’
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Nun gilt Inz < 2 — 1, so daf§ folgt:

H< S | {nn) 2P, — Pl) = tr(p— p) = 0. (4.52)

Setzen wir jetzt in die Gleichgewichtsverteilung p die mikrokanonischen
Wahrscheinlichkeiten P, = 1/f2 ein, dann ergibt sich unter Beriicksichtigung

von (4.50)
H=-Wm0Y P> [(n|n)>=> P, mP,> [(n|n)
s s
= =4 =<
R
= 5>5.

Insgesamt folgt!'?

Satz 4.12: Shannonscher Entropiesatz

Die Shannon-Entropie eines abgeschlossenen Systems im Gleichgewicht ist
maximal:

S = maximal .

Dieser Satz stellt die Verbindung zwischen der Shannonschen Informations-
theorie und der statistischen Physik her. Wie wir im néchsten Unterabschnitt
zeigen werden, ergeben sich die in den letzten beiden Abschnitten diskutier-
ten Ensembles auf natiirliche Weise durch Maximieren der Shannon-Entropie
unter Beriicksichtigung addquater Randbedingungen.

4.4.2 Variation der Entropie

Bevor wir auf die mikrokanonischen, kanonischen und groflkanonischen En-
sembles zu sprechen kommen, betrachten wir zunéchst ganz allgemein ein
Gleichgewichtssystem, welches durch folgende Mittelwertbedingungen cha-
rakterisiert wird:

ST RAY =AM N pAP =A@ |

Um den zugehorigen Satz von Wahrscheinlichkeiten { P} zu finden, haben wir
nach Satz 4.12 die stationdren Punkte der Shannon-Entropie unter Beriick-
sichtigung obiger Bedingungen aufzusuchen. Zu diesem Zweck benutzen wir
die Methode der Lagrange-Parameter und erhalten somit folgende Varia-
tionsbedingung;:

2 Tn Anwendung 61 werden wir die Extremalititsbedingung (4.52) fiir die kanoni-
sche und grofikanonische Verteilung heranziehen. Dies liefert uns entsprechende
Minimumsprinzipien der freien Energie und des grofikanonischen Potentials.
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SF(Py,Ps,...)=0,
mit

F(PL,Py..)=—kY PP~ 5y PAY — 5,3 PAP +... .

Hieraus folgt
—k(In P, +1) - BAY — 3,A% — =0

:>Pi:%exp fZﬂjAgj) ,@zZexp *ZﬁjAEj)
J i J

wobei im letzten Schritt die (3; reskaliert wurden. Zu beachten ist, daf§ die
gefundenen P; tatséchlich zu einem Maximum fithren, denn es gilt

2 _ (0P;)*
S2F (P, Py,...) = _kZi:Ti <0.

Die Lagrange-Parameter 3; sind nun so zu wéhlen, daff obige Mittelwertbe-
dingungen erfiillt sind. Ableiten der allgemeinen Zustandssumme @ ergibt

In® 1 m i my
%; =Y A e [~ S gAY | = A0 (4.53)

9%Ind
Bz,

Da die Reihenfolge der Differentiationen keine Rolle spielt, folgt aus (4.53)
der Zusammenhang

0A(m) ?Ind 9?Ind _0AM

0Bn  0Bu0Bn 000 0P
Dies sind die Mazwellschen Integrabilitdtsbedingungen, von denen wir in der
Thermodynamik noch oft Gebrauch machen werden. Fiir die Entropie ergibt
sich

S = kaPilnPi

2

— A2 _ Am)” — (AA(m))

—g Stexp [ -3 347 ) | ~mo -y AP
( J J

=klnd+kYy BA0 . (4.54)

J

Unter Verwendung von
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Olnd 1 G) () 9B;
S _ ISR I I NN
oA @ Zi:eXp ;ﬂ . z]: " 9Awm
= — Z A(j)%
j 9At™
folgt aus (4.54) der Zusammenhang
95 _ [ 22 +gm+2A<j>Lﬂ — kB, .
AAm) AAm) 7 dAm)

Satz 4.13: Prinzip der maximalen Entropie und Zustandssumme

Aus dem Prinzip der maximalen Entropie folgen bei allgemeinen Nebenbe-
dingungen der Art

S pAY =40 | Y pAP =AD),

die (normierte) Wahrscheinlichkeitsverteilung

1 )
PiZEQXP —zj:ﬁin ,Zi:Pi:l
mit der Zustandssumme

@zZexp —ZﬂjAEj)
i J
und die Entropie

S=knd+k» BAG .
J

Es gelten die Beziehungen

Alm) = — kBm

O0ln® 2 92lnd oS
AAM) = — =
0Bm ( ) 932, " gAm)

sowie die Maxwellschen Integrabilitédtsbedingungen

JAT™ YA
9B 9Bm

Mit Hilfe dieses Satzes lassen sich jetzt leicht die Wahrscheinlichkeiten fiir die
verschiedensten Ensembles mit ihren jeweiligen Randbedingungen bestim-
men:
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Generalisiertes groflkanonisches Ensemble. Betrachten wir zunéchst
das generalisierte grofflkanonische Ensemble, welches folgenden Nebenbedin-
gungen unterliegt:

STRE=FE,Y PNi=N,Y PAY =40, j=1.2,...

Die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten lauten

1 .
Pi = 5exp —ﬂEEz — ﬁNNz - ZﬂjAz(j) 3
J

mit der generalisierten groffkanonischen Zustandssumme
=Y exp | —BeE— BN — ) ;A7
i J

Die Entropie ist

S=kInd+kBpE +kBNN +kY  B;AU) .

J

Thre Ableitungen nach den vorgegebenen Mittelwerten ergeben

oS a8 oS

_— = k' y T—= = k e k ;.

oF e GN THRON . o TR
Ersetzen wir die Lagrange-Parameter Sg, By und 3; durch die Gréflen T, p
und 3} in der Weise

_ 1 o _ 5

ﬂE_ﬁaﬁN__ﬁaﬂj_ﬁ7
dann folgt fiir das generalisierte groffkanonische Potential

~kTn® =E—TS — N + > _ ;A0 .

J

Die entsprechenden Zusammenhénge fiir das groflkanonische, kanonische und
mikrokanonische Ensemble ergeben sich nun einfach durch sukzessives Elimi-
nieren der iiberfliissigen Nebenbedingungen aus den Gleichungen des genera-
lisierten groflkanonischen Ensembles:

Grof3kanonisches Ensemble.

Nebenbedingungen: Z PE,=F , Z P,N;=N

1
P = ?e_ﬂEEi_BNNi LY = Ze_ﬂEEi_ﬁNNi
=\ S=klnY +kBgE + kByN

—kTlnY =E —TS — uN .
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Kanonisches Ensemble.

Nebenbedingungen: Z PE;,=F

P == e PEE;: . Z = Ze—ﬁEE
=4 S= k;an—!—kﬁEE
—kTInZ=E-TS .

Mikrokanonisches Ensemble.

Keine Nebenbedingungen in Form von Mittelwerten

1
Pl:ﬁ’gzz:l
S=kIn{2.

Offensichtlich fithrt der informationstheoretische Ansatz auf dieselben En-
semble-Gleichungen wie der statistische Ansatz (Abschn. 4.2 und 4.3), wo-
durch die Aquivalenz von Shannonscher und statistischer Entropie gezeigt ist.
In manchen Lehrbiichern wird zur Herleitung der verschiedenen Ensembles
der Shannonsche Ansatz aufgrund seiner formalen Einfachheit und Transpa-
renz gegeniiber dem statistisch-physikalischen Ansatz bevorzugt. Wir haben
uns entschieden, beide Zugangsweisen darzustellen, um die innere Verbindung
beider Ansétze deutlich sichtbar werden zu lassen.

Gibbssche Fundamentalform. Betrachten wir zum Schlufl dieses Ab-
schnittes den Energieaustausch eines Gleichgewichtssystems mit seiner Um-
gebung im kanonischen Ensemble. Energieaustausch kann offenbar entwe-
der durch einen Wechsel der relativen Wahrscheinlichkeiten P; erfolgen, oder
durch eine Anderung der Energien E;, welche ihrerseits durch eine (langsame)
Verénderung duflerer Parameter z; herbeigefithrt wird. Wegen

E= ZP,»Ei

folgt

dE = Y (dPE; + PdE) =Y dPE+» P

=Y dPE; - > X;dx; (4.55)
( J

wobei

OB, _ 0B _ 05\ 9S _ 05
8% - 833] OF Ox; o Oz;
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die zu z; konjugierte generalisierte Kraft ist (vgl. (4.21) und (4.23)). Unter
Verwendung der kanonischen Wahrscheinlichkeiten P; = e #Fi /Z gilt fiir die
Entropieédnderung (> dP; = 0)

dS = —kd <Z P lnPi> =—k» dP(InP,+1)=—k» dP,InP,

= kB> dPE; .
%
Hiermit geht (4.55) schliefllich iiber in
— 1
dE = 75dS - > Xjda; =TdS - Y Xjdx; . (4.56)
J J

Dies ist die Gibbssche Fundamentalform, die wir im néchsten Abschnitt noch
auf anderem Wege herleiten werden. Sie bildet die fundamentale Grundglei-
chung der Thermodynamik, aus der sich alle thermodynamischen Beziehun-
gen ergeben.

Zusammenfassung

e Die Shannonsche Entropie ist ein informationstheoretischer Be-
griff. Sie stellt ein Ma8 fiir die Unvollsténdigkeit von Information dar,
die man iiber ein physikalisches System besitzt.

e Die Shannonsche Entropie eines Gleichgewichtszustandes ist maximal.

e Aus dem Prinzip der maximalen Entropie l&8t sich die statistische Physik
als Variationsproblem formulieren.

e Die verschiedenen Definitionen der Entropie (informationstheoretisch,
statistisch und thermodynamisch) sind dquivalent.

Anwendungen

60. Master-Gleichung und Boltzmannsches H-Theorem. Man be-
trachte den Fall zeitabhéngiger Wahrscheinlichkeiten und stelle eine Glei-
chung fiir ihre zeitliche Entwicklung auf (Master-Gleichung). Mit Hilfe dieser
Gleichung berechne man die Boltzmannsche H-Funktion

HzZPrlnPT:ﬁ

und untersuche auch ihre Zeitabhéngigkeit.
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Lésung. Wir erinnern an die Diskussion atomarer Ubergiinge in Abschn. 3.8
und betrachten eine kleine zeitabhéngige Storung H' des Hamilton-Operators
H(t) = H9 + H'(t), mit H < H©®. Durch diesen Storterm gibt es
Ubergangswahrscheinlichkeiten W,., zwischen den Zustinden r und s glei-
cher Energie, wobei die Symmetrie W, = W, gilt. Somit folgt

apP.
dt

Z(PSWST - P’I‘WTS) = ZW’I‘S(PS - Pr) .

S

Dies ist die Master-Gleichung. Man beachte, daf} sie nicht invariant unter
Zeitspiegelung t — —t ist und deshalb einen irreversiblen Prozefl beschreibt.
Fiir die Boltzmannsche H-Funktion folgt hieraus

oy (dP’“ P, + dP’") =S W (P - P (0P 4 1)

dt dt dt

Tauscht man hierin die beiden Summationsindizes gegeneinander aus und
addiert dann beide Ausdriicke, so findet man

dH 1
T =-3 ;Wm(pr —P)(InP, —InP,) . (4.57)

Nun ist In P, eine monoton wachsende Funktion der P,; falls P. > P,, dann
ist auch In P, > In P; und umgekehrt. Es folgt deshalb

(P, — P)(InP, —InP,) >0 .

Da jedoch W5 immer positiv ist, mufl jeder Term in der Summe von (4.57)
positiv sein. Insgesamt erhalten wir

dH

I <0.
Dies ist das Boltzmannsche H-Theorem (vgl. (4.52)). Da die Funktion H
mit der Entropie iiber S = —kH verbunden ist, bedeutet dies auch, daf} die
Entropie immer zunimmt. Das Gleichheitszeichen gilt nur, falls P. = P; fiir
alle Zustéinde, fiir die Ubergéinge maoglich sind, d.h. falls fiir alle moglichen
Zusténde gilt: P. = const. Dies ist natiirlich im Gleichgewicht der Fall und
entspricht gerade dem 2. statistischen Postulat. Somit ist nochmals gezeigt,
daB die Entropie im Gleichgewicht maximal ist.

61. Extremalititsbedingungen im kanonischen und grof3kanoni-
schen Ensemble. Man zeige mit Hilfe der Boltzmannschen H-Funktion die
Extremaleigenschaft der freien Energie F = E —T'S und des grofkanonischen
Potentials J = E — TS — uN fiir ein Gleichgewichtssystem im Austausch mit
einem Warmebad bzw. mit einem Warme- und Teilchenbad.
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Lésung. Setzt man in (4.51) die kanonische Verteilung P, = e %% /Z ein,
dann gilt

kM = —k> PL[(n|n)[*(InZ + BE,) + &'

n,n’
= —kInZ —kptr(pH)+ S = —kInZ —kBE'+ 5 <0 .
Hieraus folgt
~kTmWZ=F=E-TS<E -TS .

Die freie Energie ist also bei einem Gleichgewichtssystem mit vorgegebener
Temperatur minimal. Setzt man andererseits in (4.51) die groBkanonische
Verteilung P, = e*B(E"*"N")/Y ein, dann ist

k?—l:sz J{n|ny P(InY + BE, — BuN,) + S’
nn
= —klnY — kptr(p'H) + kButr(p'N) + S
= —kInY —kBE + BuN’+ 5 <0.
Hieraus folgt
—kTlmnY=J=E—-TS—uN<E —-TS§ —uN'.

Das heifit das groflkanonische Potential ist bei einem Gleichgewichtssystem
mit vorgegebener Temperatur und vorgegebenem chemischen Potential mini-
mal. Im Rahmen der Thermodynamik, Abschn. 4.5, werden wir diese Extre-
malitdtsbedingungen auf anderem Wege herleiten und genauer untersuchen.

4.5 Thermodynamik

Die Thermodynamik beschéftigt sich mit der makroskopischen Beschreibung
von materiellen Systemen im Gleichgewicht. Sie wurde in der Mitte des 19.
Jahrhunderts formuliert, also zu einer Zeit, als die mikroskopische Struktur
von Materie noch nicht richtig erkannt wurde bzw. als es noch keinen mi-
kroskopischen Zugang in Form von Ensemble-Theorien gab. Sie stellt somit
eine rein phianomenologische Theorie dar, deren Grundgesetze sich allein auf
experimentelle Erfahrung griinden und axiomatisch postuliert werden. Ins-
besondere wird die Existenz einer Entropiefunktion S mit der zugehorigen
Extremaleigenschaft vorausgesetzt, wobei sich ihre genaue Form im Rah-
men der Thermodynamik nur indirekt durch das Experiment bestimmen 148t.
Es wurde bereits desofteren erwihnt, dafl zwischen der statistischen Physik
und der Thermodynamik eine innige Verbindung besteht, weil die statisti-
sche Physik die mikroskopische Begriindung fiir die in der Thermodynamik
rein makroskopisch definierten Begriffe und Gesetze liefert. Diese Verbindung
manifestiert sich in der Boltzmann-Gleichung S = k1n (2.
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Dieser Abschnitt behandelt die Theorie der Thermodynamik. Es werden
die thermodynamischen Hauptsditze vorgestellt und anschliefend besprochen.
Desweiteren diskutieren wir die thermodynamischen Potentiale, mit deren
Hilfe sich Systeme durch die verschiedensten unabhéngigen Zustandsvaria-
blen ausdriicken lassen. Es werden thermische Koeffizienten zur Beschrei-
bung von Zustandséinderungen eingefiihrt und Beziehungen zwischen ihnen
hergeleitet. Ferner stellen wir mit Hilfe der thermodynamischen Potentiale
Gleichgewichtsbedingungen fiir offene Systeme in Form von einfachen Extre-
malititsbedingungen auf und setzen hiermit verbundene Stabilitdtskriterien
mit den thermischen Koeffizienten in Beziehung. Zum Schlufl beschéftigen
wir uns mit Wdrmekraftmaschinen und ziehen insbesondere die ersten bei-
den Hauptséitze heran, um Kriterien fiir ihre Realisierbarkeit abzuleiten.

Bevor wir beginnen, geben wir eine kurze Zusammenstellung einiger wich-
tiger thermodynamischer Begriffe, von denen manche auch schon im Zusam-
menhang mit der statistischen Physik benutzt wurden:

e Jedes makroskopische System ist ein thermodynamisches System. Sein
thermodynamischer Zustand wird durch einen Satz von thermodynami-
schen Zustandsgrdfien beschrieben, also durch mefibare makroskopische
Groflen wie z.B. Temperatur T, Druck P usw., die einen wohldefinierten
Wert besitzen.

e Das thermodynamische Gleichgewicht eines Systems ist dadurch definiert,
daf sein thermodynamischer Zustand zeitunabhéngig ist.

e Eine Zustandsgleichung ist ein funktionaler Zusammenhang zwischen den
Zustandsgroflen des betrachteten Gleichgewichtssystems. Insbesondere
nennt man

P =P(T,V,N) thermische Zustandsgleichung
E = E(T,V,N) kalorische Zustandsgleichung .

e Eine Zustandsdnderung eines Systems verlduft quasistatisch, wenn sich die
dueren Parameter des Systems so langsam dndern, dafl das System eine
Folge von Gleichgewichtszustéinden durchléuft. Man nennt dariiber hinaus
eine Zustandsinderung reversibel, wenn die zeitliche Umkehr der Ande-
rung der dufleren Parameter eine Umkehr der Folge von durchlaufenen
Zusténden bewirkt. Andernfalls heifit die Zustandsinderung irreversibel.
Jede reversible Zustandsénderung ist demnach auch quasistatisch; die Um-
kehrung dieser Aussage gilt dagegen i.a. nicht.

e Folgende Arten von Zustandsinderungen sind speziell definiert:
Adiabatisch: Keine Wiarmeénderung: AQ = 0
Isentrop: Keine Entropieiinderung: AS = 0
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Isochor: Kein Volumenénderung: AV =0
Isotherm: Keine Temperaturéinderung: AT = 0

Isobar:  Keine Druckidnderung: AP =0.

e Wird ein System durch eine intensive Zustandsgrofie beschrieben, dann wis-
sen wir aus der statistischen Physik, dafl die zugehorige extensive Grofle nur
als Mittelwert spezifiziert ist. Dieser Mittelwert ist jedoch im Falle makro-
skopischer Systeme so scharf, dafl er faktisch ebenfalls eine Zustandsgrofie
des Systems darstellt. Dies werden wir im folgenden konsequent beriick-
sichtigen, indem wir keine Mittelwerte hinschreiben, sondern z.B. fiir E
und N die Symbole E bzw. N verwenden. In diesem Zusammenhang sei
auch darauf hingewiesen, daf} in vielen Lehrbiichern der statistische Mittel-

wert der Energie, F, im Rahmen der Thermodynamik mit innerer Energie
U bezeichnet wird.

4.5.1 Hauptsitze der Thermodynamik

Die Thermodynamik basiert auf folgenden empirisch gefundenen Grundge-
setzen:

Hauptsédtze der Thermodynamik

1. Hauptsatz

Fiir jedes System ist die Energie F eine extensive Zustandsgrofle, welche
bei abgeschlossenen Systemen erhalten ist. Tauscht ein System Energie mit
seiner Umgebung aus, dann gilt fiir das totale Differential dE

dE = dQ +dw .

Hierbei ist aQ die dem System zugefithrte Warmemenge und dW die dem
System zugefithrte mechanische Arbeit.

2. Hauptsatz

1. Teil: Es gibt eine extensive Zustandsgrofle, die Entropie S, und eine
intensive Grofe, die absolute Temperatur 7', mit der folgenden Eigenschaft:
Fiir ein nicht isoliertes System, welches in einem quasistatischen Prozef§ die
Wairmemenge aQ absorbiert, gilt

ds = % fiir reversible Prozesse
ds > % fiir irreversible Prozesse .

2. Teil: Die Entropie eines abgeschlossenen Systems kann mit der Zeit nur
grofler werden und ist im Gleichgewicht maximal: AS > 0.
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3. Hauptsatz (Nernstscher Wirmesatz)

Beim absoluten Temperatur-Nullpunkt 7" = 0 néhert sich die Entropie eines

Gleichgewichtssystems dem Entropie-Nullpunkt: S =00,

Zum 1. Hauptsatz. Hier werden offenbar zwei Arten der Energiezufuhr un-
terschieden. Zum einen gibt es die mechanische Arbeit dW . Beispiele hierfiir
sind etwa eine Volumeninderung oder die Anderung der Teilchenzahl. Zum
anderen kann dem System auch Energie in Form von Wérme &Q zugefiihrt
werden, und zwar ohne, dafl dabei Arbeit verrichtet werden muf.

Fiir die infinitesimalen Anderungen dQ und dW wurde das Symbol d
eingefiihrt, da @ und W keine ZustandsgroBen sind und somit keine wohlde-
finierten Werte in Gleichgewichtszustéinden besitzen. Betrachten wir hierzu
z.B. einen Kreisprozefs, bei dem ein System von einem bestimmten Zustand
iiber verschiedene Zwischenzustéinde in den Ausgangszustand zuriickkehrt.
Fiir solche Prozesse mufl die Gesamténderung jeder Zustandsgrofle verschwin-
den. Dies bedeutet fiir die Energie

de:O.

Fiir die wiahrend des Kreisprozesses zugefithrte Warme und Arbeit gilt dage-
gen i.a. (siehe Unterabschn. 4.5.5)

f&@:—faw;éo.

Das heifit die Anderung der Wirme und der mechanischen Arbeit héngt i.a.
vom Austauschprozefl selbst ab und nicht, wie bei der Energie, lediglich vom
Anfangs- und Endzustand des Systems. Anders ausgedriickt: Im Gegensatz
zu dF sind aQ und dW keine totalen Differentiale.

Zum 2. Hauptsatz. Bei einer quasistatischen Zustandsédnderung werden
die dufleren Parameter eines Systems hinreichend langsam veréindert, so dafl
sich das System wéahrend des gesamten Prozesses im Gleichgewicht befindet.
In diesem Fall kénnen wir fiir die am System geleistete Arbeit schreiben:

dw = — Z X;dz; , X; = generalisierte Kraft .

Unter Verwendung des 1. und 2. Hauptsatzes ergibt sich hieraus die Gibbssche
Fundamentalform (vgl. (4.56)):

Satz 4.14: Gibbssche Fundamentalform

Bei einer quasistatischen Zustandsénderung ist

dE =dQ+dW < TdS - ) Xdu; .

Das Gleichheitszeichen gilt fiir reversible Prozesse.
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Losen wir diese Gleichung fiir reversible Prozesse nach d.S auf,

dE X;
dS— T —&—Z?dxl 5

%

und bilden andererseits das totale Differential der Entropie,

8SE35 8SE30
ds = dE Z Fra R

dann folgt durch Vergleich der letzten beiden Gleichungen

1 0S(E,x) 0S(E,x)
T  OF » Xi=T or;

Diese Ausdriicke entsprechen gerade den Definitionen der Temperatur (4.21)
und der generalisierten Krifte (4.23) in der statistischen Physik. Wir sehen
hieran explizit die Aquivalenz zwischen den statistischen und thermodynami-
schen Begriffen ,,Entropie“, ,, Temperatur® und , generalisierte Kréfte“. Ins-
besondere kann deshalb auch hier der in Unterabschn. 4.2.3 stehende Satz
4.9 bzgl. der Gleichgewichtsbedingungen eines zweiteiligen abgeschlossenen
Systems unveréndert iibernommen werden.

Die Temperaturskala wird in der Thermodynamik durch Festlegung einer
bestimmten Temperatur definiert. Hierzu wihlt man konventionsgeméfl den
Tripelpunkt von Wasser, wo alle drei Phasen Wasserdampf, Wasser und Eis
im Gleichgewicht sind, und legt diesen auf T; = 273.16 K (Kelvin) fest. 1 K
ist demnach der 1/273.16-te Teil der Temperaturspanne zwischen 7' = 0 und
T = Ty. Aus dieser Festlegung folgt fiir die Boltzmann-Konstante der Wert
k = 1.38054 - 10723 J /K.

Durch den 2. Hauptsatz, 2. Teil wird eine Zeitrichtung vorgegeben, denn
AS > 0 bedeutet ja dS/dt > 0. Nun wissen wir aber, daf} sich die Entropie
mikroskopisch, d.h. unter Anwendung der Mechanik bzw. Quantenmechanik
begriinden 148t, also durch Theorien, die zeitumkehrinvariant sind. Da bis
heute nicht endgiiltig geklart ist, wie sich die thermodynamische Zeitrichtung
quantenmechanisch erkliaren 148t, miissen wir AS > 0 als reine Erfahrungs-
tatsache hinnehmen. Man beachte in diesem Zusammenhang, dafl wir auch in
der Elektrodynamik und Quantenmechanik eine Festlegung der Zeitrichtung
kennengelernt haben, nédmlich bei der Bevorzugung retardierter gegeniiber
avancierter Potentiale (Unterabschn. 2.2.4) und bei der Bevorzugung auslau-
fender gegeniiber einlaufender Kugelwellen (Unterabschn. 3.10.1).

Zum 3. Hauptsatz. Hierdurch sind nicht nur Entropiedifferenzen wie beim
2. Satz, sondern auch die Entropie selbst eindeutig definiert. Experimen-
telle Unterstiitzung dieses Satzes kommt aus der Messung von spezifischen
Waérmen, die am Nullpunkt ebenfalls verschwinden sollten. Dies ist bisher fiir
alle untersuchten Systeme verifiziert worden.
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4.5.2 Thermodynamische Potentiale

Wie einleitend bereits erwidhnt wurde, beschreibt eine Zustandsgleichung
den funktionalen Zusammenhang zwischen verschiedenen Zustandsgroflen ei-
nes thermodynamischen Systems. Oftmals erweist es sich als glinstig, be-
stimmte Groflen gegeniiber anderen vorzuziehen, da diese dem Experiment
leichter zugiéinglich sind. Im allgemeinen gehort zu jedem Satz extensiver
Zustandsgrofien (S, 1, 2o, ...) ein konjugierter Satz von intensiven Grofien
(T, X1, Xo,...) so dal man die geeigneten Groflen aus beiden Sétzen frei
wihlen kann, also z.B. (T, z1, X2, x3,...). Wir bestimmen nun die Zustands-
gleichungen fiir die folgenden Sitze von unabhiingigen Zustandsgrofien (die
Verallgemeinerung auf andere Kombinationen ist unproblematisch):

(S,V.N), (T,V,N), (S,P,N), (I,P,N), (T,V,p) . (4.58)
Ausgangspunkt hierfiir ist die Gibbssche Fundamentalform (siehe Satz 4.14):
dE =TdS + pdN — PdV

mit der Entropie S, dem Volumen V und der Teilchenzahl N als einzige
unabhéingige Zustandsgrofen. Aus ihr ergeben sich durch Legendre-Transfor-
mationen alle weiteren totalen Differentiale mit den entsprechenden, in (4.58)
aufgefiihrten unabhéngigen Variablenpaaren:

Definition: Thermodynamische Potentiale

e FEnergie E (unabhéingige Zustandsvariablen: S, V, N):
dE =TdS — PdV + pdN
— E=E(S,V,N) .

Freie Energie F (unabhéngige Zustandsvariablen: T, V, N):
dF = d(E — TS) = —SdT — PV + pdN
— F=F(T,V,N)=E TS .

Enthalpie H (unabhiingige Zustandsvariablen: S, P, N):
dH = d(E + PV) = TdS + VdP + pdN
— H=H(S,P,N)=E+ PV .

Freie Enthalpie G (unabhéngige Zustandsvariablen: T, P, N ):
dG =d(H —TS) = —SdT + VdP + udN
— G=G(T,P,N)=E—TS+PV .
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e Groffkanonisches Potential J (unabh. Zustandsvariablen: T, V, u):
dJ =d(F — uN) = —SdT — PdV — Ndu
— J=J(T,V,u) = FE—-TS — uN .

Die ZustandsgroBlen E, F, H, G, J heiflen thermodynamische Potentia-
le, sofern sie als Funktion der jeweils angegebenen natirlichen Variablen
auftreten.

Um z.B. die freie Enthalpie zu erhalten, hat man die entsprechenden funk-
tionalen Abhéngigkeiten E(T, P, N), S(T, P, N) und V(T, P, N) in die Defi-
nitionsgleichung G = F — T'S + PV einzusetzen.

Thermodynamische Kréfte. Schreibt man fiir jedes der angegebenen Po-
tentiale das vollstdndige Differential an, dann liefert der Vergleich mit den

entsprechenden Definitionsgleichungen die zugehorigen thermodynamischen
Krifte. Sie lauten

(35), =7 ()0 =0 (o), =
(7)== ()= )., =
<?9§{>PN - (g]rli)s,N -V (ZJHV)S,P - (459
(gg)P,N -5 (gjcj)T,N -V 7 (gjc\i)T,P -

oJ oJ oJ
(w) =5 (av)m =P, (au)m =

Maxwell-Relationen. Aus der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen
einer Funktion f(z,v), also 0%f/0x0y = 0°f/0yOx, ergeben sich aus jeder
Zeile von (4.59) jeweils 3 Mazwell-Relationen. Wir begniigen uns hier mit
der Angabe jeweils einer Maxwell-Relation aus den ersten vier Zeilen; sie
entsprechen dem Fall konstanter Teilchenzahl N:

(3& ) (3 )v
S,N S N
<8SL> (81 )v
T,N N
( ) < ) (4.60)
opP SN a8 P,N
(8S> (6 )
T,N P,N
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Gibbs-Duhem-Relationen. Zwischen dem chemischen Potential x4 und der
freien Enthalpie G besteht ein besonders einfacher Zusammenhang. Da die
freie Enthalpie eine extensive Grofle ist, gilt

G(T,P,N)= Ngy(T,P),
wobei ¢ eine intensive Grofie darstellt. Unter Verwendung von (4.59) folgt
hieraus die Gibbs-Duhem-Relation
oG

G
= (= —¢(T,P) = — — uN .
p (3N)Tp g(T, P) N’:ﬁG %

Setzen wir dies z.B. in die freie Energie F' und in das grokanonische Potential
J ein, dann folgen als weitere Gibbs-Duhem-Beziehungen

F=uN-PV, 6 J=-PV. (4.61)

Vollstéindige thermodynamische Information. Offensichtlich ergeben
sich aus der Kenntnis eines thermodynamischen Potentials als Funktion seiner
natiirlichen Variablen alle anderen Potentiale (durch Legendre-Transforma-
tionen) und somit alle thermodynamischen Zustandsgrofien. Insofern enthalt
jedes einzelne thermodynamische Potential die vollstéindige thermodynami-
sche Information des betrachteten Systems. Als Beispiel betrachten wir die
freie Enthalpie H = H(S, P, N) und zeigen, wie man hieraus die kalorische
Zustandsgleichung F = E(T,V, N) erhélt. Grundsétzlich beginnt man mit
den partiellen Ableitungen des Potentials:

OH
T = (&?)m =T(S,P,N) .

Lost man diese Gleichung nach S auf, so ergibt sich S(T, P, N). Weiterhin
gilt

V= <8H> = V(S,P,N) =VI[S(T,P,N),P,N] = V(T,P,N) .
opP S,N

Diese Gleichung, nach P aufgelost, ergibt P(T,V,N). Setzt man nun
S(T,P,N)und P(T,V,N) in H(S, P,N) ein, dann folgt
H(S,P,N)=H{S[T,P(T,V,N),N],P(T,V,N),N} = H(T,V,N)
und somit schlielich
E=H(T,V,N)—P(T,V,N)V =E(T,V,N) .

Man erhilt iibrigens mit S(T, P, N), P(T,V,N) und E(T,V, N) auch direkt
die freie Energie als Funktion ihrer natiirlichen Variablen:

F = E(T,V,N)—TS[T,P(T,V,N),N] = F(T,V,N) .
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4.5.3 Zustandsinderungen und thermische Koeffizienten

Aus experimenteller Sicht erhédlt man Aufschlufl iiber die Zusammenhéinge
zwischen den einzelnen makroskopischen Groéflen, indem man ihr Verhalten
bei Anderung bestimmter Grofien studiert. Zu diesem Zweck definiert man
die folgenden thermischen Koeffizienten, weil diese dem Experiment in vielen
Fillen einfach zuginglich sind:'3

. 1 /oV 1 /08
Ausdehnungskoeffizient: a = v (8T>P =y <(‘3P>T
oP oS
D jent: — (=) = (==
ruckkoeffizient 8 (8T> , <5V) i

H
Isobare Wirmekapazitit: Cp =T (g;)}) = (ZT)P
oE

*(ar), = (o),

Die ersten beiden Relationen bestehen aus zweiten Ableitungen der thermo-
dynamischen Potentiale und sind in den Maxwell-Relationen (4.60) enthalten.
Die letzten beiden enthalten erste Ableitungen der Potentiale und ergeben
sich aus den vollstdndigen Differentialen von dH bzw. dE, wie sie in der obi-
gen Definition der thermodynamischen Potentiale angegeben sind. Dariiber
hinaus fithrt man noch folgende Kompressibilitéiten ein:

Isochore Wirmekapazitit: Cy,

1 /oV
Isoth K balitdit: = —— | —
sotherme Kompressibilitd KT v (3P)T
1 /oV
Adiabatische K ibilitdt: = —— | = .
1abatische Kompressibilitit: kg v <6P)S
Normalerweise sind nicht alle diese Gréflen im selben Mafle einfach zu messen.
Es ist deshalb instruktiv, Beziehungen zwischen ihnen herzuleiten. Tauscht

man beim Druckkoeffizient festgehaltene und verénderliche Variable nach der
Regel (A.4) aus, dann folgt als erste Relation

«
p= e (4.62)

Eine weitere Gleichung ergibt sich aus S = S(T,V) = S[T,V (T, P)]:
s oS a8 ov
T(2) =7(22) +r(&2) (22
(r), =7 (&), +7 (&), (),

oS ov
—ar-e=r(5), (57), -

Bei Verwendung der Regel (A.4) sowie der zweiten in (4.60) angegebenen
Maxwell-Relation kénnen wir dies umschreiben zu

13 Der iiberall konstant gehaltene Parameter N wird im folgenden unterdriickt.
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oS\ _(oP\ __(op\ (ov
ov ), o\ orT v N ovV ) \oT ) p

oP ovV\? 2TV
o L . 4.
:>Cp CV T((’)V)T(GT)P K ( 63)

Aus V = V(S,P) = V[T(S, P), P] ergibt sich eine dritte Bezichung in ana-
loger Weise:

OV _(OV (0T _ (oV
or), \ar),\opr), \oP),
e = L (OV) (0T

rers=y\er ) \or)

Mit der dritten, in (4.60) angegebenen Maxwell-Relation sowie der Ketten-
regel (A.6) geht diese Gleichung iiber in

ory\ _ (oV\ _ (oV or
oP), \as), \or),\as),
1 /oV\? /0T Q2TV
e L (OV 9y _ 4.64
TS v<3T>P(aS>P Cp (4.64)

Die Kombination von (4.63) und (4.64) liefert schliefllich die weiteren Bezie-
hungen

a?TV o?TVkg Cp kT
Cp=——— , Cy=—""-—""2 — ==
KT — Kg (kr —ks)kr  Cyv  Kg

4.5.4 Gleichgewicht und Stabilitit

Wir wollen nun untersuchen, wie sich Gleichgewichtsbedingungen von nicht
abgeschlossenen (offenen) Systemen formulieren lassen. Wir nehmen dabei
an, daf} diese Systeme im allgemeinsten Fall Warme und mechanische Ener-
gie in Form von Volumen V und Teilchen N mit ihrer Umgebung quasistatisch
austauschen kénnen. (Die Verallgemeinerung auf andere mechanische Ener-
gieformen ist unproblematisch.) Ausgangspunkt ist die aus dem 2. Hauptsatz,
1. Teil folgende Gibbssche Fundamentalform (siehe Satz 4.14)

TdS > dE — pdN + PdV . (4.65)

Betrachten wir zunéchst den Fall eines abgeschlossenen Systems, also
dE =dV = dN = 0, dann folgt hieraus

(dS)e,v,n >0 .

Das heifit die Entropie eines abgeschlossenen Systems mit konstanter Energie,
konstanter Teilchenzahl und konstantem Volumen wird niemals kleiner und
besitzt im Gleichgewicht ein Mazimum. Dies ist aber gerade der Inhalt des 2.
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Hauptsatzes, 2. Teil. Der 2. Teil ergibt sich also als notwendige Folgerung aus
dem 1. Teil. Nehmen wir nun an, das System werde von auflen auf konstanter
Entropie gehalten und sei ansonsten isoliert (dS = dN = dV = 0). Dann
folgt aus (4.65)

(dE)s,vn <0.

Also: Die Energie eines Systems, das auf konstanter Entropie gehalten wird
und ansonsten isoliert ist, wird niemals gréfer und besitzt im Gleichgewichts-
zustand ein Minimum. Als néchstes betrachten wir den Fall, dafl ein System
von auflen auf konstanter Temperatur gehalten wird und mechanisch isoliert
ist (AT = dN = dV = 0). Dann koénnen wir, wieder ausgehend von (4.65),
schreiben:

TdS > dE — pdN + PdV
> d(E — TS) 4+ TdS + 84T — udN + PAV

= 0> dF + SdT — udN + PdV
— (dF)T,V,N <0.

Die freie Energie eines Systems, das auf konstanter Temperatur gehalten wird
und mechanisch isoliert ist, wird niemals grofser und besitzt im Gleichgewicht
ein Minimum. Auf die hier vorgefithrte Weise lassen sich leicht die entspre-
chenden Bedingungen fiir offene Systeme mit anderen konstant gehaltenen
Parametern herleiten. Fiir dS = dP = dN = 0 hat man

TdS > dE — pdN + PdV
> d(E + PV) — VAP — pdN

—0>dH — VdP — udN
= (dH)S,P,N S 0.
Fiir dT'=dP = dN = 0 ergibt sich

TdS > dE — pdN + PdV
> d(E— TS+ PV) +TdS + SdT — VAP — udN

= 0>dG + SdT — VdP — udN
= (dG)r,pN <0,
und fiir dT" = dp = dV = 0 folgt schliefSlich

TdS > dE — pdN + PdV
> d(E—-TS — uN)+ SdT +TdS + Ndu + PdV

= 0>dJ + SdT + Ndp + PdV

—— (dJ)Tyv’“ <0.
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Wir erkennen hieraus folgende einfache GesetzméafBigkeit:

Satz 4.15: Gleichgewichtsbedingungen
und thermodynamische Potentiale

Werden bei einem System die natiirlichen Variablen eines bestimmten ther-
modynamischen Potentials konstant gehalten, dann wird dieses Potential
niemals grofler und besitzt im Gleichgewicht ein Minimum:

E,V,N konstant = (dS)g,v,n > 0 (abgeschl. System: Maximum)
S, V, N konstant = (dE)s vy <0

T,V, N konstant

o
3
3
=
2
IA

(en)

S, P, N konstant

Q T
5 &
N R
4 4
[VANVAN

(an)

_—
—
T, P, N konstant —-
—

T,V, i konstant

Als Beispiel fiir das Minimumsprinzip der freien Energie betrachte man ein
Gas in einem Zylinder bei konstanter Temperatur, konstanter Teilchenzahl
und konstantem Volumen. Im Zylinder sei ein frei beweglicher Kolben, der
das Gesamtvolumen V in zwei Teile V; und V5 aufteilt, in denen die Driicke
P, und P, herrschen. Gefragt ist nach der Gleichgewichtslage des Kolbens,
wenn man ihn an irgend einer Stelle losldfit. Die zugehorige Gleichgewichts-
bedingung lautet (dVo = —dV})

oF oF
dF)r = | — dVi + | = dV:
(AE)z,v.n (8V1>T,N ' (8V2>T,N ?

M T,N q4e T,N

Hieraus folgt erwartungsgeméif

oF oF
— =| 5+ =P =5.
<8V1>T,N <6V2>T,N ' ’

Stabilitit. Die in Satz 4.15 angegebenen Minimumsbedingungen der ther-
modynamischen Potentiale sind notwendig aber nicht hinreichend, um einen
Gleichgewichtszustand zu determinieren. Betrachten wir z.B. die Energie
E(S,V), dann bedarf es fiir stabiles Gleichgewicht bei einer kleinen Variation
von S und V neben dE = 0 zuséitzlich der Bedingung

PE>0.

dV; =0.

Fiihren wir diese Variation aus, dann erhalten wir
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OF OF
E(S+dS,V +dV) = E(S,V) + <as>vds+ (W>de

025 , . 028
+ [(852>V (d8)? 4 25 =-dSdV

+ (gg)s(dvﬂ + ...

2 2 2
:><a E) (dS)2+2aEdeV+<aE> (dV)?2 >0.
14 S

852 9SoV V2

Damit nun eine beliebige quadratische Form az? + 2bxy + cy? positiv definit
ist, mu} gelten: @ > 0, ¢ > 0 und (ac — b?) > 0. Dies bedeutet in unserem

Fall
0’F oT T
0’E oP 1
(8‘/2>S——(W>S—W>O:>/€S>O (467)

PE\ (PEY (0B T (or\'_
952 ), \av2 ), \asav) ~ ViCyrs \oV )

T (oY
VCVKZS ov S '
In gleicher Weise fithrt z.B. die Stabilititsbedingung d?F > 0 zu der Unglei-
chung

2
(8 F) :—<8P> ! >0=rr>0. (4.68)
T T

V2 V). Ver

Die Bedingungen (4.66), (4.67) und (4.68) besagen, daf} ein System nur dann
im Gleichgewicht sein kann, wenn

e die Temperatur steigt, falls es bei konstantem Volumen aufgeheizt wird
(CV > O),

e das Volumen kleiner wird, falls es bei konstanter Entropie komprimiert
wird (kg > 0),

e das Volumen kleiner wird, falls es bei konstanter Temperatur komprimiert
wird (k7 > 0).

Dies sind spezielle Beispiele des Le Chatelier-Prinzips, nach dem spontane
Anderungen eines Gleichgewichtssystems zu Prozessen fithren, die bestrebt
sind, das System zuriick ins Gleichgewicht zu bringen. Aus Cy, kp > 0 folgt
wegen (4.63) auch Cp > 0. Weiterhin folgt aus kp > 0 und (4.62), daf «
und (§ das gleiche Vorzeichen haben; im Normalfall sind sie positiv. Eine
Ausnahme ist z.B. Wasser am Gefrierpunkt.
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4.5.5 Wirmekraftmaschinen und Kreisprozesse

Historisch gesehen begann die Entwicklung der Thermodynamik mit dem
Studium von Wiarmekraftmaschinen. Hierunter versteht man Maschinen, die
Wairme in andere Energieformen umwandeln. Aufgrund ihrer immensen tech-
nologischen Bedeutung, ganz abgesehen von ihrer historischen Bedeutung im
Zusammenhang mit der industriellen Revolution, wollen wir in diesem Un-
terabschnitt einige Eigenschaften von Warmekraftmaschinen genauer unter-
suchen. Wir beschranken uns dabei auf zyklisch arbeitende Maschinen, also
auf solche, die nach Durchlaufen eines Zyklusses in ihren Ausgangszustand
zuriickkehren.

Perpetuum mobile 1. und 2. Art. Man betrachte das in Abb. 4.5 skiz-
zierte abgeschlossene System. Es besteht aus einem Wirmereservoir R mit

AQ AW

Abb. 4.5. Schematische Darstellung einer Wiarmekraftmaschine M, die eine
Wiarmemenge AQ in Arbeit AW umwandelt

konstanter Temperatur 7', einer Wirmekraftmaschine M und einem Arbeits-
speicher S. Innerhalb eines Zyklusses entnimmt die Maschine dem Reser-
voir die Wiarmemenge AQ), wandelt sie in Arbeit AW um und fiihrt diese
dem Arbeitsspeicher zu. Da die Maschine nach einem Zyklus wieder in ihren
Ausgangszustand zuriickkehrt, gilt AEy = 0. Nach dem 1. Hauptsatz folgt
hieraus

ABy = AQ — AW =0 = AQ = AW .

Dies bedeutet, die Maschine ist sicherlich nicht in der Lage, mehr Arbeit ab-
zugeben als sie in Form von Wérme aufgenommen hat. Mit anderen Worten:
Der erste Hauptsatz verbietet die Existenz eines Perpetuum mobiles 1. Art.
Die Maschine ist allerdings auch nicht in der Lage, genau soviel Arbeit abzu-
geben, wie sie an Warme aufgenommen hat, weil dies im Widerspruch zum
2. Hauptsatz steht. Um dies zu sehen, benétigen wir die Entropiednderungen
von R, M und S nach einem Zyklus. Da dem Reservoir die Warmemenge AQ
entzogen wurde, gilt
A AW
ASR > T =" -

Fiir die Maschine ist

ASy =0,
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weil sie nach dem Zyklus wieder in denselben Zustand zuriickkehrt. Neh-
men wir sinnvoller Weise an, dafl der Arbeitsspeicher nur aus sehr wenigen
Freiheitsgraden besteht, z.B. aus einer Feder mit nur einem Freiheitsgrad,
dann ist seine Entropiednderung gegeniiber derjenigen von R sicherlich ver-
nachléassigbar, also

ASS%O

Nach dem 2. Hauptsatz mufl die Entropieinderung des abgeschlossenen Ge-
samtsystems grofer gleich Null sein, d.h. es muf} gelten:

A
ASR+ASM+ASsZ—TW20:>AW§O.

Wir folgern hieraus: Es gibt keine Maschine, dessen Wirkung einzig und allein
darin besteht, eine Wiarmemenge AQ in die Arbeit AW = AQ umzuwandeln
(Perpetuum mobile 2. Art). Diese Aussage ist die Kelvinsche Formulierung
des 2. Hauptsatzes. Hierzu dquivalent ist die Clausiussche Formulierung des
2. Hauptsatzes: Es gibt keine Maschine, dessen Wirkung einzig und allein
darin besteht, eine Wiarmemenge AQ einem kélteren Wirmereservoir zu ent-
nehmen und einem wéarmeren zuzufithren. Man iiberzeugt sich leicht von der
Richtigkeit dieser Aussage, indem man wieder die Energie- und Entropiebi-
lanz fiir das System R;+M+Rsy anschreibt.

Wirmekraftmaschinen und Wirkungsgrad. Um eine funktionstiichti-
ge, d.h. eine mit dem 1. und 2. Hauptsatz im Einklang stehende Warmekraft-
maschine bauen zu kénnen, mufl man dafiir sorgen, dafl die Gesamtentropie
wiahrend eines Zyklusses nicht abnimmt. Dies 143t sich erreichen, indem man
das oben skizzierte System um ein weiteres Wiarmereservoir erweitert, an das
die Maschine einen Teil seiner aufgenommenen Wérmemenge abgeben kann,
so daf} sich die Entropie dieses Reservoirs um den erforderlichen Betrag ver-
groBert. Ein solches System ist in Abb. 4.6 dargestellt. Aus dem 1. Hauptsatz
ergibt sich jetzt

AEM = AQI — AQQ — AW =0—= AQQ = AQI — AW . (469)

Die Entropiedifferenzen der einzelnen Systemkomponenten sind

AW
AQq M AQ2

Ri, Th Ra, T T >T1>

Abb. 4.6. Schematische Darstellung einer realisierbaren W#rmekraftmaschine M,
die einen Teil AQ2 der aufgenommen Warmemenge AQ: abgibt und den Rest in
Arbeit AW umwandelt
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A A
%,ASMZ%,ASM:&ASS%O.

1 2
Der 2. Hauptsatz liefert die Bedingung

ASg, > —

0.

1 1 AW
> — - — | = >
ASRl + A532 + ASu + ASg > AQl (T2 T1> T, =

Hieraus folgt, da§ die maximale (positive) Arbeit, die M abgeben kann, nach
oben beschrinkt ist durch
T —T
AW <A@ ( o
Ty
In der Praxis ist das Wéarmereservoir Ry nicht unendlich grof3, so daf} die
ihm entnommene Wirme 4@1 dauernd ersetzt werden muf, z.B. durch Ver-
brennung von Kohle oder Ol. Man definiert daher den Wirkungsgrad n einer
Waérmekraftmaschine durch
erzeugte Arbeit AW AQ1 — AQ2

) STy > Ty . (4.70)

n= aufgebrachte Warme - AQ1 AQy
Fiir realisierbare Wérmekraftmaschinen gilt somit
T —T
n < Thideal = 1T12 )

wobei der ideale Wirkungsgrad 7)igea reversible Prozesse voraussetzt. In der
Praxis erreichte Wirkungsgrade liegen etwa bei n = 30%.

Man kann natiirlich auch den Prozefl in Abb. 4.6 umdrehen, so dafl die
Maschine M unter Arbeitsaufwand AW die Wirmemenge AQs dem Reser-
voir Ry entnimmt und die Wéarmemenge AQ; dem Reservoir R; zufiihrt
(sieche Abb. 4.7). In diesem Fall drehen sich die Vorzeichen von AQq, AQ>
und AW um, so dafl (4.70) betragsmifig iibergeht in

T — T
, Ty > T
Tl ) 1 2

AW = Ay (

oder mit (4.69)

AW > AQ, (T

AQ1 AQQ

Ri, T1 Ra, T> T > T3

Abb. 4.7. Schematische Darstellung einer realisierbaren Warmekraftmaschine M,
die unter Arbeitsaufwand AW eine Warmemenge AQ2 aufnimmt und in eine
Wirmemenge AQq1 > AQ2 umwandelt (Warmepumpe, Kiihlschrank)
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Im Falle eines Kiihlschrankes ist der Nutzen die von Rs abgezogene Wirme
AQ>, und im Falle einer Wirmepumpe ist es die nach R; transportierte
Wirme AQ;. Man definiert daher fiir den Kiihlschrank

_AQ - D
n—ignideal—i
AW T =15
und fiir die Warmepumpe
A, Ty

n—rénidew:ﬁ.
Carnotscher Kreisprozef3. Carnot-Maschinen sind ideale Wirmekraftma-
schinen, die wihrend eines Zyklusses nur reversible Prozesse durchlaufen, so
dafl ihr Wirkungsgrad gleich ihrem idealen Wirkungsgrad ist. Eine solche Ma-
schine liBt sich (zumindest theoretisch) in folgender Weise konstruieren: Sei
x ein #uBerer Parameter der Maschine M, dann fithrt eine Anderung von x zu
einer Arbeitsleistung von M. Die Ausgangsposition von M sei charakterisiert
durch x = z, und T = Ts, wobei Ts die Temperatur des kilteren Warme-
reservoirs Ro bezeichne. Die Maschine durchlaufe nun folgende Schritte in
reversibler Weise:

1. Adiabatischer Schritt: x wird bei thermischer Isolierung von M langsam
verdndert, bis M die Temperatur T} > Ty erreicht hat (z, — zp, To — T1).

2. Isothermischer Schritt: M wird mit dem warmeren Reservoir Ry der Tem-
peratur 7T; in thermischen Kontakt gebracht. x wird weiter geédndert, so
daB M bei gleichbleibender Temperatur 77 die Warmemenge AQ; von Ry
absorbiert (zp — ).

3. Adiabatischer Schritt: M wird wieder thermisch isoliert. x wird so gedndert,
dafl die Temperatur von M von T nach Ts zuriickkehrt (x. — x4, T1 — T3).

4. Isothermischer Schritt: M wird nun mit dem kélteren Reservoir Ry der
Temperatur T in thermischen Kontakt gebracht. Der Parameter x wird
gedindert, bis er seinen Ausgangswert x, erreicht hat, wobei M bei gleich-
bleibender Temperatur T5 die Wirmemenge AQ2 an Ry abgibt (x4 — z,).

Der Zyklus ist nun beendet, und die Maschine ist wieder in ihrem Ausgangs-
zustand. Fiir die Entropie- und Energieéinderung der Maschine gilt
AQy AQz AQ1 _ AQs

T, +0-— T =0= T, ~ T

AEM:AQlfﬂszAWZO :>AW:AQ1*AQ2,

ASy =0+

wobel

T, Tq Tq

zp
AW:/dxX+/dxX+/dxX+/dxX:%dxX

a Tp Te Zd
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die vom System geleistete Arbeit ist. Die Entropieinderung des Gesamtsy-
stems, bestehend aus den Reservoirs R; und Ry, der Maschine M und dem
Arbeitsspeicher S, ist (ASs ~ 0)

AQ1 | AQ,
Ty Ty

Das heifit es handelt sich beim Carnotschen Kreisprozef$ in der Tat um einen
reversiblen Prozef3. Er kann deshalb auch in umgekehrter Richtung ablaufen
und so fiir einen Kiihlschrank oder eine Warmepumpe verwendet werden.

Betrachten wir als Beispiel eines Carnotschen Prozesses ein (nicht unbe-
dingt ideales) Gas, das in einem Zylinder mit einem beweglichen Kolben ein-
geschlossen ist (Abb. 4.8). Hierbei ist das Volumen V' der veréinderliche dufere
Parameter. Die vier Carnot-Schritte lassen sich in einem PV-Diagramm in
der in Abb. 4.9 gezeigten Weise darstellen. Die vom Gas wihrend eines Zy-
klusses geleistete Arbeit ist dabei gerade die von den beiden Isothermen und
Adiabaten eingeschlossene Fliche.

|
|| K |

AS = — =0.

Isolator T Isolator TS

Vo=V Vo = Ve Ve = Vg Vi = Va

Abb. 4.8. Carnotscher Kreisprozef3 eines mit Gas gefiillten Zylinders mit bewegli-
chem Kolben

Zusammenfassung

e Die Thermodynamik beschreibt das Verhalten makroskopischer
Gleichgewichtssysteme von einem rein makroskopischen Standpunkt aus.
Sie basiert auf den drei empirisch gefundenen Hauptséitzen der Ther-
modynamik.

e Die thermodynamischen Potentiale sind als Funktion ihrer natiirli-
chen Variablen Zustandsgleichungen, mit denen sich Gleichgewichts-
zustinde offener Systeme durch einfache Minimumsprinzipien aus-
driicken lassen. Ihre partiellen Ableitungen fithren zu den thermody-
namischen Kriften und den Maxwell-Relationen.
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14Q. AT

v

Abb. 4.9. Schematische Darstellung des Carnotschen Kreisprozesses fiir ein Gas
im PV-Diagramm. Die Raute wird durch zwei Isothermen (AT = 0) und zwei
Adiabaten AS = 0) begrenzt. Ihre Fliche ist gleich der vom Gas geleisteten Arbeit

e Jedes dieser Potentiale enthilt die vollstdndige thermodynamische Infor-
mation eines Systems.

e Zustandsédnderungen werden durch thermische Koeffizienten charak-
terisiert. Die mit den Minimumsbedingungen der thermodynamischen
Potentiale verbundenen Stabilitédtskriterien schriinken das Verhalten die-
ser Koeffizienten ein.

e Die ersten beiden Hauptsétze der Thermodynamik verbieten die Exis-
tenz eines Perpetuum mobiles 1. und 2. Art. Realisierbare Wérme-
kraftmaschinen sind nur in der Lage, einen Teil der ihnen zugefiihrten
Wairmemenge in Arbeit umzuwandeln. Die Restwédrme mufl notwendi-
gerweise abgefiihrt werden, damit die Gesamtentropie nicht abnimmt.

e Der Carnotsche Kreisprozef3 beschreibt die Arbeitsweise von Wérme-
kraftmaschinen, die alle Schritte eines Zyklusses in reversibler Weise
ausfithren und deshalb ihren idealen Wirkungsgrad erreichen.

Anwendungen

62. Vollstindige thermodynamische Information. Zu zeigen ist, dafl
die Zustandsgleichungen

P=P(T, V), Cy(T, V) (4.71)
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die vollstdndige thermodynamische Information enthalten, d.h., dafl man aus
diesen Gleichungen das thermodynamische Potential E(S,V) erhilt. Man
verifiziere diesen Sachverhalt anhand des idealen Gases, fiir das
TNE 3
P(T,V) - ? B CV(T,V()) - CV - §N]€

bekannt seien. N ist hier als Konstante aufzufassen. Wie grof§ ist die isobare
Wirmekapazitit Cp des idealen Gases?

Loésung. Leitet man die zweite, in (4.60) stehende Maxwell-Relation nach T
bei konstantem V' ab, dann erhélt man

aCy\ T 0?P
ov ). or? ),
Hieraus folgt zusammen mit (4.71)

9?P(T, V")

o (4.72)

1%
Cy(T,V)=Cvy(T,Vy) + T/dV/
Vo
Mit Hilfe derselben Maxwell-Relation erhélt man auch

S aS Cy oP
dS_-(aT)VdT+<6V)TdV_-jﬂdr+<aT>VdV

::dE:ﬂw—RW:CMT+P(M7 —4dv.
ar ),

Da die rechte Seite dieser Gleichung wegen (4.71) und (4.72) bekannt ist,
erhalten wir hieraus die Funktionen S(7,V) und E(T,V) bis auf eine Kon-
stante zu

E(T,V) = /dTCv+/dV [T (g;) —P} + const
1%

S(T,V) = /dT%Jr/dV (g;) + const .
1%

Eliminiert man aus diesen Gleichungen T, so ergibt sich E(S,V) bzw.
S(E,V). Fiir das ideale Gas ergeben die letzten beiden Gleichungen die Re-
lationen

E(T,V) = E(T) = gNk;T
S(T,V) = %NklnT—i— NEkInV + const . (4.73)

Man erhélt hieraus (vgl. (4.29))

o 261E 3/2
S(E,V)= Nk {m [V (3Nk)

—|—02} , C1,Cy = const .
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Die Wiarmekapazitiat C'p ergibt sich nun einfach aus

S(T,P) = S[T,V(T, P)]

= Nk (g InT+In(TkN) —In P + const) (4.74)
0S8 5

63. Adiabatische Expansion des idealen Gases.

a) Man zeige, daf§ bei der adiabatischen Expansion eines idealen Gases gilt:

b)Ein ideales Gas mit dem Volumen V; und der Temperatur T} werde adia-
batisch auf das Volumen V5 expandiert. Wie grof3 ist die zugehorige Tem-
peratur T57

Losung.

Zu a) Es gilt

()., ().

Aus (4.73) folgt das vollstandige Differential

ds = <8S> dT + (8S> dV = QdT + kadV
v T

oT ov T Vv
und somit
ov VCy
<8T>S ~ NEKT (4.76)
Andererseits ergibt sich aus (4.74) das vollsténdige Differential
08 08 Cp Nk
ds = <8T>PdT+ (8P>po = ?de ?dP )
so daf3
ory\ _ NkT
oP)s PCp’
Aus (4.75) folgt nun
ov 1V dv dP
- —_ _ = = JRE— il frnd
(5‘P>S 7P:>7 % Iz = PV const .



470 4. Statistische Physik und Thermodynamik

Zu b) Aus (4.76) folgt

Fav 3 far V; 3 (T v\ P
/V 2 T:>n<V1) 211(T1>:> ? 1<V1
Vi T

4.6 Klassische Maxwell-Boltzmann-Statistik

Die statistische Physik umfafit zwei verschiedene Beschreibungsarten von
Viel-Teilchensystemen, nédmlich den klassisch-statistischen und den quanten-
statistischen Ansatz. Der klassisch-statische Zugang wird durch die klassi-
sche Mazwell-Boltzmann-Statistik vertreten, der quantenstatistische durch
die Fermi-Dirac- und die Bose-Finstein-Statistik. Alle drei Statistiken un-
terscheiden sich im wesentlichen nur durch die Art und Weise, wie die Mi-
krozusténde eines Systems abgezahlt werden.

Die klassische Maxwell-Boltzmann-Statistik setzt ihrem Namen entspre-
chend klassische Systeme voraus, bei denen sich die Teilchen auf wohldefi-
nierten Bahnen im Phasenraum bewegen. Aus quantenmechanischer Sicht ist
diese Annahme gleichbedeutend mit der unabhédngigen Bewegung von Wel-
lenpaketen (unterscheidbare Teilchen), so dafi die N-Teilchen-Wellenfunktion
einfach das tensorielle Produkt aus N Ein-Teilchen-Wellenfunktionen ist. Bei
der Berechnung der entsprechenden Zustandssummen kénnen dabei sowohl
die rein klassischen Energien der Hamilton-Funktion als auch die Energieei-
genwerte des quantenmechanischen Hamilton-Operators verwendet werden;
einige Beispiele wurden bereits in diversen Anwendungen diskutiert.

Die Fermi-Dirac- und Bose-Einstein-Statistik tragen dagegen Quantenef-
fekten in addquater Weise Rechnung. Insbesondere wird bei ihnen der ferm-
ionische bzw. bosonische Charakter identischer Teilchen mit den zugehorigen
antisymmetrisierten bzw. symmetrisierten Wellenfunktionen beriicksichtigt,
was sich natiirlich auch auf die Abzéhlung von Mikrozusténden auswirkt. Mit
diesen beiden Statistiken werden wir uns im néchsten Abschnitt beschéftigen.

In diesem Abschnitt diskutieren wir zwei Systeme in der klassischen
Boltzmann-Statistik etwas genauer, ndmlich das N-Teilchen-Oszillatorsystem
und das N-Teilchen-Dipolsystem, wobei wir jeweils sowohl von der zu-
gehorigen Hamilton-Funktion H (,echtes klassisches System*) als auch vom
Hamilton-Operator H ausgehen. Zuvor wollen wir jedoch untersuchen, unter
welchen Voraussetzungen die klassische Maxwell-Boltzmann-Statistik giiltig
ist, und das A quipartitionstheorem fiir ,,echte klassische Systeme® herleiten.

4.6.1 Klassischer Grenzfall

In der klassischen Mechanik sind die Impulse und Koordinaten eines N-
Teilchensystems alle gleichzeitig spezifizierbar. Quantenmechanisch ist dies
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aufgrund des Heisenbergschen Unbestimmtheitsprinzips nicht linger moglich.
Somit ist die klassische Néaherung gut, falls gilt:

AgAp > h . (4.77)

Betrachten wir hierzu ein aus IV identischen Teilchen bestehendes ideales Gas
in einem Kasten. Fiir ein einzelnes Teilchen mit mittlerem Impulsbetrag p und
mittlerem Abstand 7 zu den anderen Teilchen folgt aus (4.77) die Bedingung

pr>nh
bzw. unter Verwendung der mittleren De-Broglie-Wellenléinge A = h/p
>N

Weil X als ein Ma$ fiir die quantenmechanische Ausdehnung der Teilchen
im Raum interpretiert werden kann, ist die klassische Beschreibung moglich,
falls die Wellenfunktionen der einzelnen Teilchen sich nicht iiberlappen; sie
sind dann durch ihre Positionen unterscheidbar. Nehmen wir weiter an, daf3
jedes Teilchen im Mittel das Volumen 72 einnimmt. Fiir das ideale Gas gilt
dann nach (4.30)

=2
o _s_3 - 1/2
o _QkT,pN(Ska) )
und die mittlere Wellenldnge wird zu
PP —
(BmkT)1/2

Demnach gilt die klassische Maxwell-Boltzmann-Statistik, falls
v'? h

(%) > G

Dies entspricht den folgenden Fillen:

e N ist klein.

e T is grofl.

e m ist nicht sehr klein.

Auf der anderen Seite bedeutet
FSA,

daf3 der Zustand des Gases im Kasten durch eine N-Teilchen-Wellenfunktion
beschrieben wird, die sich nicht in einfachster Weise in Ein-Teilchen-Wellen-
funktionen faktorisiert 1a83t. Wir werden diesen Fall der Quantenstatistik im
nichsten Abschnitt diskutieren.
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4.6.2 Virial- und Aquipartitionstheorem

In diesem Unterabschnitt wollen wir zunéchst einige allgemeine Aussagen
iiber Mittelwerte von klassischen Systemen machen. Hierzu betrachten wir
ein dreidimensionales N-Teilchensystem mit konstanter Energie F, das durch
die Hamilton-Funktion H(q, p) beschrieben wird. Sei x; irgend eine Kompo-

nente aus {q1,...,¢3n,P1,---,P3N}, dann kénnen wir im mikrokanonischen
Ensemble wie folgt rechnen:
OH 1 OH oFE 0 OH
— = —— dl'g;— = —— — dl'e;— .
Y9x; — Q(E) / Y 9x; ~ Q(E)0E / Ry
E—-6E<H(q,p)<E H(q,p)<E

Wegen 0E/0x; = 0 la8it sich das Integral umformen zu

OH 0
Iei—>— = Ie;—|H -E
/d xlaa?j /d mlaxj[ (g,7) ]
H(q,p)<E H(q,p)<E
0]
[ 4rgr (it - £1)
H(q,p)<E
—0ij / dI'[H(q,p) — E] . (4.78)
H(q,p)<E

Der vorletzte Term dieser Gleichung enthélt den Beitrag

i[H(q,p) — E]|\"2

(z;)1

wobei (z;)1 und (z;)2 die ,Extremwerte“ der Koordinate z; bezeichnen.
Da ein Phasenraumpunkt (g1, ...,qsn5,p1, - - .,P3n), der irgend eine extremale
Koordinate besitzt, notwendigerweise auf der Energie-Hyperfliche
H(q,p) = E liegen muf, liefert der vorletzte Term von (4.78) keinen Bei-
trag. Es folgt somit insgesamt

OH (Sij 0 / 5ij /
Ti— = — dI'lE — H(q, = dr
ow; ~ 9(E) OF = Han] = g
H(q,p)<E H(q,p)<E
o (Sij o O.)(E) s i -1
= g(E)w(E) = 04 awag) = ;5 <3E 1nw(E))
s\

Satz 4.16: Virial- und Aquipartitionstheorem

Fiir ein echtes klassisches dreidimensionales N-Teilchensystem mit der
Hamilton-Funktion H(q,p) gelten folgende Ensemble-Mittelwerte:
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o0H
Tim— =0i;kT , x; € {q1,..., 3N, D1, D3N} -
ij

Insbesondere gilt

0H - 0H = —
Pig— =06 =kT , ¢i7— = —qipi = @;Fi = kT".
opi 9q;

Hieraus folgt fiir den Mittelwert der kinetischen Energie

13K 1 3
T == pig; = -pg = “NEKT
2;pq SPd =3

und fiir das Virial der Krifte

3N
> ¢iF; = qF = —3NkT .
=1

Die letzten beiden Beziehungen ergeben

_ l— 3
T= —§qF = §NkT (Virialtheorem) .

Fiir homogene Potentiale V(q) = a|q|?, F = —V 4V (q) gilt insbesondere

—  d— — d .
= §V = ;NkT — B — 32——56NI<:T (Aquipartitionstheorem) .

Die letzte Gleichung heifit ,, Aquipartitionstheorem®, weil aus ihr zu erken-
nen ist, dafy die Energie E im Mittel gleichméflig auf die Freiheitsgrade des
Systems verteilt ist. Man beachte, dafl das Virialtheorem — hier fiir Ensemble-
Mittelwerte gezeigt — in der Mechanik fiir Zeitmittelwerte hergeleitet wurde
(Unterabschn. 1.1.1, Satz 1.6).

4.6.3 Harmonischer Oszillator

Wir betrachten nun ein Oszillatorsystem, das aus N eindimensionalen unter-
scheidbaren harmonischen Oszillatoren besteht, und berechnen die zugehori-
gen thermodynamischen Relationen.

I: Harmonischer Oszillator im mikrokanonischen Ensemble. Als
Ausgangspunkt fiir die Beschreibung im mikrokanonischen Ensemble wihlen
wir ein Quantenoszillatorsystem mit der konstanten Teilchenzahl N und der
konstanten Energie

E:hw(]bf—!—z;]) .
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Um die zugehorige mikrokanonische Zustandssumme 2(F, N) zu berechnen,
benstigen wir die Zahl von Moglichkeiten, M Quanten auf N Ostzillatoren zu
verteilen. Das kombinatorische Resultat ist

N(N+M-1)! (N+M-—1)!
2B, N) = MIN! T MI(N 1)

Hieraus ergibt sich unter Beriicksichtigung von M = E/(hw) — N/2 und der
Stirlingschen Formel (4.28) die Entropie des Systems zu

E N E N

E N EFE N

und es folgen die Relationen

1 oS k
N
— M= o
N N Nhw Bhw
Nk Bhiw
— hw
= —Nkln [2 sinh <5ZW>] + L . (4.80)

2 tanh (ﬁ%)

Betrachten wir den klassischen Grenzfall Shw — 0 <= T — oo, dann ergibt
sich hieraus

S(T,N) = Nk[1 — In(Bhw)] , E(T,N) = NkT , (4.81)

was im Einklang mit dem Aquipartitionstheorem mit d = 2 und N — N /3
steht. Bei niedrigen Temperaturen (T' — 0) hat man dagegen

Nhw
E=—"
2

II: Harmonischer Oszillator im kanonischen Ensemble. Als nichstes
betrachten wir dasselbe Quantenoszillatorsystem im kanonischen Ensemble.
Die kanonische Ein-Teilchen-Zustandssumme eines Oszillators mit der Ener-

gie

1
E,="h =
w<n—|—2>

lautet
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— _BE —Bhw/2 - —Bhw\™ e~ Phw/2
AT = Z0(T) = Yo =Y () =
n=0 n=0

_ 1
o . Bhw ’
2 Slnh (T)

Fiir die N-Teilchen-Zustandssumme und die freie Energie folgt hieraus (un-
terscheidbare Teilchen!)

(4.82)

Z(T,N) = Z,(T)N = F(T,N) = NkT'In {2 sinh (’67;“"” .

Hiermit finden wir fiir die Entropie und Energie die Gleichungen

S(T,N) = — (6F> —klnZ - kﬂa;ﬂﬁz
N

orT
= —Nkln [ZSinh (Bl;au)} + Lﬁhgs
2 tanh (T)
Nhw
hw
2 tanh (%)
die beide mit den mikrokanonischen Ergebnissen (4.79) und (4.80) iiberein-

stimmen. Zum Vergleich berechnen wir noch die entsprechenden Relationen
fiir ein klassisches Oszillatorsystem mit der Energie

al p?  mw? ,
EZH(q,p)=Z(2;n+ 5 Qi>'

i=1

E(T,N) = F(T,N) +TS(T,N) =

Hieraus ergibt sich fiir die kanonische Zustandssumme

Z(T,N) = 1 [aresn

hN
N
= hiN H [/ dg; exp <_6m;}2qi2> /dpi exp (— gfj)]
i=1
= Z(T, 1)V,

mit

242 2 kT
ZmU=%m=i/®m{j%f>/®mdg£):m.

Fiir die freie Energie folgt

kT
F(I' N)=—-NkTIn{— | .
(@) 2(52)

Entropie und Energie bestimmen sich zu (vgl. (4.81))

S(T,N) = Nk [m <I;Z) + 1} , E(T,N) = NkT .
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I1I: Harmonischer Oszillator im grof3ikanonischen Ensemble. Wie wir
gesehen gaben, faktorisiert die kanonische Zustandssumme fiir ein Oszillator-
system aus N unterscheidbaren Teilchen in der Weise

kT

™ klassisch

Z(T,N) = o(T)" , ¢(T) = 1 (4.83)
——— quantenmech.
2 sinh (2 kT)

Die groflkanonische Zustandssumme lautet deshalb
- 1
Y(T,p) = N = — s, 2=
(T = LoD = Ty 2=

wobei fiir die Konvergenz dieser Reihe gelten mufl: z¢(T") < 1. Die Bestim-
mung der thermodynamischen Relationen erfolgt iiber das grolkanonische
Potential:

J(T,p) =kTIn[l —2z¢(T)] .

Hieraus findet man

_ (9N _  =¢(T) _ N
Ve = (50), = 5m = = s D
B oJ _ B kT’ ( )
S(T,p) = — <8T>H = —kln[l — 2¢(T)] + 1= 26(T) — Nklnz
_ _ 2kT?¢'(T)
E(T,p) = JT,pn)+TS(T,n)+ NkTlnz = T 20(T)
Fiir grofle N gilt
qu(T)zlf% , 1—20(T) = % , Inz=—Ing¢(T) ,
so daf} wir in diesem Fall schreiben kénnen:
_ T¢'(T) _ 29" (T)
S(T,N)Nk( (1) Jrlﬂ(j)(T)) , BE(T,N) = NkT o(T)

Substituieren wir nun ¢(7") durch (4.83), so ergeben sich die bekannten Resul-
tate fiir den klassischen, (4.81), bzw. quantenmechanischen Fall, (4.79) und
(4.80).

IV: Harmonischer Oszillator im kanonischen Dichteoperator-For-
malismus. In der Energiebasis {|n) }, mit

1
ist die kanonische Dichtematrix des Ein-Teilchenoszillators trivial:
<n| efﬁH |m> . e_BEnl <n| m> . e_BEn

Zy B A oz "

(n|plm) =
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Die zugehorige kanonische Ein-Teilchen-Zustandssumme berechnet sich zu

o0 o'e) 1
Zy = tr (e PH) = nle BB n) =S e BB =~
e r;)< > nz:;) 2sinh (ﬁ’%w)

und steht erwartungsgeméif im Einklang mit (4.82). Um die Stirke des quan-
tenmechanischen Dichteoperator-Formalismus zu demonstrieren, berechnen
wir nun noch die Matrixelemente von p in der Ortsdarstellung. Hierzu benéti-
gen wir die Energieeigenfunktionen des quantenmechanischen Oszillators in
der Ortsdarstellung. Sie lauten (siehe Unterabschn. 3.3.5)

w 1/4 HH(ZL') 7z2/2 mw

vala) = () N A

Zur Berechnung von (¢'| plg) verwenden wir die Integraldarstellung der
Hermite-Polynome,

d n 2 o .
—o0

und schreiben

(d'Ipla) = (d|n) Pu(nlq)

B Zil > () (g)e= el 3)

1 1/2 (I'r2 (E/2 1
-7 Ga) e 2 gy M @) (') “me(nd)

mh 2np!

1 mw 1/2 12 212
_ d d —u +21wu —v +21w v
7 () / . / o

XZ “20)” p(n44)

Die Summe iiber n kann direkt ausgefiihrt werden und ergibt

(o]
Z (721“}) 7[3hw(n+ ) 7,87'7,(4;/2 —2uv exp(—Bhw)
n! '
n=0
Fiir das gesamte Matrixelement folgt somit

1 mw\ 1/2 w2422 w 7 7
(dlpla) = 7 (E) e 7 e PR /Q/du/dv

X exp [—u2 + 2izu — v* + 2iz’v — 2uv exp(—fhw)] . (4.84)

Zur weiteren Auswertung dieser Gleichung machen wir von der Beziehung
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(&9} oo

1 n n
/dxl.../dxnexp —3 Z ajkszkJriZbkxk

3 k=1 k=1

— 00 — 00

_ (2m 1

= Vawid exp —§Ajk b;bx
Gebrauch, welche fiir invertierbare symmetrische Matrizen A gilt. In unserem
Fall ist

—Bhw
A=2(e_ém ° ) , det A =4(1—e 200

so daf} (4.84) iibergeht in
1 (mw)1/2 e~ Bhw/2
(1

(dlpla) =

Zy \1h — e—2ﬁhw)1/2
:C2 < CC/2 ;E2 + ;E/Q _ 2xx/e—ﬂhw
X exp 2 — 1_ 672[3hw

1/2
1 mw
A (27rhsinh(ﬂhw)>

x2 + x'? xx!
X exp <2 COth(ﬁhUJ) + Slnh(ﬁfuu))

1 mw 1/2
7 (27rhsinh(ﬂhw)>
X exp {_mw {(q + ¢')? tanh <5hw)
4h 2

- (2]}

Die Diagonalelemente dieser Dichtematrix liefern die mittlere Dichtevertei-
lung eines quantenmechanischen Oszillators mit der Temperatur 7"

| Bhw 1/2 mw Bhw o
(alpla) = Lh tanh (2” exp {_htanh <2) ¢ } _

Dies ist eine Gauf}-Verteilung. Im klassischen Grenzfall fhw < 1 geht sie
iiber in die Verteilung

(alplay = (22 oxp (-0
a4PIL) =\ orpr AT Tk )

wie man sie auch mit Hilfe der klassischen Phasenraumdichte erhilt. Ande-
rerseits gilt im rein quantenmechanischen Grenzfall, also fiir fhw > 1

mw\ 1/2 mwq?
<Q\P|Q>~(ﬁ) exp(— 5 )

Man beachte, dal dieser Ausdruck gerade der Wahrscheinlichkeitsdichte
|¥(q)|? eines Oszillators im Grundzustand entspricht.
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4.6.4 Ideale Spinsysteme, Paramagnetismus

In diesem Unterabschnitt beschéftigen wir uns mit Systemen, die aus N lo-
kalisierten magnetischen Dipolen der Ladung e und der Masse m bestehen
(Festkorperkristall) und einem &dufieren Magnetfeld ausgesetzt sind. Wie wir
aus Unterabschn. 2.5.2 wissen, wirkt auf die Dipole ein Drehmoment, welches
bestrebt ist, diese in Richtung des Feldes auszurichten. Fiir Temperaturen
T > 0 kommt es jedoch nicht zu einer totalen Magnetisierung (minimale
Energie, alle Dipole ausgerichtet), da die Dipole aufgrund der thermischen
Bewegung versuchen, in einen Zustand maximaler Entropie zu gelangen. Of-
fenbar sind die Grenzfille durch T — 0 mit verschwindender thermischer
Bewegung und maximaler Magnetisierung und durch 7" — co mit verschwin-
dender Magnetisierung gegeben. Quantenmechanisch ist das magnetische Mo-
ment M ganz allgemein mit dem Drehimpuls J iiber

M = 2976,] (g = gyromagnetisches Verhiltnis)
mc

gekoppelt (vgl. Abschn. 3.6), wobei die méglichen Eigenwerte j, m von J
bzw. J, gegeben sind durch'#

. L, . . 1 3
J‘]7m> :h2](]+1)‘]7m> ’ jzoaia]—aiv"'
Jz‘j7m>:hm|j’m> ) m:_]a_]+177]_17]
Legen wir nun ein Magnetfeld B = Be, in z-Richtung an, dann ist die
Energie € eines magnetischen Dipols
h
GZ_MB:_g:uBmB7 MB:ei)
2mec

wobei up das Bohrsche Magneton bezeichnet,.

Im folgenden beschrinken wir uns zunéchst auf den einfachen Fall eines
Spin-1/2-Systems mit g = 2 und j = 1/2, das wir mikrokanonisch behandeln.
Dieses System zeigt das interessante Phdnomen der negativen Temperatur.
Im Anschlul gehen wir zu Systemen mit beliebigem j im kanonischen En-
semble {iber und leiten das Curie-Gesetz her.

I: Paramagnetismus (j = 1/2) im mikrokanonischen Ensemble. Ge-
geben sei ein System, bestehend aus N Spin-1/2-Dipolen, deren magnetische
Momente entweder parallel oder antiparallel zum dufleren, in z-Richtung ver-
laufenden Magnetfeld der Stérke B ausgerichtet sind (m = £1/2). Bezeichnet
N, (N_) die Zahl der Dipole mit der Energie +upB (—upB), dann gilt

N
N, = ;”
N:N++N_,TL:N+*N_:>
N —n
N_ = 5

14 Die Unterscheidung zwischen der Masse m und der magnetischen Quantenzahl
m bleibt dem Leser iiberlassen.
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Die konstante Gesamtenergie des isolierten Systems 148t sich somit schreiben
als

E =nupB .

Die Bestimmung der Zahl moéglicher Mikrozustéinde zu dieser Energie ist ein
einfaches kombinatorisches Problem: N Teilchen kénnen auf N! verschiedene
Arten arrangiert werden. Jedoch ergeben die N;! (N_!) Vertauschungen der
N, (N_) Teilchen untereinander keine neuen Mikrozustédnde. Die Gesamtzahl
der moglichen Zustédnde ist deshalb
S(E,N) N!
In2(E,N) = : =
n (B, N) k NLIN_!
=NInN—-N;yInN;y —N_InN_

Ny N_

—|NyIn | — N_In|—
() ()
N—i—n1 N+n +N—n1 N-—n
— n n
2 2N 2 2N
N+n n N —n n
— NIn2— 1(1 —)—71 (1_7>7
" > Uty 2 "UTN

wobei die Stirling-Formel (4.28) benutzt wurde. Da die Teilchen lokalisiert
und somit unterscheidbar sind, ist es nicht notwendig, den Gibbs-Faktor 1/N!
einzubeziehen. Offenbar ergibt sich das Maximum der Entropie bei einem
gleichverteilten System mit n = 0, was der Anzahl moglicher Besetzungs-
zustéinde eines Systems aus N nichtwechselwirkenden Teilchen mit je zwei
moglichen Zusténden, also insgesamt 2V Zusténden, entspricht.

Bezeichnet AE = 2up B die Energieliicke des Systems, dann ergeben sich
die Temperatur, die Energie und die spezifische Warme des Systems zu

1_(0S\  _ 1 (8S\ _ k(N
T \OFE N7B_IU’BB on N7B_AE Ny

N_ (AE) N_ 1 N, 1

kT

= —— =exp N*m’ N m
kT k

Ny

2kT

OF AEN? [ AE

Dabei sind Ny/N und N_/N die relativen Wahrscheinlichkeiten, einen
zufiillig ausgewéhlten Dipol mit der Energie +ugB bzw. —upB zu finden.
Betrachten wir nun die Temperatur etwas niher. Am Temperatur-Null-
punkt T' = 0 sind alle Dipole im Zustand minimaler Energie —up B, und wir
finden S = 0, wie es fiir ein total geordnetes System erwartet wird. Fiihrt
man dem System Energie zu, so steigt die Entropie und n#hert sich ihrem

= E(T,N,B) = —NugBtanh (AE>
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Maximum mit n = 0 und T = oo, wie wir es fiir maximale Unordnung er-
warten. Nun ist es aber durchaus moglich, dem System noch mehr Energie
zuzufithren. Das obere Niveau wird dann stérker besetzt sein als das untere,
die Entropie fillt, da wieder mehr Ordnung ins System kommt, und die Tem-
peratur wird negativ. Bislang haben wir tatséchlich nur positive Temperatu-
ren zugelassen; solche Systeme werden auch als normal bezeichnet. Dies ist
notwendig, weil sonst die Zustandssummen nicht wohldefiniert sind, falls die
Energie des Systems beliebig groff gewihlt werden kann (besonders evident im
kanonischen Ensemble!). Diese Bedingung ist jedoch nicht mehr nétig, wenn
die Energie des Systems nach oben begrenzt ist. Mit solch einem Fall haben
wir es hier zu tun. In der Region £ > 0 und T < 0 ist das System anomal,
da hier die Magnetisierung dem &dufleren Feld entgegengesetzt ist. Ein solcher
Zustand, in dem mehr Teilchen im oberen System vorhanden sind, heifit In-
verston. Bei Lasern erreicht man ihn durch sog. Pumpen. Purcell und Pound
erreichten erstmals einen Zustand der Inversion der nuklearen Spins im Kri-
stall LiF, indem sie nach Anlegen eines starken Magnetfeldes und geniigender
Relaxationszeit das Feld schnell umschalteten. Die Spins sind dann nicht in
der Lage, dem Feld sofort zu folgen, so dafl ein Nicht-Gleichgewichtszustand
entsteht, in dem die Energie hoher ist als die sich schliellich einstellende
Gleichgewichtsenergie. Nach ca. 107> Sekunden ist das System der nuklearen
Spins im internen Gleichgewicht mit negativer Magnetisierung und negati-
ver Temperatur, und erst nach ca. 5 Minuten stellt sich das Gleichgewicht
zwischen den Spins und dem Gitter wieder bei positiver Energie ein. Es ist
zu beachten, dafl das Kristallgitter wihrend der gesamten Zeit bei positiver
Temperatur verweilt; nur die Spins befinden sich im Zustand der Inversion.

In Abb. 4.10 ist die Energie und die spezifische Warme (4.85) unseres
Dipolsystems dargestellt. Eine spezifische Wéarme, die einen solch charakteri-
stischen Peak zeigt, heifit Schottky-Effekt; er ist typisch fiir Systeme mit einer
Energieliicke.

<
6 Nk
. kT )
0 =5 0.5
-1
0 ‘ MI;TB
_E
NupgB

Abb. 4.10. Energie (links) und spezifische Wirme (rechts) eines idealen Spinsy-
stems mit j = 1/2 (siehe (4.85))
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II: Paramagnetismus (j beliebig) im kanonischen Ensemble. Fiir
den Spezialfall j = 1/2 berechnet sich die kanonische Zustandssumme des
N-Dipolsystems wie folgt:

N
Z(T,N,B)=> e r = [ " exp(2BusBm) | = Z1(T,B)" ,
n mzi%
mit
Z1(T,B) = Z exp(2B8upBm) = 2 cosh(BupB) .

—41
m=%3

Hieraus lassen sich leicht die Ergebnisse aus dem mikrokanonischen Ensemble
verifizieren. Wir betrachten nun stattdessen den allgemeinen Fall beliebiger
7. Die Ein-Teilchen-Zustandssumme ist dann

j j
Z\(T,B) = > exp(BgugmB) = Y exp (n;x) , © = BgusBj

m=-=j m=—j

exp ((34371”) —exp(—x)

exp (;) 1
oo ) o (252) o (23]
() [0 () o (2]
sinh [ (1+ % )] |
sinh (%)

Hieraus ergibt sich die mittlere Magnetisierung des Systems zu

N 0 .
M.(T,N,B) = Ngigm = 598 InZ1 = NgupjBj(z) ,

wobel

B;(z) = (1 + ;j) coth {x (1 + leﬂ - %coth <2”;>

die Brillouin-Funktion j-ter Ordnung definiert. In Abb. 4.11 ist der Verlauf
dieser Funktion fiir einige j zu sehen. Fiir grofle x, d.h. fiir starke Magnetfelder
oder niedrige Temperaturen, strebt B;(x) fiir alle j gegen ihr Maximum Eins.
Dies entspricht dem Fall maximaler Magnetisierung, der sog. Saturation oder
Sdttigung. Im Grenzfall schwacher Felder oder hoher Temperaturen, z < 1,
konnen wir die Brillouin-Funktion in der Weise

B;(z) = g (1 + ;) +O(z?)

entwickeln und erhalten somit
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t x
0 10

Abb. 4.11. Brillouin-Funktionen fiir j = 1/2, 1, 3/2, 5/2, 5, oo

Ng*uBj(j+1)
3kT
Hieraus folgt fiir die magnetische Suszeptibilitit das Curie-Gesetz

Xm = M. = g C. = w
m B T ) J 3k ’

nach welchem die magnetische Suszeptibilitéit proportional zu 1/7T ist. Dieses
einfach"e Modell eines magnetisierbaren Festkorperkristalls liegt in extrem
guter Ubereinstimmung mit experimentellen Resultaten. Fiir den Fall nur

zweier moglicher Einstellungen, j = 1/2, g = 2, gilt
M. = NupBi/s(xz) = Nuptanhx .
Somit ist fiir z > 1: M, ~ Nup und fir z < 1: M, ~ Nugz.

M, ~

ITI: Paramagnetismus (j = 1/2) im kanonischen Dichteoperator-
Formalismus. Wir betrachten zunéchst wieder ein einzelnes Teilchen mit
g=2und J = h/2-0 in einem duBeren Magnetfeld B = Be,. Der zugehorige
Hamilton-Operator lautet

H=—upBo, .

Der darbtellungbfreie kanonische Dichteoperator berechnet sich unter Bertick-
sichtigung von o2 = I und tr(o,) =0 zu

efreBo. _ qzo , & = pugB

:; il _I; ! 221—1

= Icoshx + o, sinhzx

— tr (e’@”BB"Z) = 2coshzx
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eBusBos 1
— p= o (P BTy = §(I+0'Ztanhx) .
Hieraus erhélt man fiir den Erwartungswert des Spinoperators
o, =tr(po,) = tanhz
und somit fiir die Gesamtenergie des IN-Teilchensystems

E =—-NugBo, = —NugBtanh(SugB) ,

was mit der ersten Gleichung von (4.85) iibereinstimmt. Man beachte, dafl
wir zur Berechnung von &, keine spezielle Darstellung der o-Matrizen wéhlen
muflten (siche Anwendung 64).

Zusammenfassung

e In der klassischen Maxwell-Boltzmann-Statistik wird die Quanten-
natur der Teilchen nicht beriicksichtigt. Diese Naherung ist gut, falls die
Temperatur grof}, die Zahl der Teilchen groff und die Masse der Teilchen
im System nicht sehr klein ist.

e Fiir ,echte klassische Systeme“, die durch klassische Hamilton-
Funktionen beschrieben werden, gilt das Virial- und das Aquiparti-
tionstheorem.

e Anhand des eindimensionalen N-Teilchen-Oszillatorsystems lassen sich
die verschiedenen Aspekte der klassischen Boltzmann-Statistik gut stu-
dieren. Insbesondere zeigt sich hierbei, daf das Aquipartitionstheorem
nicht gilt, wenn man den quantenmechanischen Hamilton-Operator ver-
wendet.

e Das ideale Spinsystem aus N nichtwechselwirkenden Dipolen ist ein Mo-
dell fiir paramagnetische Systeme. Es zeigt das Phdnomen der negativen
Temperatur, das z.B. in Lasern zur Anwendung kommt, und erklért das
Curie-Gesetz fiir die Suszeptibilitit von Paramagneten.

Anwendungen

64. Kanonische Dichtematrix des Elektrons im magnetischen Feld
in speziellen Darstellungen. Man berechne die kanonische Dichtematrix
eines Elektrons (¢ = 2, 7 = 1/2) in einem magnetischen Feld B = Be, in
zwei verschiedenen Darstellungen, in denen a) o, und b) o, diagonal ist.
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Losung.

Zu a) Die o-Matrizen lauten in der Darstellung, wo o, diagonal ist,

/01 (0 —i (10
%2=\10) %= \io) % o-1)"

Damit wird die kanonische Dichtematrix zu

1 e’ 0
p_e”’—l-e—” (O e—x) 7$—5NBBa
und es folgt
et _ e %
o, =t ,) = ——— =tanh B).
77 = r(por.) = S = tanh (G )

Zu b) Um o, auf Diagonalform zu bringen, bedarf es der Ahnlichkeitstrans-
formation o/, = Uo,U™!, mit

=530 -5 ()

Damit ergibt sich fiir o/, o, und p’
’ 01 1 _ (1 0
v ()=o)
’ 1 0 -1 0 -1
evfo )= (a0

;o e’ 0 o1 1 —tanhz
p U(O e‘”’)U 2<—tanhx 1 '

Mit diesen transformierten Matrizen berechnet sich der Erwartungswert von

!/
o, zu

ol = tr(plo’) = tanh(BupB) .

Anhand dieses Beispiels zeigt sich noch einmal explizit, dafl Erwartungswerte
darstellungsunabhéngig sind.

65. Kanonische Dichtematrix des freien Teilchens in der Ortsdar-
stellung. Man berechne die kanonische Dichtematrix eines freien Teilchens
in der Ortsdarstellung.

Losung. Der Hamilton-Operator eines freien Teilchens der Masse m lautet
in der Ortsdarstellung
B2
H=-—V?*.
2m

Seine auf das Volumen V = L3 normierten Eigenfunktionen sind

1 ew h?k? o
Ll'/n(ac):mek , Ep = oy ,k:zn,ni:O,il,jﬁ,....
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Somit gilt

(x| e PH|a!) = (@] W) e 7P (| )
= Y@ @)
- LSZexp( k2+1k(:c—a:)>

(2711_)3 /exp <—§:}le2 +ik(x — w')) d3k

m O\ 32 m .
(27r6h2> P <_2mﬂ(m_m)) '

Dabei haben wir die Summe durch ein Integral ersetzt und durch quadratische
Ergidnzung gelost. Mit

(e = [ aten o) v ()

21 k>

Q

ergibt sich
o (wleMa) 1 m
(wlole) = o = po (5@ =)

Wie zu erwarten, sind die Matrixelemente symmetrisch unter Vertauschung
von x und x’. Ebenso ist anschaulich zu verstehen, dafl die Diagonalelemente
(x| p|x) unabhingig von x sind, denn sie geben die Wahrscheinlichkeit an,
das Teilchen in der Néhe von @ zu finden. Desweiteren ist anzumerken, dafl die
Ausdehnung des Wellenpaketes eines Teilchens ein rein quantenmechanischer
Effekt ist; im Grenzfall hoher Temperaturen wird diese Ausdehnung immer
kleiner und geht schliellich gegen die §-Funktion, also gegen die rein klassische
Losung. Zum Schlul berechnen wir noch aus der Dichtematrix p die Energie:

=__0 —BH 9 3. (_m \|_3
H = aﬂlntr< )— 8ﬂ [an—l— In (2ﬁﬂﬁ2>}_2kT

4.7 Quantenstatistik

Nachdem wir im letzten Abschnitt die klassische Maxwell-Boltzmann-Statis-
tik diskutiert haben, wenden wir uns in diesem Abschnitt der Quantenstatis-
tik zu, in der die Quantennatur von Teilchen (Bose- bzw. Fermi-Charakter)
addquat beriicksichtigt wird. Wie in den vorangegangenen Abschnitten be-
schrianken wir uns auch hier auf Systeme nichtwechselwirkender Teilchen, also
auf ideale Systeme.
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Unter Bezugnahme auf Abschn. 3.9 beginnen wir unsere Diskussion mit
der Rekapitulation einiger Figenschaften von fermionischen und bosonischen
Teilchensystemen und fithren den Besetzungszahlenformalismus ein. Mit sei-
ner Hilfe lassen sich viele Zusammenhénge innerhalb der Fermi-Dirac-, Bose-
Einstein- und auch Maxwell-Boltzmann-Statistik bequem darstellen. Im An-
schluf betrachten wir das ideale Fermi-Gas und berechnen die zugehorigen
Zustandsgleichungen sowohl fiir den klassischen Grenzfall hoher Temperatu-
ren als auch fiir den rein quantenmechanischen Fall sehr kleiner Tempera-
turen. Ein wichtiges Resultat wird sein, dafl aufgrund des Pauli-Verbotes
selbst bei T = 0 die Fermi-Teilchen angeregte Zustinde besetzen, deren
Energien unterhalb der Fermi-Energie liegen. Danach wenden wir uns dem
idealen Bose-Gas zu und leiten die zum fermionischen Fall korrespondieren-
den Relationen ab. Fiir kleine Temperaturen, die unterhalb einer kritischen
Temperatur liegen, begegnen wir hierbei dem Phénomen der Bose-FEinstein-
Kondensation.

4.7.1 Allgemeiner Formalismus

Betrachtet man ein aus N nichtwechselwirkenden Teilchen bestehendes Quan-
tensystem, so zerfillt der zugehorige Hamilton-Operator H in eine Summe
iiber die N Ein-Teilchenoperatoren H;:

N
H= Z H, .
i=1
Sind die Eigenwertprobleme der Ein-Teilchenoperatoren gelGst,
H;l|ki) = E;|ki) ,

dann ergibt sich die Gesamtenergie des Systems zu
E=)E;.

Der Gesamtzustand des Systems 148t sich {iber das tensorielle Produkt der
normierten Ein-Teilchenzusténde |k;) konstruieren. Wie diese Konstruktion
konkret aussieht, hiangt entscheidend vom Teilchencharakter ab.

Fermi-Dirac-Statistik. Hat man es mit identischen Teilchen mit halbzahli-
gen Spin (Fermionen) zu tun, dann wissen wir aus der quantenmechanischen
Diskussion von N-Teilchensystemen, Abschn. 3.9, dafl der Gesamtzustand
| k1, ko,. .., kn,A) antisymmetrisch unter Vertauschung der Freiheitsgrade
zweier Teilchen ist. Diese Antisymmetrie 148t sich durch folgende Konstruk-
tion erreichen:

|k1,k27...,kN,A>=fZ ) kp,) 1kp,) - [ kpy)
P

= \/7 Z ‘kp17kP27 <. '7kPN> 3 (486)
P
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wobei

+1 fiir P gerade
P:<1 N) e(P) =
P ... Py —1 fiir P ungerade

eine Permutation von 1,..., N bezeichnet. Der Faktor 1/v/N! in (4.86) ist
notwendig, da es N! solcher Permutationen gibt. Man beachte, daf} aufgrund
des Pauli-Prinzips alle Quantenzahlen k; verschieden sind. Fiir Fermionzu-
stinde hat man somit die Normierungsrelation'®

< i7"'ak;\])A|k17.-.,kN7A>
1
:ﬁZG(P)Ze(P’)<k:33{,..,, b kpl,...,kPN>
e —
:Ze(p)<k1,...,k§v\kp1,...,kPN>

= Z P)orikp, Okt kpy (4.87)

Hierbei wurde ausgenutzt, dafl die zweifache Summe iiber alle Permutationen
gleich N! mal der einfachen Summe iiber alle Permutationen ist.

Bose-Einstein-Statistik. Im Falle identischer Teilchen mit ganzzahligem
Spin (Bosonen) ist der Gesamtzustand symmetrisch unter Vertauschung der
Freiheitsgrade zweier Teilchen und lautet

|k1,...,kN,S) = kpy) .

W Z |kp,,. .-,
Im Gegensatz zum fermionischen Fall glbt es hier keine Besetzungsbeschran-
kungen der Quantenzahlen. Besitzen n; Teilchen die gleiche Quantenzahl,
dann fiithren die n;! Permutationen der Quantenzahlen dieser Teilchen zu
keinen neuen physikalischen Zusténden; dies wird durch den Normierungs-
faktor beriicksichtigt. Die zu (4.87) korrespondierende Normierungsrelation
lautet

(Ky,... by, Sk, by, S)

= kikp, Ok kp,y -
/ ! 1P NYPN
\/”1!"'71 ! P

Nindloony

Maxwell-Boltzmann-Statistik. Gelten die IV Teilchen als unterscheidbar,
dann ist der Gesamtzustand gegeben durch

|ki ko, oo k) = k1) [k2) - [kN)
mit der Normierung

< /1a"'7 §V|k17"'akN>:6k£k1"'6k§vk1\77

15 Wir nehmen an, da8 es sich bei den k; um diskrete Quantenzahlen handelt (ge-
bundene Zustinde).
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wobei der Austausch zweier verschiedener Quantenzahlen einen neuen phy-
sikalischen Zustand bewirkt. Wie wir im folgenden genauer sehen werden,
kann die Maxwell-Boltzmann-Statistik in vielen Féllen auch zur approxima-
tiven Beschreibung identischer Teilchen herangezogen werden, wie wir es in
den vorangegangenen Abschnitten desofteren getan haben. In diesem Fall
hat man die Ununterscheidbarkeit durch das ad hoc Hinzufiigen des Gibbs-
schen Korrekturfaktors 1/N! zu beriicksichtigen, wogegen sich dieser Faktor
in den Fermi-Dirac- und Bose-Einstein-Statistik auf natiirliche Weise durch
Normierung der Zustandsvektoren ergibt.

Besetzungszahlenformalismus. Zur Vereinfachung der nachfolgenden

Diskussion bietet es sich an, die fermionischen und bosonischen System-

zustandskets durch die Besetzungszahlen der Ein-Teilchenzustdnde auszu-

driicken. Ordnet man die moglichen Quantenzahlen k; der Ein-Teilchenzu-

stdnde in aufsteigender Reihenfolge an, dann legt der Satz von Besetzungs-
o0

zahlen {ng,n1,...}, mit > ngy = N, zusammen mit der Angabe des Teilchen-

k=0
charakters den N-Teilchenzustand eindeutig fest, und wir kénnen schreiben:

|n07n1;-"a87A> = |k15k27"'7kNast> .

Der linke Ausdruck bedeutet: ng Teilchen befinden sich im niedrigsten Ein-
Teilchenzustand |0), ny Teilchen im néichsthoheren Ein-Teilchenzustand |1)
usw. Aufgrund dieser Identitét gilt weiterhin

H |ng,n1,...,S,A) = E|ng,n1,...,S,A) , E= 5 niE}
k=0 (4.88)
N |ng,n1,...,S,A) = N|ng,n1,...,S5,A) , N=> ng.
k=0
Die letzte Beziehung kann als Definitionsgleichung fiir den Teilchenopera-
tor N angesehen werden, weil durch sie alle Matrixelemente von NN in der
|ng,n1,...,S,A)-Basis bestimmt sind. In gleicher Weise kénnen wir den Be-
setzungszahloperator ny, definieren durch

nk|n0,n1,...,S,A> znk|n07n1,...,S,A) 5
mit
0,1 fiir Fermionen
nge =
0,1,2,... fiir Bosonen .

Die Normierungsrelation fiir die Besetzungszahlenkets lautet
(ng, 1, .-+, S, Alng, 1y, S A) = OpgngOngny - -

Demnach sind zwei Zustdnde genau dann gleich, wenn alle ihre Besetzungs-
zahlen iibereinstimmen. Aufgrund von (4.88) folgt fiir die Matrixelemente des
kanonischen Dichteoperators in der |ng,n1,...,S, A)-Basis
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(ng,ny,...,S,Alp|ng,n1,...,S,A)

1
= —<n6,n’1,...,S,A|e*ﬁH |n0,n1,...,S,A>

- fexp ( ﬂanEk> St noOrtny s

N

mit
i

Z = Z exp <—ﬁzk:nkEk> .

ng,n1,...

Die entsprechenden Relationen fiir die gro3kanonische Dichtematrix lauten
(ng,ni,...,S,Alp|ng,n1,...,S,A)
1 _B(H—
= ? <n6,n/1,...,S,A|e B(H=pN) \ng,nl,...,S,A>

Eva eXp ( an Ek: - ) 6n/0n0§n/1n1 R
mit

Y = Z exp <ﬂznk(Ekﬂ)> :
p

nQ,n1,...

Das Symbol ’ in der kanonischen Zustandssumme deutet an, dafl in die Sum-
me nur Besetzungszahlen eingehen, fiir die gilt: > n; = N. In der groBka-

nonischen Zustandssumme gibt es dagegen keine golche Einschrankung. Die
Diagonalelemente der Dichtematrizen lassen sich offenbar interpretieren als
die Wahrscheinlichkeit W, den Satz von Besetzungszahlen, {ng,n1,...}, im
betrachteten N-Teilchensystem vorzufinden:

W(ng,n1,...) = (no,n1,...,S,A| p|ng,n1,...,S,A) .

Da es in der grofikanonischen Zustandssumme im Gegensatz zur kanonischen
Zustandssumme keine Einschrankung bzgl. der Summation gibt, 148t sich die
groflkanonische Zustandssumme in folgender Weise weiter vereinfachen: Im
bosonischen Fall hat man

o0

y= % [e—mEo—u)}"“ [e—ﬂ(El—u)}”l
ng,ni,...=0
Nk 1
:HZ [ BBy~ u} kzﬂi L — P
— ze—BEy ’
k ne= =0 k 1 e g

Fiir den fermionischen Fall ergibt sich
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Yy — 21: [ﬁ(Eo u)] {—ﬁ(&—u)]’“
I3 ] .

Der Vollstdndigkeit halber liefern wir noch die entsprechenden Ausdriicke
fiir die Maxwell-Boltzmann-Statistik im Besetzungszahlenformalismus. Of-
fensichtlich bestimmen in diesem Fall die Besetzungszahlen {ng,n1,...} den
Gesamtzustand | k1, ke, ..., kx) nicht eindeutig, da aus ihnen nicht hervor-
geht, welches Teilchen sich in welchem Ein-Teilchenzustand befindet. Da je-
doch alle, mit dem Satz {ng,n1, ...} vertriglichen Zustéinde die gleiche Ener-
gie und somit die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen, miissen wir lediglich die
Anzahl dieser Zusténde bestimmen. Nun gibt es V! verschiedene Moglichkei-
ten, die N Teilchen durchzunumerieren. Befinden sich aber nj Teilchen im Zu-
stand | k), dann fithren Permutationen dieser Teilchen selbst auf klassischem
Niveau zu keinen neuen physikalischen Zustdnden. Jeder Satz {ng,ni,...}
erhilt also das Gewicht N!/(nglny!---), und wir kénnen fiir die kanonische
Zustandssumme schreiben:

g

/

1 N!
7= > no'nlexp< ﬂanEk> ,

no,M1,.--

wobei der Gibbs-Faktor 1/N! im Falle identischer Teilchen von Hand ein-
gefiigt wurde.'® Fiir die groflkanonische Zustandssumme (wiederum identi-
sche Teilchen) finden wir

oo

y= % : 1‘ {efﬁ(aﬁu)}"" {efﬁwfu)}"l
P no:nqi---
=11 Z [ —ﬂ(Ek—u)}"’“
k np=0 !
= Hexp ze_ﬁE’“] .

k

6 Man beachte, daB8 diese Gleichung natiirlich wieder auf (4.45) fiihrt:

’

1 N _
Z=q1 2 peper e e e

nE,MN1 ;...

N
1 _BEy, o 1 _«~
~z [Ze =4

k
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Satz 4.17: Groflkanonische Zustandssumme der Bose-Einstein-,
Fermi-Dirac- und Maxwell-Boltzmann-Statistik

Gegeben sei ein System aus N nichtwechselwirkenden identischen Teilchen.
Bezeichnen Fj die moglichen Energien der Ein-Teilchenzustdnde, dann ist
die groflkanonische Zustandssumme je nach betrachteter Statistik gegeben
durch (siehe (4.61))

PV 1
_ - Y _ = —BE
WY (T,V,p) = T —Uzk:ln[l—l—aze k] ,
mit
—1 Bose-Einstein-Statistik
o = { +1 Fermi-Dirac-Statistik

0 Maxwell-Boltzmann-Statistik .

Der Fall o = 0 ist hierbei als Grenzfall o — 0 aufzufassen. Fiir die mittlere
Energie und Teilchenzahl erh&lt man hieraus

OlnY Ey _
s =~ ()., =g g =

1 /0lnY olnY
N(T,V,u) = = =% = g
( #) ﬁ( o )T,V ( 0z )T,V z,c: *

wobei die mittleren Besetzungszahlen gegeben sind durch

ze Pk 1

1+ oze BB 1Bk o

k=

Fiir Fermionen gilt 0 < ni < 1, wahrend die Besetzungszahlen der Bo-
sonen keine obere Grenze haben. Bei Bosonen ist das chemische Potential
wegen 7y, > 0 stets kleiner als die kleinste Ein-Teilchenenergie Fy. Der Fall
T — 0 muB fur Bosonen gesondert behandelt werden und fiihrt auf die
Bose-FEinstein-Kondensation.

Die grokanonische Zustandssumme lautet, ausgedriickt durch die Beset-
zungszahlen,

1
InY = —;gln(l — o) .
Unter Beachtung von
_ . 1—ong
E—uN = Ey —p)=kT In{ ——
¥ = Sy ) = kT Y (2 )

erhilt man daraus fiir die Entropie den Ausdruck

1
S =klnY + T(E_MN)
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k 1—ong
—— Z {ln(l — oy) — oy In <ka>}
g % N

szk: {nklnnk+ %(1 — omy) In(1 — (mk)} .

Demnach tragen unbesetzte Zustdnde nicht zur Entropie bei. Dies gilt auch
fiir Fermionzustdnde mit 7y = 1. Dieses Verhalten spiegelt sich auch in der
Unschérfe der Besetzungszahlen,

(Any)? = kTaaZk ng(1 —ong) ,

wider, welche fiir 7z = 0 und bei Fermionen auch fiir m; = 1 verschwindet.
Man beachte, dafl die Fehlerbreiten fiir m; > 1 (Bosonen) proportional zu
i sind, im Gegensatz zum klassischen +/7;-Verhalten.

Zustandsgleichungen des idealen Quantengases. Wir konnen die in
Satz 4.17 stehende Zustandssumme vereinfachen, indem wir die Summe iiber
die Ein-Teilchenzustéinde durch ein Integral ersetzen. Hierzu verfahren wir
analog zur Diskussion des klassischen idealen Gases im mikrokanonischen
Ensemble (Anwendung 56) und schreiben

Z—>h32/d3 47Tgsv/2dp / e)de

m=—s

mit der Energiedichte

AN AN
o=V (5)

wobei die Summe iiber etwaige Spinfreiheitsgrade durch den Entartungsfak-
tor gs = (2s + 1) beriicksichtigt ist. Beschrdnken wir uns auf die Spezialfille
nichtrelativistischer (NR) und ultrarelativistischer (UR) Teilchen, mit

2
2m
dann lauten die zugehorigen Energiedichten

ENR — , EUR = CP

2wgsV (2m 3/2
Cnrve , Ong = 9}5—3)
g(e) =
Cone®  Cu — 3795V
LHK6 I UR — C3h,3
Fiihren wir nun die Distributionsfunktion
Je.Ton) = 15
€L, =71 5. . _
a lefeto

ein, dann ergeben sich die groflkanonische Zustandssumme sowie die Mittel-
werte fiir N und E aus folgenden Integralen:
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InY(T,V,u) = %/deg(e) In (1 + oze )
NIV = [aN = [dese T ngte (4.89)
E(T,V,p) = /edN: /deef(e,T, m)g(e) -

Wir werden diese gesondert in den Unterabschnitten 4.7.2 und 4.7.3 berech-
nen. Man kann jedoch auch ohne ihre explizite Auswertung einige niitzliche
Relationen herleiten. Dies wollen wir nun fiir die o.g. energetischen Grenzfille
tun: Im nichtrelativistischen Grenzfall lautet die grofkanonische Zustands-
summe

o0
ny = Cnr /deel/z In (1 + ozefﬁe) ) (4.90)
o
0

Hieraus folgen die Erwartungswerte

7 el/2de 7 €3/2de
N=C — , E=C( _—
NR/ %eﬁﬁ—i—a NR/ ;e

0 0

Wegen PV = kT InY ergibt sich

QCNR _Bey ] 63/2d6
Pvngk'T |:€3/211'1(1+0'Zeﬂ):|0 +O‘ﬁ/ie/8€—+-g
2
:7E7
3

wobei partielle Integration benutzt wurde. Dies ist die gleiche Relation, wie
wir sie bereits fiir das ideale Boltzmann-Gas gefunden haben (siehe (4.30) und
(4.31)). Die korrespondierenden Beziehungen fiir den ultrarelativistischen Fall
lauten

C oo
InY = UR/deezln (1—|—oze7ﬁ€)
o
0
7 e2de T e3de
N=C — , E=C —_—
UR/;GBE+O’ UR/ie’@€+U
0 0

woraus in gleicher Weise wie im vorigen Fall folgt:

1
PV =-FE.
3
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Satz 4.18: Energie-Impuls-Relationen des idealen Quantengases

Unabhéingig von der betrachteten Statistik (Fermi-Dirac, Bose-Einstein,
Maxwell-Boltzmann) gilt fiir ein ideales Quantengas

;E nichtrelativistisch
PV = 1
§E ultrarelativistisch .

Zustandsgleichungen im klassischen Grenzfall. Fiir den Fall, daf} gilt
z=er <1,

konnen wir weitere Relationen herleiten. Hierzu setzen wir x = (e und ent-
wickeln den in (4.90) stehenden Logarithmus bis zur 2. Ordnung um z = 0.
Dies ergibt

oo

2.2
InY = Cr /d:z::vl/2 oze ¥ — gz e 2
o33/2 2
0

CNR 0'222 T 1/2,—
= e <0‘Z— 5572 /dxm e "
0

o ﬁCNR gz
= Gn” (1-57)
ommkT\ >/? oz
=gV ( 2 ) z (1 - QE’T) . (4.91)

Der erste Term dieser Gleichung ist gerade die grokanonische Zustandssum-
me des idealen klassischen Gases und stimmt mit (4.48) aus Anwendung 58
iiberein, sofern dort der Entartungsfaktor g, beriicksichtigt wird. Die mittlere
Teilchenzahl ergibt sich aus (4.91) zu

olnY ommkT >/ oz oz
N”( 92 )TAVZQSV (m) (- 35) ~ 5 -(492)

so daf} folgt:

h2 25/2 °
Da (4.91) ein Ausdruck 2. Ordnung ist, kénnen wir in diese Gleichung den
aus (4.92) in 1. Ordnung folgenden Ausdruck

s N® (2mmkT\°
WA

einsetzen. Damit erhalten wir schliefllich den

2rmkT\*? o2
1nY=N+gSV(”m ) oz

z
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Satz 4.19: Zustandsgleichung des idealen Quantengases
im klassischen Grenzfall

Im klassischen Grenzfall z < 1 hat man in erster Ndherung folgende Kor-
rektur zur Zustandsgleichung des klassischen Gases:

oN h? 3/2
1 ‘e
+ gsV25/2 (27rka) u

3

E==<
2

PV = nglnY = gNkT

Der Korrekturterm ist grof§ fiir niedrige Temperaturen. Er impliziert im
fermionischen Fall einen erhéhten Druck (bei konstanter Dichte) und somit
eine effektive gegenseitige Abstoflung der Fermionen. Dagegen ist der Druck
im bosonischen Fall reduziert, so dafl sich die Bosonen gegenseitig effektiv
anziehen.

Um weitere Ergebnisse abzuleiten, ist es notwendig, die Integrale (4.89) expli-
zit zu berechnen. Dies werden wir in den folgenden beiden Unterabschnitten
fiir das ideale Fermi- und Bose-Gas getrennt tun.

4.7.2 Ideales Fermi-Gas

Ausgangspunkt unserer Diskussion ist die Fermi-Diracsche (FD-)Distributi-
onsfunktion
1
fro(e, T, p) = W
sowie die nichtrelativistische Energiedichte

2mgsV (2m)3/?

g(€) = CxrvVe , Onr = 9]5—3) ,

die wir zur Berechnung der Integrale (4.89) heranziehen. In Abb. 4.12 ist der
qualitative Verlauf der Verteilungsfunktion fgp fiir verschiedene Tempera-
turen dargestellt. Am absoluten Temperatur-Nullpunkt ist frp eine Stufen-
funktion. Dort sind alle Ein-Teilchenzustéande unterhalb der Fermi-Energie

f FD
1=
T=0
LT>0
T >0
0 m €

Abb. 4.12. Fermi-Diracsche Distributionsfunktion fiir verschiedene Temperaturen
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FEr = u besetzt, wihrend alle anderen Zustdnde mit ¢ > Er unbesetzt blei-
ben. Bei steigender Temperatur kommen immer mehr Fermionen in héhere
angeregte Zustidnde, und die Kantenstruktur der Verteilung weicht zuneh-
mend auf. Mit Hilfe der partiellen Integration und der Substitution x = fe
lassen sich die Integrale in (4.89) in folgende Ausdriicke iiberfiihren:

oo
CNR 2 23/2dx gsV
InY(T,V,p) = 53/2§/lew+1 I =5 f5/2(2)
O z
Che [ @V2dz gV
N(Ta‘/?iu’) = 63/2/lex+1 )\ 3/2( )
0o * (493)
CNR 3/2d1' 395
E(T)‘/’/“’L) = 65/2/ ex+1 2)\36!]05/2( )
_ Nka5/2()
f32(2)
mit
h2 1/2
- (27rka>

und den Fermi-Dirac-Funktionen

1) = s [T+ #0) = foa)

Im allgemeinen ist man daran interessiert, die in (4.93) stehende Fugazitiit z
mit Hilfe der Beziehung fiir NV zu eliminieren. Dies ist jedoch aufgrund der
integralen Darstellung der Funktionen f,(z) nicht so ohne weiteres méglich.
Man betrachtet daher gewisse Spezialfille, fiir die eine Elimination von z
durchfiihrbar ist.

Klassischer Grenzfall: T > 0 <= 2z < 1. Im Falle kleiner z lassen sich
die Funktionen f,, durch folgende Taylor-Reihe darstellen:

oo

fue) = S (4.94)

n=1

Setzt man diese Reihe in die mittlere Gleichung von (4.93) ein und setzt

= N3
Z:Zazyl7y:ﬁ,

dann folgt
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]. 7 ]_ ! "
— l I+l I+ +1
y = § @Y = 5373 E awary "+ o3 E ajay ayry +..

! L L1

2 3
- aj 9 2a;ia9 ay 3
a1y+(a223/2>y +(a323/2+33/2>y +....

Hieraus ergeben sich die ersten Entwicklungskoeffizienten von z zu
1 1 1

a1:1,a2:2gﬁ,a3—1733ﬁ.

Geht man nun mit dieser 2-Reihe z.B. in die letzte Gleichung von (4.93),
dann erhélt man eine Virialentwicklung der Form

() N>\3 -1
E(T,V,N)ZNkTZbl<gV) ,
=1 s

mit den ersten Koeffizienten

1o, 12

3 =g T3

Beriicksichtigt man hierbei nur den ersten Term, so ergibt sich wieder die
kalorische Zustandsgleichung (4.30) des idealen klassischen Gases, wihrend

die Berticksichtigung der ersten beiden Terme wieder auf Satz 4.19 fiihrt.

by=1, by =

Total entartetes Fermi-Gas: T = 0 <= z — oo. Im Falle des total
entarteten Fermi-Gases konvergiert die Reihenentwicklung (4.94) nicht. Wir
konnen jedoch in diesem Fall ausnutzen, dafl die Verteilungsfunktion stu-
fenformig ist:

1 1 fiir € < g
fFD(€7O7M) =

T }’“°:“<T=o>=EF.

0 fir € > po

Damit berechnen wir:

Er
2 47 gsV (2m)3/2
N = Cxn / dev/e = 2CnpEY? = 9V 2T pajo
3 3h3
0

Fiir die Fermi-Energie bzw. fiir das chemische Potential folgt hieraus
n? (3N \*?
Er=pwp=—|—= .
2m \4rgsV

Die Grundzustandsenergie ergibt sich zu

47T9sV(2m)3/2 E5/2

Er
2 5/2
E =Cnr / dee®/? = ECNREF/ = e F
0
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Satz 4.20: Total entartetes Fermi-Gas

Beim total entarteten Fermi-Gas gilt fiir die mittlere Energie (Nullpunkts-
energie)
3
E(T=0,V,N) = ENEF .

Aufgrund des Paulischen AusschlieBungsprinzips befinden sich nicht alle
Teilchen im Grundzustand. Vielmehr sind alle Zustdnde bis zur Fermi-
Energie

2 2/3
B 12 (3N
2m \4mgsV

besetzt.

Der Fall T' = 0 ist insofern von praktischem Interesse, als daf} fiir viele quan-
tenstatistische Systeme typische Anregungstemperaturen weit oberhalb der
jeweiligen Systemtemperatur liegen, so dafl solche Systeme gut durch ihre Ei-
genschaften am Temperatur-Nullpunkt beschrieben werden. Typische Werte
fiir Fermi- Temperaturen Tp = Er/k sind: 0.3 K in fliissigem ®He, 5 - 10* K
fiir Leitungselektronen einfacher Metalle, 3 - 10° K in weiBen Zwergen und
3-10'2 K in Neutronensternen.

Entartetes Fermi-Gas: 0 < T < Tp <= z > 1. Auch im Falle des entar-
teten Fermi-Gases konvergiert die Reihenentwicklung (4.94) nicht. Wir wis-
sen nun aber, dafl die Verteilungsfunktion frp nur schwach mit der Energie
variiert, mit Ausnahme des engen Bereiches um € ~ u. Mit anderen Worten:
Ofrp/0¢ hat ein extrem scharfes Maximum um den Wert € = p,

Ofrp _ 1
Oe T 4kT

€=

und kommt einer d-Funktion sehr nahe. Betrachten wir nun die Funktion

€

F(o = [ dég(e).
0

dann folgt unter Verwendung der partiellen Integration fiir die mittlere Teil-
chenzahl

N = / de fo () F'(e) = — / de fion () F(e)

Die Entwicklung von F'(¢) um g,

F(e) = Flu) + F'(n)(e — )+ 3F" ()€~ ) + .. |

liefert weiterhin
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N =I1F(p) + LF' (1) + LF"(p) + ...,
mit

I=- 0/ defip(e) , I = — O/ de(e — ) fop (€)

oo

/ de(e — 1)? flp(©) -

0

I =—

L\DM—'

Da nur niedrige Temperaturen betrachtet werden, kénnen die unteren In-
tegrationsgrenzen von Iy, I; und Is nach —oco verschoben werden. Iy ist
dann Eins, und I verschwindet, da (¢ — u) ffp(€) eine ungerade Funktion
in x = (e — p) ist. Somit verbleibt

1 z2e 2
Ih=— = .
=35 | et =

— 00

Wir haben dann

9 © 9 Er
N = Flp)+ g0+ = /deg(e) + g )+ /deg(e)
0 0

= g(u)(Er — p) = 6729’(#) :

Mit g(e) = Cnr /€ finden wir schliefllich

EF E2 7T2
T)~ =F ~Bp(1-—2 ).
W)~ =+ 12@2 F( 12322

Hieraus ergibt sich fiir die mittlere Energie

w2 [d
" / dechiole / )+ iz [qe0)]
EF
~ /deeg(e) /deeg( )+ 529( F)
0 Er
3 ™
~ NEp + (u— Er)Erg(Er) + ——59(Er)
5 43
3 2 3 st (KT
~ -NFE —g(Er) = -NE - | =
B+ gza(en = e 1+ 5 ()
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Satz 4.21: Entartetes Fermi-Gas
Fiir T < Tr = Er/k hat man folgende Korrekturen zur Nullpunktsenergie:

1+57r2 kT 2+
7= .

Die Wiarmekapazitédt ergibt sich hieraus zu

ok N kr? T

or), 2 T

und ist somit sehr viel kleiner als die klassische Warmekapazitit
Cy = 3Nk/2.

E(T,V,N) = gNEF

Cv(T,V,N) = <

Fir die Entropie des entarteten Gases erhélt man mit (4.61) und Satz 4.18
N kx? T
2 Ty

§E—/LN

3

1 1
S:T(E—F):T<

Im Gegensatz zur Entropie des klassischen Gases (siehe (4.32) in Anwendung
56) gilt hier in Ubereinstimmung mit dem 3. Hauptsatz: T — 0 = S — 0.

Zum Schluf} dieses Unterabschnittes merken wir noch an, daf} sich die hier
vorgefithrte Entwicklung von

oo

[ acsnaste

fiir z > 1 nach Sommerfeld verallgemeinern 148t und auf folgende Entwick-
lungen der Funktionen f,(z) in In z hinausliuft:

fs2(2) = 15?/?(111 2)°/? {1 + 5%(111 )72+ }

f32(2) = (Inz)3/2 {1 + 7rg(lnz)_2 +.. ]

4
NG
f1a( = 2 (lnx)'2 1—521 -2
1/2(2) ﬁ(nz) [ 24(11,2) +] .
In den meisten Fillen ist es hierbei nicht notig, mehr als die ersten Terme

zu betrachten, da das Verhéltnis zweier aufeinander folgender Terme von der
Grofenordnung (K7'/p)? ist.

4.7.3 Ideales Bose-Gas

Wir betrachten nun das ideale Bose-Gas und verfahren dabei analog zum vor-
herigen Unterabschnitt. Ausgangspunkt sind die in Satz 4.17 stehenden Sum-
men fiir nY, F und N bzw. die Integrale (4.89), mit der Bose-Einsteinschen
(BE-)Distributionsfunktion
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1
feE(6, T, 1) = W
und der nichtrelativistischen Energiedichte
219,V (2m)>/?
h? '

Wegen ny, = (eB(E’“_“) — 1)71 > 0 gilt fiir das Bose-Gas bei allen Tempera-
turen

g(e) = CnrVe , Cnr =

p<EB, 23 u<0,0<z<1.

Die Besetzungszahl des Grundzustandes ist

z
1—-2
und kann im Gegensatz zum Fermi-Gas beliebig grof§ werden. Offensichtlich
wird diese Tatsache durch die naive Ersetzung der Summen in Satz 4.17 durch
die Integrale in (4.89) nicht beriicksichtigt, da die Energiedichte g(¢) fiir e = 0
verschwindet und der Grundzustand somit das Gewicht Null bekommt. Wir
spalten deshalb den Grundzustand aus den Summen ab und approximieren
die verbleibenden Ausdriicke durch Integrale:

nY = —/deg(e) In(1—2e%) —In(1 - z)

0=

z
1—=2

N = [ def(e.Tmgle) + No . No =7 =

E = /deef(e,T,,u)g(e) .

Hierbei ist folgendes zu beachten: Im klassischen Limes z < 1 kann Ny ver-
nachldssigt werden, wihrend Ny fiir z ~ 1 signifikant beitrdgt. Der Term
—In(1—2) = In(1+ Ny) ist jedoch im gesamten Bereich 0 < z < 1 héchstens
von der GroBenordnung O(In V) und somit fiir alle z vernachlissigbar. Substi-
tuieren wir nun in diesen Integralen wieder x = SE und wenden die partielle
Integration an, dann erhalten wir die zu (4.93) korrespondierenden bosoni-
schen Ausdriicke

sV
nY(T,V,n) = %95/2(2)
gSV h2 1/2
NV = S + 8o b A= (G ) (49
395V

E(T,V,u) = 5@95/2(2) ;

mit den Bose-FEinstein-Funktionen

¥ ldx
0 = 7y [ Ty 0D =9 (4.96)
0
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Klassischer Grenzfall: T > 0 < z <« 1. Fiir kleine z konnen wir von
der Entwicklung

o0 n

z
9u(2) = o
n=1
Gebrauch machen. Mit ihrer Hilfe 148t sich aus der mittleren Gleichung von
(4.95) wie im fermionischen Fall eine Entwicklung fiir z gewinnen, die, in die
letzte Gleichung von (4.95) eingesetzt, zu der Virialentwicklung

N\
93V> ’

3 oo
E(T,V,N) = 5NlcT; by < (4.97)
mit den Koeflizienten
1 1 2
bi=1, bQZ_W’b‘g:é_W

fiihrt. Fiir die spezifische Wérme erhalten wir hieraus

OF 3 X 5-31 [N\
Cy(T,V,N) = () = "NEY. by ( ) ,
O )y 2 &= 2 9.V

welche fiir T — oo erwartungsgemifl gegen den klassischen Wert
Cy = 3Nk/2 strebt. Man beachte, dafl der zweite Term dieser Entwicklung
positiv ist, so dafl bei groflen aber endlichen Temperaturen die spezifische
Waérme grofler als ihr klassischer Wert ist. Auf der anderen Seite wissen wir,
dal Cy fiir T — 0 gegen Null streben muf}. Daraus ist zu erkennen, daf}
es bei einer kritischen Temperatur 7T, ein Maximum von Cy geben muf}. Es
stellt sich heraus, dafl an dieser Stelle die Ableitung der spezifischen Wirme
nach der Temperatur unstetig ist, was auf einen Phaseniibergang 2. Ordnung
hindeutet.

Bose-Einstein-Kondensation: T klein <= z =~ 1. Fiir kleine Temperatu-
ren verliert die Entwicklung (4.97) ihre Giiltigkeit. Schreiben wir in diesem
Fall die mittlere Gleichung in (4.95) um zu
gsV
N =N, +N0 5 N, = ?93/2(2) )
wobei Ny und N, die Zahl der Teilchen im Grundzustand Ey = 0 bzw. in
angeregten Zustédnden bezeichnen, dann 148t sich folgendes feststellen: Da

die Funktion g3/5(2) im Bereich 0 < z < 1 monoton wéchst, ist die Zahl der
angeregten Zustéinde auf den Bereich

gsV
23 93/2(1) 5 g3/2(1) = 2.612

beschrankt. Hieraus konnen wir fiir die Félle z < 1 und z = 1 folgern:

0< N, < N™ =
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Satz 4.22: Bose-Einstein-Kondensation

Das ideale Bose-Gas zeigt in Abhéngigkeit der Fugazitit z folgendes Ver-
halten:

e Im Falle z < 1 kann der Term Ny = z/(1 — z) im thermodynamischen
Limes vernachlassigt werden, und man erhélt die Fugazitiat aus

gsV
N=N, = %93/2(2) .
Das heif3t faktisch alle Teilchen befinden sich in angeregten Zusténden.
e Gilt auf der anderen Seite z = 1, dann wird Ny im Prinzip beliebig grofl
und tragt signifikant zur Gesamtteilchenzahl bei. Man hat dann

max V
N > N&=sx = gj\g g32(1) - (4.98)

In diesem Fall kénnen nicht alle Teilchen in angeregten Zustdnden un-
tergebracht werden. Vielmehr kondensieren No = N — NXM?* Teilchen in
den Grundzustand.

Wir wollen dieses Phéanomen der Bose-Einstein-Kondensation nun etwas ge-
nauer untersuchen. Nach (4.98) lautet die Bedingung fiir das Einsetzen der
Bose-Einstein-Kondensation bei konstanter Teilchenzahl und konstantem Vo-
lumen

2 2/3
T<T =" ( N ) |
2mmk \ gsV g3/2(1)

Im allgemeinen besteht das System fiir T < T, aus einem Gemisch beider
Phasen, denn es gilt

1 firT>T.
Ne _ 3/2
~=\/T
N (T) fir T < T,

0 fir T > T,

No 3/2
No _ ,
N 1_<Tc> fiir T < T. .

Diese Verhéltnisse sind in Abb. 4.13 graphisch veranschaulicht. Fiir den
Druck erhalten wir aus der ersten Gleichung in (4.95)

NET g5/2(2) fir T > T,
14 93/2(2)
kT NKT. g5/2(1 NKT,
P(T,V,N):71HY= e 952 )z0.5134 ¢ fir T =T
Vv 93/2(1)
kT
%95/2(1) furT<TC s
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T
0 1 Te

Abb. 4.13. Zahlenvergleich zwischen bosonischen Grundzustdnden und angeregten
Zustidnden in Abhéngigkeit von der Temperatur

wobei fiir T' > T, ausgenutzt wurde, dafl gilt:
N3
gsV
Man erkennt, dafl der Druck am kritischen Punkt nur etwa halb so grof} ist
wie der des klassischen Gases. Desweiteren ist der Druck unterhalb von T
unabhéngig von N und V. Dies resultiert aus der Tatsache, dafl Teilchen im

Grundzustand nicht zum Druck beitragen. Als néichstes berechnen wir unter
Beriicksichtigung von

3lnY 3 gsv
E = kT? ( o7 > = §kT795/2(Z)
z,V

die spezifische Wérme

Cv._ 1 (9
Nk Nk\OT )y, '

Fiir T < T ist z = 1 und unabhéngig von T, und wir erhalten

Cy 39,V d T 15 g5V 3/2

—_— = - (= 1 —_— _— = — —(=r 1 ~ T .
Dagegen ist z fiir T > T, temperaturabhéingig. In diesem Fall ergibt sich
unter Ausnutzung von (4.96) und (4.99)

Cv 3¢V d (T (2)) = 15 gV 3oV T, ( )%
Nk 2 N ar \ x39/2%) | = iy e 95/ 2 N a2\ gy
1595/2(2) | 3T dz

Die Ableitung dz/dT kénnen wir in der Weise

dz 1 ()7%/ ()7Ed93/2d£7i NN __3 (2)
ar 22 T 92\ T arTar @z T ar v ) T T or PRV

umformen, so dafl insgesamt folgt:

(2) +
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Cv _15652(2)  99s/2(2)
Nk 4 93/2(2) 491/2(2) .
Hieraus ergibt sich der klassische Grenzfall (z — 0, T > T¢) zu

5 9 3

Am kritischen Punkt (z — 1, T' = T) divergiert g, /o, so da8 die spezifische

Wirme dort durch
~ 1595/2(1)
T4 g3 /2(1)

gegeben und somit deutlich grofer ist als die des klassischen idealen Boltz-

mann-Gases (Cy = 3Nk/2). Man beachte, dal Cy im Gegensatz zu dCy /dT
am kritischen Punkt stetig ist.

Nk =1.925Nk

Zusammenfassung

e Im Gegensatz zur klassischen Maxwell-Boltzmann-Statistik wird in der
Quantenstatistik der fermionische bzw. bosonische Charakter von Teil-
chen beriicksichtigt.

e Innerhalb der Quantenstatistik erweist sich der Besetzungszahlenfor-
malismus fiir Systeme nichtwechselwirkender Teilchen als sehr niitzlich,
in welchem der N-Teilchen-Quantenzustand durch die Besetzungszahlen
aller moglichen Ein-Teilchenzusténde spezifiziert wird. Mit diesem For-
malismus gewinnt man relativ einfache Formeln fiir die grofkanonische
Zustandssumme, die mittlere Energie und die mittlere Teilchenzahl. Aus
ihnen 18t sich fiir gewisse Spezialfiille (T grof}: klassischer Grenzfall und
T klein: rein quantenmechanischer Grenzfall) die Fugazitiit eliminieren.

e Aufgrund des Paulischen AusschlieBungsprinzips befinden sich selbst
am absoluten Temperatur-Nullpunkt nicht alle Teilchen eines idea-
len Fermi-Gases im Grundzustand. Vielmehr sind alle Ein-
Teilchenzustinde mit Energien kleiner gleich der Fermi-Energie be-
setzt.

e Beim idealen Bose-Gas tritt fiir kleine Temperaturen die Bose-
Einstein-Kondensation auf. Dieses Phinomen resultiert aus der Tat-
sache, dafl angeregte Zustéinde nur durch eine begrenzte Zahl von Teil-
chen besetzt werden kénnen, so daf3 alle weiteren Teilchen im thermody-
namischen Limes notwendigerweise in den Grundzustand kondensieren.
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Anwendungen

66. Ideales Photonengas. Man berechne die freie Energie, Entropie und
Energie sowie den Druck eines idealen Photonengases.

Losung. Photonen sind masselose Spin-1-Teilchen und werden deshalb durch
die Bose-Einstein-Statistik beschrieben. Fiir sie gilt die ultrarelativistische
Energie-Impuls-Relation

e=clp|=hw, p=hk, w=ck|,

wobei w die Frequenz und k den Wellenvektor der Lichtteilchen bezeichnen.
Aufgrund der Tatsache, daf§ Photonen durch Atome absorbiert und emittiert
werden konnen, ist die Gesamtzahl der Photonen nicht erhalten, so daf} gilt:
@ = 0. Hieraus folgt sofort fiir die freie Energie

F=uN—PV=-PV.
Andererseits gilt nach Satz 4.17
PV =kTY = —kT» In(1-eP)

wobei iiber alle moglichen Wellenvektoren k summiert wird. Diese Summe
konnen wir wieder mit Hilfe der ultrarelativistischen Energiedichte

drgV
gur(e) = Cure® , Cur = cf”gT
in das Integral
8tV
F= kT/deg )In (1—e*ﬁE = kT ;Th?) /dee In ( )

umschreiben. Hierbei ist zu beachten, dafl der Entartungsfaktor g; aufgrund
der Transversalitdt des elektromagnetischen Feldes gleich Zwei (und nicht
Drei wie bei anderen Spin-1-Teilchen) ist. Es folgt mit partieller Integration
und der Substitution x = Be

(KT)*V 7 dea® 4o, w2k
F(T =— = VT —
V)= | o1 3¢ T o
0
N—_——
4 /15

wobei o ebenfalls Boltzmann-Konstante genannt wird. Aus der freien Energie
erhélt man die iibrigen gesuchten Grofien zu

P(T,V) = — <g‘F/) =P(T) = Z;ZT (Boltzmann-Gesetz)
oF 160
ST, V) = — <8T) =3, — VT3

E(T,V) = F+TS = %"x/T4 =3PV .
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67. Ideales Phononengas. Man berechne die spezifische Wérme eines
Festkorpers in einem Modell, wo die Auslenkungen der Atome um ihre Gleich-
gewichtspositionen durch quantisierte harmonische Schwingungen gendhert
werden.

Losung. Das physikalische Ausgangsproblem besteht in der Beschreibung
von N Atomen eines kristallinen Festkorpers. In der harmonischen Ndherung
werden die Auslenkungen der Atome um ihre Gleichgewichtslagen durch eine
Taylor-Reihenentwicklung der potentiellen Energie beschrieben, die nur bis
zum quadratischen Term geht. Da der lineare Term in der Gleichgewichts-
lage verschwindet, besteht die klassische Hamilton-Funktion des Systems in
dieser Genauigkeit nur aus einer konstanten Nullpunktsenergie, der kineti-
3N 3N
schen Energie T'= 2 3~ 47 und der potentiellen Energie V = Y Aj;z;x;.
i=1 ig=1
Solch eine Hamilton-Funktion kann nun aber immer auf Normalfoim gebracht
werden (siehe Anwendung 7 in Abschn. 1.2), wobei die Normalkoordinaten
den Normalschwingungen des Gitters entsprechen. Diese Normalkoordinaten
der 3N ungekoppelten linearen harmonischen Oszillatoren lassen sich formal
quantisieren. Die quantisierten Gitterschwingungen, sog. Phononen, konnen
somit als ein ideales ultrarelativistisches Bose-Gas mit der Energiedichte

127V
c3h3
betrachtet werden. Da Phononen in beliebiger Zahl erzeugt werden koénnen,
ist ihr chemisches Potential Null, also z = 1.

gur(e) = Cure® , Cur = € = hw (9s =3)

Einstein-Modell. Wir berechnen die spezifische Warme zunéchst in der
Einstein-Naherung. Dort werden alle 3N Oszillatoren als unabhingig von-
einander und mit der gleichen Frequenz wg schwingend betrachtet. Diese
Problemstellung haben wir bereits in Unterabschn. 4.6.3 diskutiert. Nach
(4.79) ergibt sich deshalb die Energie des Systems zu

3thE

2 tanh (ﬁ%) .

Hieraus folgt fiir die spezifische Wérme

E =

E N 2 2 Bhwy 2 x
Oy = 22 _ 3N wg e . = 3Nk x’e 7
or ), kT?  (efhws — 1) (e —1)2
mit
- hwE
kKT

Fiir hohe Temperaturen, x < 1, erhalten wir sofort
Cy = 3Nk (Gesetz von Dulong und Petit).

Fiir kleine Temperaturen, x > 1, ergibt sich
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Cy = 3Nkz?e™™ .

Waéhrend das Hochtemperaturverhalten experimentell gut bestétigt ist, findet
man im Experiment fiir kleine Temperaturen ein 7°-Verhalten, welches das
simple Einstein-Modell offenbar nicht erkldren kann.

Debye-Modell. Das Debye-Modell ersetzt die Einstein-Frequenz wg durch
ein kontinuierliches Spektrum an Schwingungsmoden, die wir analog zum
Photonenspektrum berechnen kénnen. Die Anzahl der Moden im Frequenz-
intervall [w : w + dw] ist

127V

gur(w)dw = = widw .

Die maximale Frequenz (Debye-Frequenz) wp bestimmt sich aus

wp
g(w)dw = 3N
0
zu
3 3Nc
DT v

Sie tragt der Tatsache Rechnung, daf} sich im Gitter keine Schwingungen
ausbreiten konnen, deren Wellenlénge kleiner ist als die Gitterkonstante des
Kristalls. Solch eine Einschrinkung gab es beim Photonengas nicht. Nach
Satz 4.17 lautet die mittlere Energie

hwk
E(T,V) = Z ol
k

die sich im Limes V — oo in folgendes Integral umschreiben 148t:

wp
h
E(T, V)= /dngR(w)ﬁ =3NkKTD(zp) , zp = Bhwp .
0
Hierbei bezeichnet
2
o 1 -3 T 4 i ep < 1
3 T 8 20
D<xD) - 3 dxem -1 - 7
Do — 4+ 0(e7™)  fiir ap > 1
Sy

die Debye-Funktion. Unter Beriicksichtigung von

th TD
xD = = —

kT T
erhalten wir fiir die Energie

hw
o=
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3Tp 1 (Tp\>

1—§?D+% (;) + .- fiir T>> Tp

E =3NkTD(zp) = 3NKT { | 73
T () +0 (e—TD/T) fir T < Tp
) D

und fiir die spezifische Wérme
3 (Tp\?
c 3—20(1?) . fiir 7> Tp
V —
Nk ) 127t [ T\°
; (T) + 0@ /Ty fiir T < Tp .
D

Das Debye-Modell ist also in der Lage, das T3-Tieftemperaturverhalten der
spezifischen Warme zu erkléren.



A. Mathematischer Anhang

Dieses Kapitel rekapituliert einige grundlegende, in diesem Buch haufig be-
nutzte mathematische Relationen aus den Bereichen der Analysis und der
Vektoranalysis. Es wird hierbei auf mathematische Strenge verzichtet, um
dem Leser das schnelle Nachschlagen zu erleichtern.

A.1 Vektoroperationen

Vektoroperatoren. Die dreidimensionalen Vektoroperationen Gradient,
Divergenz und Rotation sind in kartesischer Darstellung mit kanonischer,
orthonormierter Basis {e,, ey, e,} definiert durch

. oy oy oY
Gradient: Vi = e, o +ey 3y + e, 5,
Divergenz: VA = 04, + 04, + 04,

Ox 0y 0z
Rotation: Vx A = e, <8AZ _ aAy) ‘e, <5Az - BAZ)

oy 0z 0z ox
‘e 04, 04,
\ Oz oy )’

wobei A = Ay(z,y,2)e, + Ay(z,y,2)e, + A.(x,y,2)e, ein Vektorfeld und
¥ = ¥(x,y, z) ein Skalarfeld bezeichnen. Hiangen die kartesischen Koordina-
ten x,y, z von Zylinderkoordinaten in der Weise

T=rcosp, y=rsing, z==2

ab (Abb. A.1 links), dann gilt

9,0 singd
or or r Oy
g = singpg + COS('OE
oy or r Oy
0 0

0z 0z
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z z

x s T

Abb. A.1. Zusammenhang zwischen kartesischen und sphérischen Koordinaten
(links) bzw. zylindrischen Koordinaten (rechts)

Im Falle einer Abhingigkeit von sphirischen Koordinaten (Kugelkoordina-
ten),

r=rcospsinf , y=rsinpsind , z=rcosh ,
gilt (Abb. A.1 rechts)

0 . 0 sing 0  cospcosf O
Oz :COS(psmaa_rsiHG% r 00
0 0 cosp O sinpcosf 0
Ay :bln@bln08r+rsin9% r 00
0 0 sinf 0

2 = COSQE T

Die entsprechenden Gleichungen fiir Gradient, Divergenz und Rotation in
anderen Basissystemen, wie z.B. der sphérischen Basis {e,, eg, e, } oder der
Zylinderbasis {e,, ey, e, }, werden in diesem Buch nicht verwendet und des-
halb nicht diskutiert.

Héufig benutzte Formeln der Vektorrechnung und -analysis sind:
ABxC)=B(CxA)=C(AxB)
Ax (BxC)=B(AC)-C(AB)
(Ax B)(C x D) = (AC)(BD) — (AD)(BC)

V x Vi =0
V(VxA) =0
Vx(VxA) =V(VA) -V?A
V(o) = ¥V + ¢V
V($A) = YV A+ AV
(A):waA A XV
( ):B(VxA) A(V x B)
V x(AxB)=(BV)A—-B(VA)—- (AV)B+ A(VB)
(AB):(BV)A+BX(V><A)+(AV)B+A><(V><B).
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A.2 Integralsitze

Gauflscher Satz. Gegeben sei ein Vektorfeld A(z) und ein Volumen V
mit einer geschlossenen Oberfliche F', deren Normale dF = dFn in jedem
Oberflichenpunkt senkrecht nach auflen gerichtet ist. Dann gilt

/dVVA = j{dFA .
v F

Hieraus folgt insbesondere fiir A = ¢y bzw. A = ¢ X B, ¢ = const

/dVVz/;:j{de,/dVVxB:%deB.
1% F 1% F

Stokesscher Satz. Gegeben sei ein Vektorfeld A(x) und eine geschlossene
Kurve C' mit Umlaufsinn (Wegelement: dl), iiber die eine regulére Fliche F
mit orientierter Flichennormalen dF' = dF'n gespannt ist. Dann gilt

/dFVxA:j{dlA.
c

F
Die Ersetzung von A durch cy bzw. ¢ x B fithrt zu

F/dew;:z{dw,F/(deV)xB:z{dle.

Die Orientierung der Fliche F' ist hierbei so zu wéhlen, dal der Umlaufsinn
von C' mit der Normalen n der im Oberflichenintegral gewéhlten Seite von
F ecine Rechtsschraube bildet (Abb. A.2).

=
F

=

C

Abb. A.2. Eine Kurve C' mit Umlaufsinn und eine von C' eingespannte bzw. iiber
C gestiilpte Fliche F

1. Greensche Identitit. Setzt man A = ¢V, dann folgt aufgrund von
V(¢V) = ¢V?1 + V¢V1h und des GauBschen Satzes

/ AV (¢V*) + VoVy) = ]{ dF ¢V . (A1)

v
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2. Greensche Identitit. Schreibt man (A.1) unter Vertauschung von ¢
und ¢ noch einmal an und subtrahiert diese Gleichung von (A.1), dann folgt

/ AV (6V2) — V6) = ]4 AF(6V — V) . (A2)

14 F

A.3 Partielle Differentialquotienten

Totale Differentiale. Im folgenden betrachten wir eine Funktion f(z,y) in
den Variablen x und y, die mindestens zweimal differenzierbar ist, so daf gilt:
O*f  9*f
0xdy  Oydx
(die Erweiterung auf mehr Variable ist unproblematisch). Das Differential d f
heifit totales Differential von f, falls gilt:

(A.3)

Af = flo+ doy+ ) - flea) = (52) ao s (5) ay
y x

Offensichtlich ist dieser Ausdruck dquivalent zu der Wegunabhingigkeit von
Linienintegralen iiber df,

(z2,y2) (z2,y2)
/df: /df — fdf:o,

(z1,91) (z1,91)
Cl C2

da bei der Summation der Differenzen df nur die Werte an den Endpunkten
iibrig bleiben. Wegen (A.3) folgt fiir einen beliebigen Ausdruck

df = A(z,y)dz + B(z, y)dy
die Vorwartsrichtung der Aussage:
0A 0B
df ist vollstdndiges Differential «<— | — | = | — .
0y ), ox ),
Die riickwértige Richtung 148t sich mit Hilfe des Stokesschen Satzes folgen-
dermaflen zeigen:

0

%df:j{le:/dFVxV:/dF 0 ,
9B __ 0A

C C F F ox Jy

it

mi

dl = dze, +dye, , V = Ae, + Be, .
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Umformung partieller Differentialquotienten. Aus der Gleichung

(o o1
1= (a), o (5)

lassen sich eine Reihe von Beziehungen zwischen Differentialquotienten ab-
leiten. Hélt man z.B. die Variable y fest (dy = 0), dann folgt

() - ()

Bei festgehaltenem f (df = 0) ergibt sich

(3).~~(),G), »

Mit dieser Beziehung lassen sich festgehaltene und verénderte Variable ge-
geneinander austauschen. Geht man zu einer anderen Variablen iiber, z.B.
y — g(z,y), dann gilt wegen

(o5 or\ [ (2 99
7= (52) 00+ (5), |(38), 0+ (3).

fir dy =0

(2:),7 (), (). (52),

Diese Gleichung wird dazu benutzt, um die festgehaltene Variable neu zu
wéhlen. Fiir dz = 0 ergibt sich aus (A.5) die partielle Form der Kettenregel:

(3).-(5).G). o

Wegen (A.4) und (A.6) folgt weiterhin
of dg [ of ox dg dy
(). (1), = (32), (&), (50), (59),
[ Ox y
(), @),

Hiermit 148t sich das Paar (f,g) gegen (x,y) austauschen.

(A.5)

A.4 Vollstiandige Funktionensysteme, Fourier-Analyse

Gegeben sei ein vollstandiges, reelles oder komplexes diskretes Funktionen-
system {g,(x),n =0,1,2,...}, das im Sinne des Skalarproduktes
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a+2L
i) = | dagla)g; (@)
a
im Intervall [a : a + 2L] orthonormiert ist, also (g;,g;) = d;;. Desweiteren
besitze eine Funktion f folgende Eigenschaften:
e fund f’ sind in [a : a + 2L] stiickweise stetig.
e f besitzt eine endliche Zahl von endlichen Sprungstellen.
e f ist periodisch: f(z) = f(z + 2L).
Dann 148t sich f in der Weise

a+2L

f@) = Y 00ga(e)  an = (L) = [ dof(@)g;(a)

entwickeln.

Fourier-Reihen. Die komplexen Funktionen

1 inm
(1) = — M) n=0,+1,42. ..
gn(x) 5T exp( T x) n

bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem im obigen Sinne. Hierfiir lautet
die Reihenentwicklung (Fourier-Reihe) einer Funktion f

)= gap 3 oo ()
mit
a+2L .
ap = —— / daf(x)exp (—Nzﬂx) .

a

Insbesondere gilt fiir die §-Funktion

Sa—a)y=3 W,kn:%. (A7)

n=-—oo

Fourier-Integrale. Weiten wir nun das Periodizitétsintervall auf Unendlich
aus, L — oo, dann geht (A.7) iber in

5z —a') = 7dk€W _/ dkex\p/(;x) (exlj/(%x/)y ,

— 0o — 00

bzw. wegen der Symmetrie in k& und z

5(k — k') =Z dxexl\o/(;x) <6X1§12i:;$) > C
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Offensichtlich bilden die Funktionen
exp(ikz)
k,x) = ———
g(k, x) o
ein vollstédndiges kontinuierliches Funktionensystem mit Normierung auf die
6-Funktion. Fiir eine beliebige Funktion f gilt daher die Fourier-Integralent-
wicklung

oo oo o0

f@) = [ e —anf@) = [ dhgna) [ ao's@glia’y
1

v / dka(k) exp(ikz) ,

oo

mit
1 T .
a(k) = m_/ dz f(z) exp(—ikz) .

Die Verallgemeinerung auf n Dimensionen lautet

1 T kl

flx) = 7/d”ka(k) exp(ikx) , x = | , k=
(2m)n/2 : .
‘,I/.'n/ n

1 . _
a(k) = (27T)"/2/d zf(x)exp(—ikzx) .

A.5 Bessel-Funktionen, sphirische Bessel-Funktionen

Bessel-Funktionen. Die Besselsche Differentialgleichung lautet
d? 1d m?
. — 1 [ —— = 0 .
[dx2+xdx+< mQ)}f(x) ,meR
Thre Losungen sind die Bessel-Funktionen J,,, und J_,,, mit
T\ (1)t x\ 2
7@ =(3) L irmr g &)
(@) =3 ;0 iT(m+i+1)\2
Ist m ganzzahlig, dann gilt
[z\™ = (—1) T\ B m
In(@=(3) 2 T T (5)  Jom@ = ()" (@)
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Sphirische Bessel-Funktionen. Die sphirische Besselsche Differential-
gleichung lautet
d? 2d (1+1)
— 1-—- =0,101=0,1,2,... .
R RN R SR

Ihre Losungen sind die sphérischen Bessel-Funktionen j;, n; (letztere heifien
auch Neumann-Funktionen) und somit auch die Hankel-Funktionen hl(i):

Ji(z) = (%)1/2 Jit1/2(2)

™

my(z) = (1) (ﬁ)lm J1-12(2)

W) (2) = my(e) £ iji(z) -

Thre explizite Form lautet
Ji(z) = Ri(x)
m(z) = Ri(z)

sin x cosT

+ Sl(l‘)

cosT sinx

mit

R( +ISl Z

:0

, Ri,S € R.

R; und S; sind Polynome in l/x vom Grade [ mit reellen Koeffizienten
und der Paritit (—1)" bzw. —(—1)!. Fiir eine beliebige Linearkombination
fi =aj; 4+ bny, a,b fest, gelten die Rekursionsformeln

@I+ 1D fi(x) = z[fita(z) + fi1(2)] (A.9)
fior = {ddx l;l} fi= miﬂ% (21 1)

. d [—1 1—1 d fl—l
fl_{ i 2 }fl =77 & <:CZ_1 ’
woraus folgt:

l
fi= lxl <_glccir) ] fo .

Aus (A.8) ergeben sich die ersten sphérischen Funktionen zu

. sinx . sinx cosx
]0((E) = ) ]1($) = 5
T T T

cosx cosr sinx



A.6 Legendre-Funktionen, Legendre-Polynome, Kugelflichenfunktionen 519

+ix : +ix
n e n 1 1) e
W) = e = () S

= F
2z T

A.6 Legendre-Funktionen, Legendre-Polynome,
Kugelflaichenfunktionen

Legendre-Funktionen. Die Legendresche Differentialgleichung lautet

2 2
(1—x2)L_2xi+Z(z+1)_1_$2 flx) =0,

dz? dx
mit | = 0,1,2,..., m = 0,...,+£l. Thre im Intervall [-1 : 1] beschrinkten
Losungen sind die Legendre-Funktionen
(1 _ 1.2)777,/2 di+m

24! dattm
P, ,,, ist das Produkt von (1 — x)m/2 mit einem Polynom vom Grade [ —m

und der Paritit (—1)'=™, das im Intervall [-1 : 1] [ —m Nullstellen aufweist.
Es gelten die Rekursionsformeln (P_q,_ = 0)

2+ 1)2Pm = (I+1—m)Piprm + (L +m)Pym (A.11)

(2 =1, (A.10)

P)l,m(l') -

d
(1 - x2)£Pl,m = 71"5377” + (l + m)Pl—l,m
(+DzPm—(1+1—m)Pyim

und die Orthogonalitétsrelationen

1
2 I +m)!
/ 0P m (@) P (@) = 21+1§l—m§'5 |

-1

Legendre-Polynome. Im Falle m = 0 erhiilt man aus (A.10) die Legendre-
Polynome

1 d o, !

P(z) = Po(z) = ﬂ@(m -1

P ist ein Polynom vom Grade I, der Paritiit (—1)! und besitzt im Intervall
[-1 : 1] I Nullstellen. Die Legendre-Polynome lassen sich gewinnen, indem
man die Funktion (1 — 2zy + y?)~'/2 nach Potenzen von y entwickelt:

=3 yP@), lyl<1. (A.12)

1
V1= 2xy + y? =

Die ersten 5 Legendre-Polynome lauten

Po(z) =1, Pi(x) =z, Polx) = %(3952 )

1 . 1
Py(x) = 5(5:03 —3z), Py(z) = §(35x4 — 3022 +3) .
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Kugelflichenfunktionen. Die Kugelflachenfunktionen Y; ,,, sind als die Ei-
genfunktionen der quantenmechanischen Drehimpulsoperatoren L? und L,
definiert:

LY, = R+ 1)Yim , 1=0,1,2,...

L.Y,,, =hmY, ,,, m=0,...,£l.

Thre explizite Form lautet

2l+1 l+m
Yim(0,0) = 211' V A 20!

) dl—nL o
>< me o3 —m 97 3 9 .
e'™? sin d(cos ) sin
Sie bilden ein vollstédndiges orthonormales Funktionensystem auf dem Ein-
heitskreis. Das heifit es gelten folgende Orthonormalitiats- und Vollstéandig-
keitsrelationen:

s

/YETmY’7m'dQ = /dgﬁ/desul@Yle(@,<p)Yl/)m/(9,<p) :6”'57711’71’
0 0

[ l , ,
S S V0, @) Yin (0, ) = 2 CSb st 5 .

sin 6

Weitere Eigenschaften sind:
e Paritét:
Yim(m = 0,0 +m) = (=1)Yim(0, ¢) -
e Komplexe Konjugation:
Vim0, 0) = (=1)"Yi_n(0,¢) . (A.13)

e Zusammenhang mit den Legendre-Funktionen:

2041 (1 —m)!

Y m (0, 0) = Py n(cos0)e™?  m >0 . A.14
1,m(0,9) i (+m) 1,m (cos @)e m > ( )
e Additionstheorem: Mit
cos psin 6 cos ¢’ sin 6/
x=r| sinpsind | , ' =7 | siny sin@’
cos 6 cos 0’

und
xx' =rr' cosa , cosa = sinfsind cos(p — ') + cosf cos

gilt
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l

4
Pi(cosa) = 5= Z Y (0,9 Yim (0, ) -

Hieraus folgt unter Beriicksichtigung von (A.12)

1 1 100 7ﬂ/ l
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B. Literaturverzeichnis

B.1 Allgemeine Lehrbiicher

Zum Einstieg in die theoretische Physik empfehlen wir folgende Biicher. Sie
zeichnen sich durchweg durch klare und didaktisch hervorragende Darstel-
lungen der behandelten Themen aus:

[1] T. FlieBbach: Lehrbuch zur Theoretischen Physik, Band 1-4, Spektrum
Akademischer Verlag, 1999-2003.

[2] R.J. Jelitto: Theoretische Physik, Band 1-6, Aula Verlag Wiesbaden,
1988-1995.

[3] W. Nolting: Grundkurs Theoretische Physik, Band 1-6, Springer Verlag,
2001-2004.

Desweiteren werden die folgenden Lehrbiicher als komplementére und wei-
terfithrende Lektiire empfohlen:

[4] R.P. Feynman, R.B. Leighton, M. Sands: The Feynman Lectures on Phy-
sics, Band 1-3, Addison Wesley, 1971.

[5] L.D. Landau, E.M. Lifschitz: Lehrbuch der Theoretischen Physik, Band
1-10, Verlag Harri Deutsch, 1986-1997.

[6] A.Sommerfeld: Vorlesungen iber Theoretische Physik, Band 1-6, Verlag
Harri Deutsch, 1988-2001.

Ein schones Buch ist auch

[7] M.S. Longair: Theoretical Concepts in Physics, Cambridge University
Press, 2004.

Dieses Buch resultiert aus einer Vorlesung, die Longair in Cambridge fiir
Studenten kurz vor dem Abschlufl ihres Studiums hielt. Longairs Ziel war
es, das in den Spezialvorlesungen erlernte Wissen in einen breiteren Rahmen
zu stellen und die zugrundeliegenden Prinzipien zu rekapitulieren. Der Autor
versucht dies anhand von case studies, in denen jeweils bekannte Resultate
in einem neuen Licht betrachtet werden.
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B.2 Mechanik

Von den o.g. allgemeinen Lehrbiichern haben uns auf dem Gebiet der Me-
chanik die jeweiligen Bénde 2 der Nolting- und Jelitto-Reihe sowie das Werk
von Landau und Lifschitz besonders gefallen.

[8] H. Goldstein: Klassische Mechanik, Aula Verlag Wiesbaden, 1991.
Eines der Standardwerke auf diesem Gebiet.
[9] D. ter Haar: Elements of Hamiltonian Mechanics, Pergamon Press, 1971.

Ein relativ kurzes aber dafiir prizises Buch, das sich vom Inhalt in etwa mit
dem unseres 1. Kapitels deckt (keine Relativitéitstheorie).

[10] F. Scheck: Mechanik, Springer Verlag, 2002.

Ein sehr schones und umfangreiches Buch, das neben dem hier abgedeckten
Stoff eine sehr lesbare Einfithrung in die geometrischen Aspekte der Mechanik
und in Stabilitdt und Chaos gibt. Wie Scheck es sagt: ,,Die Mechanik ist
keinesfalls ein abgeschlossenes und archiviertes Gebiet.“

B.3 Elektrodynamik

Von den o.g. allgemeinen Lehrbiichern hat uns auf dem Gebiet der Elektro-
dynamik das Buch von Fliebach besonders gefallen.

[11] R. Becker, F. Sauter: Theorie der Elektrizitit, Band 1, Teubner Verlag,
1997.

Dieses Werk ist sicher einzigartig, denn es geht auf ein Buch von A. Fépping
aus dem Jahre 1894 zuriick. Das Material deckt sich in etwa mit dem unse-
res 2. Kapitels; auch die Relativitédtstheorie wird in diesem Band behandelt.
Becker arbeitet konsequent im SI-System und stellt am Ende jedes Kapitels
die entsprechenden Relationen im Gauf-System vor.

[12] J.D. Jackson: Klassische Elektrodynamik, W. de Gruyter, 2002.

Dies ist wohl immer noch das Standardwerk auf diesem Gebiet und sollte in
keinem Physik-Biicherschrank fehlen.

[13] G. Lehner: Elektromagnetische Feldtheorie, Springer Verlag, 2003.

Dieses Buch hat den Untertitel Fiir Ingenieure und Physiker und deckt
nicht ganz den normalen Umfang der iiblichen Elektrodynamik-Vorlesung
ab (kein relativistischer Formalismus). Die behandelten Gebiete (Maxwell-
Gleichungen, insbesondere der statische und quasistationére Fall, elektroma-
gnetische Wellen, sowie ein Kapitel zu numerischen Methoden) zeichnen sich
allerdings durch hohe Lesbarkeit aus. Auch viele liangere Beispielrechnungen
sind hier zu finden, deren Komplexitit — das Buch bringt es auf iiber 600
Seiten — durch zahlreiche Abbildungen reduziert wird.
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[14] H. Mitter: Elektrodynamik, Spektrum Akademischer Verlag, 1990.

Dieses relativ diinne Buch deckt sich in etwa mit dem hier behandelten Stoff.
Mitter gelingt es, die Elektrodynamik in extrem lesbarer Form zu prasentie-
ren, so dafl der Aufbau der Theorie sehr klar wird.

[15] J.R. Oppenheimer: Lectures on FElectrodynamics, Gordon and Breach
Science Publishers, 1970.

Dies sind die Aufzeichnungen der von Oppenheimer zwischen 1939 und 1947
in den USA gehaltenen Vorlesungen. Vom Aufbau ist es unserem Kapitel
2 sehr dhnlich, da die Maxwell-Gleichungen ,,ohne langes Fackeln“ an den
Anfang des Buches gestellt werden. Dies erlaubt es Oppenheimer, sehr schnell
auf tiefere Probleme der Elektrodynamik einzugehen (etwa die Selbstenergie
des Elektrons). Im 2. Teil des Buches wird die Relativititstheorie eingefiihrt
und die Elektrodynamik in ihrem Rahmen erldutert.

[16] L.H. Ryder: Quantum Field Theory, Cambridge University Press, 1996.

Fiir den Leser, der den Ubergang von den klassischen Theorien zu modernen
Quantenfeldtheorien vollziehen mdchte, empfehlen wir dieses Buch. Unsere
Darstellung des Noether-Theorems folgt Ryder.

B.4 Quantenmechanik

Von den o.g. allgemeinen Lehrbiichern hat uns auf dem Gebiet der Quanten-
mechanik Band 5 der Nolting-Reihe besonders gefallen.

[17] S. Gasiorowicz: Quantenphysik, Oldenbourg Verlag, 2001.

Eine sehr schone Einfithrung in die Quantenmechanik. Der mathematische
Apparat wird bewuflt so einfach wie moglich gehalten, um dem Neuling den
Einstieg zu erleichtern. Die quantenphysikalischen Prinzipien werden iiber-
wiegend im Rahmen der Wellenmechanik diskutiert, wobei an geeigneten
Stellen auch auf die algebraische Struktur der Quantenmechanik eingegangen
wird.

[18] A. Messiah: Quantenmechanik, Band 1-2, W. de Gruyter, 1990-1991.

Ein sowohl inhaltlich als auch quantitativ sehr umfangreiches Standardwerk.
Der erste Band beginnt im ersten Teil nach einer ausfiihrlichen phinome-
nologischen Motivation mit der Wellenmechanik. Im weiteren Verlauf wird
dieser Teil zunehmend abstrakt, wobei der Leser in didaktisch geschickter
Weise immer mehr zu den darstellungsfreien algebraischen Strukturen der
Quantenphysik gefithrt wird. Im zweiten Teil werden viele konkrete Quan-
tensysteme behandelt und ausfiihrlich diskutiert. Die ersten beiden Teile des
zweiten Bandes ergénzen den ersten Band durch umfangreiche Diskussionen
von Symmetrieprinzipien und Néherungsverfahren. Der letzte Teil gibt eine
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Einfiihrung in die relativistische Quantenmechanik. Insgesamt liefern die bei-
den Binde (ca. 1000 Seiten) eine liickenlose Darstellung der Quantentheorie,
deren mathematische Rahmen sich auf relativ hohem Niveau bewegt.

[19] H. Rollnik: Quantentheorie, Band 1, Springer Verlag, 1995.

Nach einer Motivation der Quantenmechanik ist der erste Teil dieses Buches
der Wellenmechanik gewidmet, wobei Rollnik klar die allgemeinen Prinzi-
pien herausarbeitet und in diesem Teil des Buches bereits Themen wie die
Bornsche Nédherung und Eichtheorien abhandelt. Teil 2 beschreibt den axio-
matischen Aufbau der Quantenmechanik, wobei Symmetrieprinzipien einen
breiten Raum finden. Man findet hier auch einen Abschnitt zur Grundlagen-
diskussion der Quantenmechanik mit einer kleinen Literaturliste.

[20] J.J. Sakurai: Modern Quantum Mechanics, Addison Wesley, 1993.

Dieses Buch bietet in der Tat eine moderne Darstellung der Quantenmecha-
nik. Sakurai erlautert sehr klar die Symmetrieprinzipien, die das Fundament
moderner Quantenfeldtheorien bilden. Sicherlich ein Buch fiir den fortge-
schrittenen Leser.

[21] R. Shankar: Principles of Quantum Mechanics, Plenum Press, 1994.

Didaktisch sehr ansprechendes Lehrbuch, von dem wir die Idee, ein einfiihren-
des Kapitel in die mathematischen Aspekte der Quantenmechanik in der
Dirac-Schreibweise vorne anzustellen, geborgt haben. Man findet hier eine
schone Einfithrung in die Pfadintegralmethode.

[22] A. Sudbery: Quantum Mechanics and the Particles of Nature, Cambridge
University Press, 1989.

Dieses Buch hat den Untertitel An outline for mathematicians. Doch keine
Angst, Sudberys Buch ist auch oder gerade fiir Physiker sehr empfehlens-
wert. Die Prinzipien der Quantenmechanik werden didaktisch &uflerst klar
aus einem axiomatischen Aufbau heraus erldutert. Wo immer es geht ver-
wendet Sudbery Symmetrien. So wird etwa zur Berechnung des Wasserstoff-
spektrums der Runge-Lenz-Vektor verwendet. Schliefllich diskutiert Sudbery
im Gegensatz zu fast allen anderen hier genannten Biichern ausfiihrlich die
Quantenmetaphysik.

B.5 Statistische Physik und Thermodynamik

Von den o.g. allgemeinen Lehrbiichern haben uns auf dem Gebiet der stati-
stischen Physik insbesondere die Biicher von Flieibach und Nolting gefallen.
Desweiteren profitierten wir von:

[23] B.K. Agarwal, M. Eisner: Statistical Mechanics, John Wiley and Sons,
1988.
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Auf nur 260 Seiten gelingt es den Autoren, die Konzepte der Gibbsschen
statistischen Mechanik klar darzustellen. Die Thermodynamik erhélt kein
eigenes Kapitel sondern ist in den Text eingebettet. Gut hat uns die friithe
Einfiihrung der Quantenstatistik gefallen.

[24] D. ter Haar: Elements of Statistical Mechanics, Butterworth and Heine-
man, 1995.

AuBerst fundierte Einfithrung in die statistische Physik iiber den Gibbs-
schen Ansatz mit einer ausfiithrlichen Diskussion des Boltzmannschen #H-
Theorems.

[25] D. ter Haar, H. Wergeland: Elements of Thermodynamics, Addison-
Wesley, 1966.

Ein Text, der die Prinzipien der Thermodynamik sehr lesbar darstellt.
[26] K. Huang: Statistical Mechanics, John Wiley and Sons, 1987.

Besteht aus 3 Teilen (Thermodynamik, statistische Physik, Spezielle The-
men), wobei der letzte Teil iiber unsere Themenauswahl hinausgeht. Ein
Standardwerk, dessen Darstellung uns sehr geholfen hat.

[27] J. Kestin, J.R. Dorfman: A Course in Statistical and Thermodynamics,
Academic Press, 1971.

Ein zum Einstieg in das Gebiet hervorragend geeignetes Lehrbuch. Enthalt
Thermodynamik und statistische Physik fiir nichtwechselwirkende Syste-
me. Auch die notwendigen quantenmechanischen Herleitungen werden ein-
gefiihrt.

[28] R. Kubo et al.: Statistical Mechanics, an Advanced Course with Problems
and Solutions, North Holland Publishing Company, 1988.

Jedes Kapitel besteht aus einer knapp gehaltenen Présentation der wich-
tigsten Ergebnisse, gefolgt von einer riesigen Sammlung von Beispielen und
gelosten Aufgaben. Kaum ein Problem, daf hier nicht gerechnet wird. Offen-
sichtlich fiir Studenten gut zu gebrauchen!

[29] R.K. Pathria: Statistical Mechanics, Butterworth and Heineman, 1996.

Vom Umfang und Inhalt etwa dem Werk von Huang vergleichbar und ebenso
gut lesbar. Sicherlich eines der Biicher, das uns vom Aufbau und der Art der
Darstellung am meisten gefillt.

[30] F. Reif: Statistische Physik und Theorie der Wdrme, W. de Gruyter,
1987.

Sehr ausfiihrliche und didaktische Diskussion der Themen, die wir behandeln.
Zum Einstieg in das Gebiet sehr geeignet.

[31] H. Romer, Th. Filk: Statistische Mechanik, VCH Verlagsgesellschaft
Weinheim, 1994.
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Klar und gut lesbare Darstellung, welche die Konzepte der statistischen Phy-
sik deutlich herausstellt; enthélt auch die Thermodynamik. Sehr klar wird
hier die Boltzmann-Statistik als klassischer Grenzfall (A — 0) der Quanten-
statistik herausgearbeitet.

[32] H.S. Robertson: Statistical Thermophysics, Prentice Hall, 1993.

In diesem Buch wird die Shannonsche Informationsentropie als Ausgangs-
punkt der Gibbsschen Ensemble-Theorie gewéhlt. Der Autor geht dezidiert
auf vorhandene Kritik zu diesem Ansatz ein. Das Buch enthélt in klarer
Schrift auch viele Beispiele, die nicht unbedingt zum Standard-Repertoire
gehoren.
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— konservative 9

— relativistische 108

— thermodynamische 455
Kreisprozef3, Carnotscher 465
Kiihlschrank 465
Kugelflichenfunktion 300, 520
Kugelfunktion 315

99, 106

Laborsystem 92, 388
Ladung 129

Ladung, elektrische 120, 121
— magnetische 131
Ladungsdichte 119,124

— makroskopische 196

— oszillierende 164

— statische 168

Ladungserhaltung 120
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Léngenkontraktion 104
Lagrange-Dichte 226
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Lagrange-Funktion 32

— lorentzinvariante 112
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Lagrange-Gleichung 32, 33, 40, 226
Lagrange-Multiplikator 32,34
Laguerresches Polynom 319
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Laplace-Gleichung 179
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Larmorsche Formel 160
Le Chatelier-Prinzip 461
Legendre-Funktion 184,519
Legendre-Polynom 184,519
Legendresche Differentialgleichung
184,519
Leistung 8
Lenzsche Regel 121
Levi-Civita-Symbol 148
Liénard-Wiechert-Potential 156
lichtelektrischer Effekt 363
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Linearkraft 16
Liouville-Gleichung 407
lokale Eichtransformation 231
lokales Gleichgewicht 417
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Lorentz-Eichung 135
Lorentz-Gruppe 101
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— makroskopische 197
Lorentz-Skalar 106
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Lorentz-Transformation 101
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magnetische Induktion 123
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magnetische Quantenzahl 300

magnetische Suszeptibilitdt 199
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— quantisierter 328
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magnetisches Dipolmoment
196, 326
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— makroskopisches 196

— statisches 168
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Makrozustand 398
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Master-Gleichung 447
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Maxwell-Boltzmann-Statistik 470,
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— lorentzkovariante 148
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444
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Maxwellscher Verschiebestrom 123
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446
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— quasistatische 123,191
Nahzone 165
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Nernstscher Warmesatz 452
Neumann-Funktion 518

von Neumann-Gleichung 408
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Newtonsche Axiome 6
Newtonsche Bewegungsgleichung 6,7
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Noether-Strom 230
Noether-Theorem 229
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— vollstdndiger Satz 262
Oerstedsches Gesetz 123
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optisches Theorem 383
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— statische 169

Poisson-Klammer 53

Poisson-Theorem 54
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Polarisierung 196

Postulat der a priori zufilligen Phasen
411

Postulate der Quantenmechanik 257

— der statistischen Physik 400
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— avanciertes 141

— chemisches 419

— effektives 78,386

— generalisiertes 34

— groflkanonisches 433, 448, 455
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— retardiertes 140, 156

— rotationssymmetrisches 11

— thermodynamisches 454, 460

— zentralsymmetrisches 11

Potentialgleichung 133, 136

— lorentzkovariante 147

— statische 169

potentielle Energie 9

Poynting-Vektor 126
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Quantenelektrodynamik 171, 343, 355
quantenmechanische Postulate 257
quantenmechanischer Zustand 257
Quantenzahl, magnetische 300
quasistatische Ndherung 123,191
quasistatische Zustandséanderung 450

radiale Bewegungsgleichung 79
radiale Schrodinger-Gleichung 313,
318
Radialimpuls 312
Radius, Bohrscher 171,321
— klassischer (des Elektrons) 171
reduzierte Masse 77,311
Reflexionsgesetz 210
Reflexionskoeffizient 284, 285
Reibungskoeffizient 24
reiner Zustand 259, 402
Relativbewegung 77,89, 311
Relativimpuls 311
Relativitéatsprinzip 99
Relativitédtstheorie, Allgemeine 8
Relativkoordinate 77,311
Relaxationszeit 400
Resonanzbreite 385
Resonanzenergie 384
Resonanzstreuung 384
retardierte Green-Funktion 140
retardierte Zeit 140, 157
retardiertes Potential 140, 156
reversible Zustandsdnderung 450
reversibler Austauschproze3 419,451
Rosettenbahn 19
rotationssymmetrisches Potential 11
Ruhemasse 108
Ruhesystem, momentanes
Runge-Lenz-Vektor 81
Rutherford-Streuung 96, 380

107,114

Sackur-Tetrode-Gleichung 423
Séttigung 482

Saturation 482

Scheinkraft 16

Schottky-Effekt 481
Schrodinger-Bild 260, 264
Schrodinger-Gleichung 259, 264, 278,
310

— radiale 313,318
— zeitunabhéngige
schwere Masse 8
Schwerpunkt 20
— eines Wellenpaketes 282
Schwerpunktsatz 22,37

265, 279, 310
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Schwerpunktsbewegung 77,89, 311
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Schwerpunktskoordinate 77,311
Schwerpunktsystem 21,91, 92, 388
Schwingung 24, 25,45,48,73
Sekunde 5
Selbstenergieproblem 170
Selbstinduktivitdt 191
Shannonsche Entropie 440
Shannonscher Entropiesatz 442
SI-System 5
Singulett 389
Skalarpotential 133
— statisches 168
Skalentransformation 13
Slater-Determinante 371
Spannung 121
Spannungstensor, Maxwellscher 127,
151
spezifische Warme 427
Spin 301, 307, 330
Spin-Bahn-Kopplung 305
Spin-Bahn-Wechselwirkung 342
Spin-Spin-Kopplung 306
Spin-Spin-Wechselwirkung 345
Spinor 301, 308
Spinsystem, ideales 479, 481, 483
spontaner Ubergang 349
stabiles Gleichgewicht 460
Stark-Effekt 339
stationdre Losung 266
statistische Postulate 400
statistisches Ensemble 399
statistisches Gleichgewicht 399
stehende Welle 222
Steinerscher Satz 70
Stern-Gerlach-Experiment 330
Storung 335, 338, 353
— periodische 355
Storungstheorie, zeitabhéngige 353
— zeitunabhingige 338
Stokesscher Satz 513
Strahlungsleistung 161
Strahlungsverlust 162
Strahlungszone 164
Streuamplitude 377,383
Streuphase 383
Streuphasenanalyse 383
Streuresonanz 386
Streuwinkel 88
Strom, elektrischer 123
— Noetherscher 230

Stromdichte 119,124

— longitudinale 135

— makroskopische 196
oszillierende 164

statische 168

— transversale 135
Stromerhaltung 230, 284
Summenkonvention, Einsteinsche 99
Superpositionsprinzip 7, 124, 208, 240,
259

Suszeptibilitdt 199
Symmetrietransformation 35
Symmetrisierungsregel 368
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TE-Welle 220, 223

Teilchen 3

— identische 368

— unterscheidbare 366
Teilchenoperator 489
Teilchenstromdichte 279, 377
Telegraphengleichung 218
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Temperaturskala 453
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Tensorraum 243
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thermischer Austausch 417
thermodynamische Hauptsitze 451
thermodynamische Kraft 455
thermodynamischer Limes 396
thermodynamisches Gleichgewicht
450

thermodynamisches Potential 454,
460

Thermometer 425
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TM-Welle 220, 223
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Tragheitssatz 6
Trégheitstensor 68
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Transmissionskoeffizient
transversale Eichung 134
transversale Welle 207

89, 383
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uneigentlicher Hilbert-Vektor 242
unitdrer Operator 246
Unschérferelation, Heisenbergsche
263, 282
— fiir Energie und Zeit 268
unterscheidbare Teilchen 366

Variationsrechnung 38, 39
Vektorpotential 133

— statisches 168
Verriickung, virtuelle 29
Verschiebestrom, Maxwellscher 123
Verschiebung, elektrische 196
Vierergeschwindigkeit 107
Viererimpuls 108
Viererkraft 108
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— lichtartiger 105

— raumartiger 106
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Virial 472

Virialsatz 12,472
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virtueller Zustand 393
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— spezifische 427
Wirmeaustausch 417
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— isochore 457
Wirmekraftmaschine 463
— ideale 465

Waiarmepumpe 465
Wirmesatz, Nernstscher 452

Wahrscheinlichkeit, statistische 401,
404

— quantenmechanische 258, 260, 276,
366, 370
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Wahrscheinlichkeitsdichte, statistische
402

— quantenmechanische 261, 367

Wahrscheinlichkeitsstromdichte 279

Wasserstoffatom 318, 323, 326, 339
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Wechselwirkungsbild 268, 351

Welle, elektromagnetische 206

— ebene 315

— quantenmechanische 256

— stehende 222

— transversale 207

Welle-Teilchen-Dualismus 256

— statistische Deutung des 257

Wellenfrequenz 209

Wellenfunktion, quantenmechanische
271,273

Wellengleichung

— homogene 138

— inhomogene 140

— makroskopische 206

Wellenldnge 209

Wellenpaket 215, 216, 282

— Schwerpunkt 282

— Streuung 285, 376

Wellenvektor 209, 274

Winkelgeschwindigkeit, momentane
15

Wirkungsfunktional 37

Wirkungsgrad 463

— idealer 464

Wirkungsquantum, Plancksches 256

Wirkungsquerschnitt 88

— differentieller 88,91, 92, 379, 388

— totaler 89,383

129, 135

Yukawa-Potential 380

Zeeman-Effekt, anomaler 343

— normaler 326

Zeit 5

— absolute 17

— retardierte 140, 157
zeitabhéngige Storungstheorie 353
Zeitdilatation 103
Zeitentwicklungsoperator 264
Zeitordnungsoperator 265
zeitunabhéngige Storungstheorie 338
Zentralkraft 11
zentralsymmetrisches Potential 11
Zentrifugalbarriere 78, 386
Zentrifugalkraft 16
Zentripetalkraft 18
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— mechanischer 5
— metastabiler 386
— quantenmechanischer 257
— reiner 259,402

259,403



538 Sachverzeichnis

— thermodynamischer 450 — thermische 450

— virtueller 393 Zustandsreduktion 260, 261
Zustandsidnderung 450 Zustandssumme 444

— adiabatische 450 — generalisierte groffkanonische 445
— irreversible 450 — groflkanonische 430, 492
— isentrope 450 — kanonische 426

— isobare 451 — mikrokanonische 413,415
— isochore 451 Zwangsbedingung 29

— isotherme 451 Zwangskraft 30

— quasistatische 450 — generalisierte 34

— reversible 450 Zwillingsparadoxon 113
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— des idealen Quantengases 493,496 Zykloide 44
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