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auszugsweiser Verwertung, vorbehalten. Eine Vervielfältigung dieses Werkes oder von Teilen dieses Werkes ist auch
im Einzelfall nur in den Grenzen der gesetzlichen Bestimmungen des Urheberrechtsgesetzes der Bundesrepublik
Deutschland vom 9. September 1965 in der jeweils geltenden Fassung zulässig. Sie ist grundsätzlich vergütungs-
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Geleitwort

Das Physikstudium orientiert sich – auch bei der Betrachtung der Ein-
zelphänomene – an strukturellen Zusammenhängen in Begriffsentwicklung
und Theoriebildung. Wer als Physikstudent während seines Studiums die
Abstraktionen innerhalb der vier kanonischen Teilgebiete der Theoretischen
Physik (Klassische Mechanik, Klassische Elektrodynamik, Quantenmechanik
und Thermodynamik/Statistische Physik) im Hinblick auf deren experimen-
telle Beobachtung sowie in ihrer operationalen Bedeutung erfaßt hat, der ist
für sein Abschlußexamen in Theoretischer Physik wohl vorbereitet.

Genau dies wollen die beiden jungen Autoren dieses Repetitoriums er-
reichen. Dank ihrer wissenschaftlichen Jugend können sie sich noch gut in
die Situation der Studierenden während der Prüfungsvorbereitung hinein-
versetzen, wenn diese den Stoff der theoretischen Kursvorlesungen in der
Gesamtschau noch einmal Revue passieren lassen.

Aus ihrer Erfahrung als Lernende und Prüflinge, aber auch als Übungs-
leiter haben sie den Versuch unternommen, das Material der theoretisch-
physikalischen Kursvorlesungen zur Prüfungsvorbereitung ”auf des Pudels
Kern“ zu konzentrieren, nicht formelhaft-verkürzt aber auch nicht als Ersatz
für bewährte Lehrbücher. Während letztere aus der ”Vogelperspektive“ erfah-
rener Professoren verfaßt sein mögen, wollen die Autoren mit dem vorliegen-
den Werk einen ergänzenden Stoffzugang aus der eigenen Studienerfahrung
anbieten.

Physik ist seit jeher und in besonderem Maße eine internationale Wissen-
schaft. Dem entsprechend können die Autoren europäische Erfahrungshori-
zonte aus dem Lehrbetrieb der Universitäten Hamburg, Wuppertal und Edin-
burgh aus eigener Anschauung einbringen. Inwieweit ihnen dies tatsächlich
gelungen ist, müssen die Leser, also wiederum die Studierenden entscheiden.

Möge also das Repetitorium vielen Examenskandidaten bei ihrer Prü-
fungsvorbereitung von Nutzen sein!

Wuppertal, Prof. Dr. K. Schilling
Juli 1998
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Vorwort zur 2. Auflage

Es ist sehr erfreulich, daß das Repetitorium Theoretische Physik in den letzten
sechs Jahren immer mehr Anhänger gefunden hat. Offenbar trifft dieses Buch
mit seinem axiomatisch-deduktiven Ansatz den ”Nerv“ vieler Studierenden,
die an einer kompakten und übersichtlichen Darstellung der kanonischen Ge-
biete der Theoretischen Physik interessiert sind. Genau dies jedenfalls wird
uns durch die zahlreichen Zuschriften unserer Leser bestätigt.

Unter anderem aufgrund der Fehlerhinweise, die uns von aufmerksamen
Lesern erreicht haben und für die wir uns an dieser Stelle bedanken möchten,
haben wir die 2. Auflage des Repetitorium Theoretische Physik zum Anlaß
genommen, das Buch einer gründlichen Prüfung zu unterziehen. Dabei stellte
sich heraus – und wir sind uns nicht zu schade, dies zuzugeben –, daß die
1. Auflage neben textuellen und argumentativen Schwachstellen auch For-
melfehler enthält, von denen allerdings die meisten marginaler Natur sind.
Gleichwohl ist uns bewußt, daß es auch kleine Zeichenfehler in mathemati-
schen Formeln sind, die dem Leser unter Umständen viel Zeit kosten, weil er
verständlicherweise dazu neigt, die Ursache von Nachvollziehbarkeitsproble-
men zunächst bei sich zu suchen.

Obwohl wir natürlich auch für die vorliegende 2. Auflage keine Garan-
tie für Fehlerfreiheit geben können, so sind wir aufgrund unserer kritischen
Überarbeitung doch sehr sicher, die Lesbarkeit und Nachvollziehbarkeit von
Text, Argumentation und Formeln erheblich verbessert zu haben. Möge al-
so die 2. Auflage des Repetitorium Theoretische Physik einen ähnlich großen
oder gar größeren Zuspruch bei Studierenden der Theoretischen Physik fin-
den; für Anregungen, Kommentare und Hinweise sind wir selbstverständlich
auch weiterhin sehr dankbar.

Köln und Newcastle, Armin Wachter
Juli 2004 Henning Hoeber

P.S.: Zur Vermeidung von Mißverständnissen sei darauf hingewiesen, daß wir
in dieser 2. Auflage dazu übergegangen sind, die Elektronladung mit +e zu
bezeichnen, anstelle von −e wie in der 1. Auflage.



Vorwort zur 1. Auflage

Unser Buch Repetitorium Theoretische Physik enthält die Gebiete

• Mechanik,

• Elektrodynamik,

• Quantenmechanik sowie

• Statistische Physik und Thermodynamik,

also den ”kanonischen Lehrstoff“ der Theoretischen Physik der ersten sechs
Semester an deutschen Universitäten. Es wendet sich hauptsächlich an Stu-
dierende der Physik höherer Semester, die an einer übersichtlichen und zu-
sammenhängenden Darstellung des Lehrstoffes interessiert sind oder sich in
Prüfungsvorbereitungen zum Diplom oder Magister befinden. Darüber hin-
aus ist dieses Buch auch als begleitendes und ergänzendes Lehrbuch für Phy-
sikstudenten in den ersten Semestern geeignet. Für sie gibt das Buch einen
nützlichen Leitfaden zur Klassifizierung und Einordnung des in den verschie-
denen theoretischen Physikvorlesungen vermittelten Wissens. Schließlich soll-
ten auch Physiker im Beruf oder in der Forschung aus diesem Überblick der
Theoretischen Physik Nutzen ziehen können.

Selbstverständlich gibt es zu jedem der o.g. Gebiete ausgesprochen gute
Lehrbücher (einige Anregungen sind in unserem kommentierten Literatur-
verzeichnis zu finden). Dieses Buch ist deshalb keinesfalls als Ersatz zum
Durcharbeiten solcher Bücher gedacht; kein Student wird auf eine ausführ-
liche Erarbeitung des Lehrstoffes mittels anderer, didaktisch und historisch
gut aufbereiteter Darstellungen der Theoretischen Physik verzichten können.
Dennoch erschien uns das Schreiben eines Buches in der vorliegenden Form
notwendig, um den Lernenden einen zu vielen anderen Lehrbüchern komple-
mentären Zugang zur Theoretischen Physik zu bieten, in welchem der Auf-
bau, die Struktur und nicht zuletzt auch die Eleganz physikalischer Theorien
– u.a. durch den Verzicht auf historisch-phänomenologische Begründungen –
hervorgehoben und leichter erkennbar wird.

Wir verfolgen durchweg den axiomatisch-deduktiven Ansatz, indem wir
die Grundgleichungen der verschiedenen Theorien voranstellen und aus ihnen
konsequent die einzelnen physikalischen Zusammenhänge und Gesetzmäßig-
keiten in logischer (und nicht chronologischer) Reihenfolge entwickeln. Unser



XII Vorwort zur 1. Auflage

Ziel ist, durch den konsequenten Gebrauch einer einheitlichen Darstellung
und Notation die Verbindungen zwischen den verschiedenen Theorien deut-
lich herauszuarbeiten. Man denke hierbei etwa an den Hamilton-Formalismus,
der nicht nur in der Mechanik, sondern auch in der Quantenmechanik und
der Statistischen Physik ein grundlegendes Konzept darstellt.

Im ersten Kapitel Mechanik stellen wir den oftmals überbetonten New-
tonschen Zugang zur Mechanik mit den Lagrangeschen und Hamiltonschen
Formulierungen Seite an Seite. Denn jeder dieser äquivalenten Darstellun-
gen zeichnet sich durch spezielle Vorteile aus. Während der Newtonsche An-
satz durch das Aufstellen von Bewegungsgleichungen über die Kraft intuitiv
am leichtesten zugänglich ist, wird erst mit dem Lagrange- und Hamilton-
Formalismus ein tieferes Verständnis der Mechanik sowie anderer theoreti-
scher Konzepte ermöglicht. Zum Beispiel eignet sich gerade der Lagrange-
Formalismus besonders zum Verständnis der Verknüpfung von Symmetri-
en und Erhaltungssätzen. Dementsprechend beschäftigen sich die ersten drei
Abschnitte in gleichberechtigter Weise mit diesen drei Zugängen und ihrer
inneren Verbindung. Darüber hinaus führen wir in Abschnitt Relativistische
Mechanik bereits die korrekte Lorentz-Tensorschreibweise ein und erleichtern
dem Leser somit den Übergang zur relativistischen Theorie der Elektrodyna-
mik, in der sich die disziplinierte Einhaltung dieser Notation als sehr bequem
und übersichtlich erweist.

Der Vorteil der deduktiven Methode wird vielleicht besonders in unse-
rem zweiten Kapitel Elektrodynamik deutlich. Im Gegensatz zu fast allen
Lehrbüchern der Elektrodynamik stellen wir die Maxwell-Gleichungen in ih-
rer allgemeinsten Form oben an. Dies ermöglicht es, sofort die Struktur der
Theorie zu erkennen und die allgemeine Lösung der Maxwell-Gleichungen
mittels des überaus wichtigen Konzeptes der Eichinvarianz zu erarbeiten.
Aus ihr ergeben sich dann auf recht übersichtliche Weise die verschiedenen
Gesetzmäßigkeiten wie etwa die Lösungen im freien Raum oder die Spezi-
alfälle der Elektro- und Magnetostatik. Aufbauend auf der relativistischen
Mechanik wenden wir auch hier an geeigneten Stellen die kovariante Schreib-
weise an und diskutieren den Lagrange- und Hamilton-Formalismus in Bezug
auf den feldtheoretischen Charakter der Elektrodynamik.

Abweichend von allen anderen Kapiteln beginnen wir das Kapitel Quan-
tenmechanik mit einem mathematischen Einführungsteil, in dem einige Ge-
biete der linearen Algebra in der Diracschen Schreibweise rekapituliert wer-
den. Insbesondere wird dort das für die Quantenmechanik unentbehrliche
Konzept des Operators und das mit ihm verbundene Eigenwertproblem dis-
kutiert. Hieran schließt sich der allgemeine Aufbau der Quantentheorie an,
wo die fundamentalen quantenmechanischen Konzepte darstellungsfrei eta-
bliert und diskutiert werden. Überhaupt versuchen wir in diesem Kapitel die
Überbetonung einer bestimmten Darstellung zu vermeiden.

Ähnlich wie in der Mechanik gibt es auch in der Statistischen Phy-
sik/Thermodynamik verschiedene Zugänge zur Beschreibung von Viel-Teil-



Vorwort zur 1. Auflage XIII

chensystemen. Zum einen hat man den statistischen Ansatz, welcher quan-
tenmechanische bzw. mechanische Gesetzmäßigkeiten mit einem statisti-
schen Prinzip zu einer mikroskopischen Beschreibungsweise in Form von
Ensemble-Theorien verknüpft. Demgegenüber steht die Thermodynamik, als
eine rein phänomenologische Theorie, die lediglich von makroskopischen Er-
fahrungssätzen ausgeht. Ein dritter Zugang ist der informationstheoretische
Ansatz, bei dem ein System vom Standpunkt der Unvollständigkeit von Infor-
mation aus betrachtet wird. Um die innere Verbindung dieser drei Zugangs-
weisen deutlich zu machen, diskutieren wir in Kapitel Statistische Physik und
Thermodynamik alle drei Konzepte und zeigen die Äquivalenz der Zugänge
auf.

Wichtige Gleichungen und Zusammenhänge werden in Form von Defini-
tions- und Satzkästen zusammengefaßt, um so dem Leser ein strukturiertes
Lernen und schnelles Nachschlagen zu ermöglichen. Zudem geben wir uns
Mühe, zusammenhängende Argumentationen auch optisch deutlich zu glie-
dern; im Prinzip sollte es dem Leser jederzeit möglich sein, das Ende eines
Argumentationsstranges, etwa eine Herleitung oder ein Beweis, zu erkennen.
Desweiteren befinden sich nach jedem Abschnitt eine Kurzzusammenfassung
sowie einige Anwendungen samt Lösungen, mit deren Hilfe das Verständ-
nis des behandelten Stoffes überprüft werden kann und die zum Teil wei-
terführende Themen behandeln. Im Anhang geben wir schließlich eine kurze
Zusammenstellung einiger wichtiger und häufig benutzter mathematischer
Formeln.

Natürlich erheben wir keinesfalls den Anspruch auf Vollständigkeit. Statt-
dessen wurden die Themen der vier behandelten Gebiete so ausgewählt, daß
sie einerseits die jeweils grundlegenden Ideen und Konzepte enthalten, ande-
rerseits aber auch die wichtigsten prüfungsrelevanten und mehr anwendungs-
orientierten Gebiete abdecken. Aufbauend auf dem hier präsentierten Stoff
sollte der Leser in der Lage sein, andere Gebiete der Physik selbst zu erar-
beiten. Zu diesem Zweck haben wir im Anhang einige Literaturvorschläge
gemacht.

Insgesamt hoffen wir, mit diesem Buch einen Vermittler zwischen Lehr-
büchern, Vorlesungen und Kurzrepetitorien geschaffen zu haben, mit dem es
möglich ist, die Konzepte der Theoretischen Physik besser zu verstehen.

Köln und London, Armin Wachter
Juli 1998 Henning Hoeber
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50. Zählung unterschiedlicher Konfigurationen . . . . . . . . . . . . . . . . . 372
51. Identisches Zwei-Teilchensystem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 373
52. Streuung an einer harten Kugel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 391
53. Streuung am kugelsymmetrischen Potentialtopf . . . . . . . . . . . . . 392

Statistische Physik und Thermodynamik
54. Klassischer Phasenraum des harmonischen Oszillators . . . . . . . 410
55. Postulat der a priori zufälligen Phasen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 411
56. Ideales Gas I: Phasenraumvolumen,

mikrokanonische Zustandssumme und Zustandsgleichungen . . 421
57. Ideales Gas II: Gibbs-Paradoxon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 424
58. Ideales Gas III: Kanonisches und großkanonisches Ensemble . . 435
59. Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 437
60. Master-Gleichung und Boltzmannsches H-Theorem . . . . . . . . . 447
61. Extremalitätsbedingungen
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1. Mechanik

Die klassische Mechanik beschäftigt sich mit der Dynamik materieller Körper.
Bis zu Anfang des 20. Jahrhunderts galt sie als die fundamentale Theorie
der Wechselwirkung zwischen materiellen Objekten. Durch das Aufkommen
der speziellen Relativitätstheorie im Jahre 1905 und der Quantentheorie in
den 20er Jahren wurde der Gültigkeitsbereich der klassischen Mechanik in
der Weise eingeschränkt, daß sie als Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten im
Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit innerhalb der Relativitätstheorie und als
Grenzfall großer Energien im Vergleich zu atomaren Energien innerhalb der
Quantentheorie einzuordnen ist.

Das auffallendste Merkmal der klassischen Mechanik ist die Vielfalt der
Zugänge, mit denen es möglich ist, ein spezielles Problem zu lösen. Äquiva-
lente Formulierungen der Mechanik sind

• die Newtonsche Mechanik,

• das d’Alembert-Prinzip,

• die Lagrange-Gleichungen und generalisierte Koordinaten,

• das Hamilton-Prinzip und

• die Hamilton-Jacobi-Theorie.

Im Prinzip ist es möglich, ein gegebenes Problem mit jedem dieser Zugänge
zu lösen. Wie sich jedoch zeigen wird, sind spezielle Arten von Problemen mit
einigen dieser Ansätze sehr viel einfacher zu formulieren als mit anderen. Ein
Beispiel hierfür sind Probleme mit Zwangsbedingungen (man denke etwa an
die Bewegung von Perlen auf einer Schnur), die in der Lagrangeschen Mecha-
nik auf sehr einfache Art gelöst werden können. Weiterhin zeigt sich, daß in
bestimmten Formulierungen tiefere Zusammenhänge, insbesondere zwischen
Symmetrien und Erhaltungssätzen, leichter erkennbar sind. Schließlich spie-
len gewisse formale Strukturen der Mechanik, etwa die Poisson-Klammer und
die Hamilton-Jacobi-Gleichung, eine besondere Rolle im Zusammenhang mit
dem Übergang zur Quantenmechanik.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden die physikalischen Grund-
lagen der Newtonschen Mechanik dargelegt und einige erste grundlegende
Folgerungen diskutiert. Wir diskutieren ferner physikalische Konsequenzen,
die sich innerhalb von beschleunigten Bezugssystemen ergeben. Dies wird uns
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zum überaus wichtigen Begriff des Inertialsystems und zur Galilei-Invarianz
der Newtonschen Mechanik in Inertialsystemen führen.

Die nächsten beiden Abschnitte beschäftigen sich mit der Lagrangeschen
und Hamiltonschen Mechanik, welche zwei alternative Formulierungen zur
Newtonschen Mechanik darstellen. Sie sind von großem praktischen Nutzen,
wenn man es mit Systemen zu tun hat, die gewissen Zwangsbedingungen un-
terworfen sind. Im Newtonschen Zugang hat man diese Restriktionen explizit
durch Einführen von Zwangskräften in den Newtonschen Bewegungsgleichun-
gen zu berücksichtigen, während sie im Lagrange- und Hamilton-Formalismus
durch geschickte Wahl von generalisierten Koordinaten, Geschwindigkeiten
und Impulsen eliminiert werden können. Darüber hinaus gewährleisten bei-
de Zugänge einen tieferen Einblick in die Struktur der Mechanik und ihren
inneren Zusammenhang mit anderen physikalischen Theorien.

Abschnitt. 1.4 behandelt die Dynamik von starren Körpern. In diesem
Zusammenhang erweist es sich als günstig, verschiedene Koordinatensysteme
einzuführen, da sich hierdurch die kinematischen Größen übersichtlich und
transparent formulieren lassen.

In Abschn. 1.5 betrachten wir die wichtige Klasse von Zentralkraftpro-
blemen. Neben der Reduktion von Zwei-Teilchensysteme auf effektive Ein-
Teilchensysteme beschäftigen wir uns mit der Bewegungsgleichung in Zentral-
potentialen und bestimmen die möglichen Teilchenbahnen in 1/r-Potentialen.
Desweiteren behandeln wir die Methode der Streuung von Teilchen. Obwohl
diese Methode fast ausschließlich in der Hochenergiephysik Anwendung fin-
det und somit eine quantentheoretische Beschreibung erfordert, ist es dennoch
sinnvoll, sie bereits im Rahmen der klassischen Mechanik zu diskutieren, da
viele der hier entwickelten Konzepte und Begriffe in anderen Streutheorien
wiederkehren.

Der letzte Abschnitt beschäftigt sich mit der relativistischen Verallgemei-
nerung der Newtonschen Mechanik. Ausgangspunkt hierbei ist die experi-
mentelle Tatsache, daß die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Licht in allen
Inertialsystemen dieselbe ist. Hieraus ergibt sich als notwendige Konsequenz,
daß Raum und Zeit, anders als in der Newtonschen Mechanik, nicht absolut
sind, sondern vom jeweiligen Bezugssystem abhängen.

1.1 Newtonsche Mechanik

Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit den fundamentalen Begriffen und An-
nahmen der Newtonschen Mechanik. Nach einer kurzen Rekapitulation eini-
ger wichtiger mathematischer Begriffe im Zusammenhang mit der Beschrei-
bung von Teilchenpositionen stellen wir die Axiome der Newtonschen Mecha-
nik vor und leiten hieraus einige erste physikalische Folgerungen und Erhal-
tungssätze her, deren Kenntnis für das Verständnis der folgenden Abschnitte
von grundlegender Bedeutung ist. Im Anschluß diskutieren wir Teilchenbe-
wegungen in beschleunigten Bezugssystemen und zeigen, wie die Newton-
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sche Bewegungsgleichung in solchen Systemen zu modifizieren ist. In die-
sem Zusammenhang werden wir auf die innere Verbindung zwischen der
Galilei-Invarianz und dem Begriff des Inertialsystems stoßen. Desweiteren
beschäftigen wir uns mit allgemeinen dynamischen Eigenschaften von Viel-
Teilchensystemen und leiten verschiedene Erhaltungssätze für abgeschlossene
Systeme her.

1.1.1 Koordinatensysteme und Vektoren

Bevor wir auf den allgemeinen Aufbau der Newtonschen Mechanik zu spre-
chen kommen, ist es zweckmäßig, einige Bemerkungen zu den in diesem Ka-
pitel verwendeten mathematischen Konzepten und Notationen zu machen,
die dem Leser eigentlich vertraut sein sollten und lediglich der Klarstellung
dienen.

Zur Beschreibung mechanischer Systeme benutzen wir, wie allgemein
üblich, das äußerst effektive Konzept des idealisierten mathematischen Mas-
senpunktes (Teilchen), dessen örtliche Lage durch einen basisunabhängigen
Vektor x in einem dreidimensionalen reellen Vektorraum repräsentiert wird.
Um diesen Ort quantifizieren zu können, benötigt man ein Koordinatensy-
stem, welches durch Angabe seines Ursprungs und dreier linear unabhängiger
Basisvektoren spezifiziert wird. Die Wahl eines solchen Bezugssystems wird
zumeist durch die Dynamik des betrachteten physikalischen Systems nahe-
gelegt. Solange nicht explizit etwas anderes vereinbart wird, verwenden wir
kartesische Koordinatensysteme mit jeweils kanonischer Orthonormalbasis.
Wir schreiben für ein solches Bezugssystem

K : {e1, e2, e3} ,

mit

eiej = δij (Orthonormalitätsrelation)

und∑
j

eiej = 1 (Vollständigkeitsrelation) .

Der Ort x eines Massenpunktes läßt sich nun durch Angabe der Projektionen
xi von x auf die Achsen von K entlang der ei eindeutig spezifizieren:

x =
∑

i

eixi , xi = xei . (1.1)

Man nennt xi auch die Koordinaten von x bezüglich K. Oftmals faßt man
diese zu einem Koordinatentripel zusammen und schreibt

x =

⎛
⎝ x1

x2
x3

⎞
⎠ , (1.2)
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ohne ein neues Symbol einzuführen. Wir werden dieser Konvention folgen,
wobei wir mit Nachdruck darauf hinweisen, daß der basisunabhängige phy-
sikalische Vektor x in (1.1) und der basisabhängige Tripel x in (1.2) zwei
verschiedene mathematische Objekte sind. Aus dem jeweiligen Sinnzusam-
menhang sollte immer klar sein, ob es sich bei x um einen physikalischen
Vektor oder um seine Projektion auf ein bestimmtes Koordinatensystem han-
delt.

Zeitliche Ableitung von Vektoren. Ein weiterer wichtiger Punkt in die-
sem Zusammenhang sind zeitliche Ableitungen eines Vektors x. Wir werden
für sie, wie allgemein üblich, ein oder mehrere Punkte über x schreiben,
also ẋ für die erste Ableitung, ẍ für die zweite usw. Beobachtet man die
zeitliche Veränderung von x von einem zeitabhängigen Koordinatensystem
K : {e1, e2, e3} bzw. K′ : {e′

1, e
′
2, e

′
3} aus, dessen Basisvektoren sich im Laufe

der Zeit ändern, dann ist man in der Regel nicht an der totalen zeitlichen
Ableitung

ẋ =
∑

i

(ėixi + eiẋi) =
∑

i

(ė′
ix

′
i + e′

iẋ
′
i)

interessiert, sondern lediglich an der zeitlichen Veränderung, wie sie von K
bzw. K′ aus gesehen wird. Um dies deutlich zu machen, werden in solchen
Fällen die Symbole D und D′ anstelle des Punktes verwendet, die folgende
Bedeutung haben:

Dx =
∑

i

eiẋi , D′x =
∑

i

e′
iẋ

′
i . (1.3)

Rotierende Koordinatensysteme. Betrachtet man zwei Koordinatensy-
steme K : {e1, e2, e3} und K′ : {e′

1, e
′
2, e

′
3} mit demselben Koordinatenur-

sprung, die relativ zueinander rotieren (bzw. deren Basen relativ zueinander
rotieren), dann wird der Übergang von K zu K′ durch eine eigentliche ortho-
gonale Rotationsmatrix R vermittelt, für die gilt:

ei =
∑

j

e′
jRji , e′

i =
∑

j

ejR
T
ji , Rij = e′

iej (1.4)

und

RRT = RTR = 1 , det R = 1 . (1.5)

Mit diesen Beziehungen lassen sich die Koordinaten x′
i eines Vektors x

bezüglich K′ in folgender Weise aus den Koordinaten xi von x in K be-
rechnen:

x =
∑

i

eixi =
∑
i,j

e′
jRjixi =

∑
j

e′
jx

′
j =⇒ x′

j =
∑

i

Rjixi .

Die letzte Beziehung schreibt man oft auch in der Matrixnotation

x′ = Rx ,
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wobei auch hier zu berücksichtigen ist, daß diese Gleichung zwischen den
basisabhängigen Koordinatentripeln in K und K′ und nicht zwischen zwei
verschiedenen physikalischen Vektoren vermittelt.

1.1.2 Newtonsche Axiome

Nach diesen einleitenden Bemerkungen wenden wir uns nun dem eigentlichen
Aufbau der Newtonschen Mechanik zu. Bevor wir die Newtonschen Axiome
vorstellen, erweist es sich als notwendig, drei mechanische Grundgrößen zu
definieren sowie die Begriffe Impuls und Inertialsystem einzuführen.

Definition: Mechanische Grundgrößen
im SI- (oder MKS-)System

Alle mechanischen Größen lassen sich aus den folgenden drei Grundgrößen
ableiten:

• Länge mit der Einheit Meter: m.

• Zeit mit der Einheit Sekunde: s.

• Masse mit der Einheit Kilogramm: kg.

Wir arbeiten in dem für die Ingenieurswissenschaften laut Gesetz über Ein-
heiten im Meßwesen vorgeschriebenen SI-System (Système International
d’Unités).

Der mechanische Zustand eines Systems ist in der Newtonschen Formulierung
der Mechanik durch die Angabe aller Teilchenpositionen und -geschwindig-
keiten zu einem bestimmten Zeitpunkt eindeutig bestimmt, d.h. diese Größen
erlauben die eindeutige Vorhersage der zukünftigen Bewegung des Systems
aus den Newtonschen Bewegungsgleichungen. Die Bewegungsgleichungen er-
geben sich aus den Newtonschen Axiomen, welche die Bewegung von Mas-
senpunkten mit Hilfe des Impulses beschreiben:

Definition: Impuls p

Der Impuls eines Massenpunktes ist das Produkt aus seiner trägen Masse
und seinem momentanen Geschwindigkeitsvektor:

p(t) = m(t)ẋ(t) .

Somit hat p stets die Richtung von ẋ.

Die Bewegung eines Massenpunktes heißt geradlinig gleichförmig, falls sein
Geschwindigkeitsvektor konstant ist.

Wie bereits erwähnt wurde, wird die Bewegung von Teilchen innerhalb
von Bezugssystemen bzw. relativ zu Bezugssystemen beschrieben. Es stellt
sich heraus, daß die Bewegungsgleichungen in verschiedenen Bezugssystemen
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i.a. verschiedene Formen haben. Die Mechanik der Massenpunkte in der New-
tonschen Mechanik bezieht sich grundsätzlich auf Inertialsysteme. Dies sind
eben jene Bezugssysteme, in denen die Newtonschen Bewegungsgleichungen
ihre einfache definierte Form haben.

Definition: Inertialsysteme

Ein Bezugssystem, bezüglich dessen

• der Raum homogen und isotrop und

• die Zeit homogen ist,

heißt Inertialsystem.

Homogenität und Isotropie des Raumes besagen, daß kein Punkt und keine
Richtung im Raum ausgezeichnet sind. Homogenität der Zeit bedeutet, daß
kein Zeitpunkt ausgezeichnet ist. Hieraus folgt, daß Bezugssysteme,

• die relativ zu einem Inertialsystem verschoben sind oder

• die sich relativ zu einem Inertialsystem mit konstanter Geschwindigkeit,
also geradlinig gleichförmig bewegen oder

• die relativ zu einem Inertialsystem gedreht sind oder

• deren Zeitursprung relativ zu dem eines Inertialsystems verschoben ist,

ebenfalls Inertialsysteme sind. Obige Definition führt also nicht zu einem spe-
ziellen Inertialsystem, sondern zu einer ganzen Klasse von Inertialsystemen,
die alle über die genannten vier Punkte in Beziehung stehen. Diese Punkte
konstituieren die Gruppe der Galilei-Transformationen. Wir werden auf sie
im nächsten Unterabschnitt genauer eingehen und sie insbesondere mit dem
fundamentalen Prinzip der Galilei-Invarianz in Verbindung bringen.

Wir sind nun in der Lage, die vier von Isaac Newton postulierten Grund-
sätze zu präsentieren, auf denen die gesamte Newtonsche Mechanik basiert:

Satz 1.1: Newtonsche Axiome

Trägheitssatz (Lex prima)
In einem Inertialsystem ist der Impuls eines freien Massenpunktes, d.h. ei-
nes Massenpunktes, auf den keine Kraft wirkt, erhalten (Impulserhaltungs-
satz):

F = 0 ⇐⇒ p(t) = const .

Bewegungsgleichung und Definition der Kraft (Lex secunda)
In einem Inertialsystem wird die Änderung des Impulses eines Massenpunk-
tes durch eine Kraft F hervorgerufen, so daß gilt:

�
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F =
dp

dt
. (1.6)

Wechselwirkungsgesetz (Lex tertia)
Für die Kräfte F ij und F ji, die zwei Massenpunkte i und j aufeinander
ausüben, gilt

F ij = −F ji .

Somit sind die Kräfte dem Betrage nach gleich und einander entgegenge-
richtet (Actio = Reactio).

Superpositionsprinzip (Lex quarta)
Kräfte addieren sich vektoriell:

F =
∑

i

F i .

Diese vier Axiome implizieren, daß

• in allen Inertialsystemen eine absolute Zeit existiert und

• die Masse eines abgeschlossenen Systems zeitlich erhalten bleibt.

Vorausgreifend sei hier erwähnt, daß beide Punkte im Rahmen der speziellen
Relativitätstheorie (Abschn. 1.6) fallengelassen werden.

Zur Lex prima. Das erste Newtonsche Axiom, offensichtlich ein Spezialfall
des zweiten, beinhaltet die Möglichkeit der Konstruktion eines Inertialsy-
stems. Man nehme dazu die Bahnen dreier kräftefreier Massenpunkte, die
sich vom Ursprung aus wie ein kartesisches Koordinatensystem wegbewegen.
Die Zeit läßt sich dann festlegen, indem man fordert, daß ein kräftefreier
Massenpunkt, der sich in dem so definierten Koordinatensystem geradlinig
gleichförmig bewegt, in gleichen Zeiten gleiche Strecken zurücklegt.

Zur Lex secunda. Das zweite Newtonsche Axiom definiert zum einen die
Kraft und besitzt andererseits auch Gesetzescharakter. Ist die Kraft bekannt,
dann stellt (1.6) die dynamische Bewegungsgleichung dar. Für den Spezialfall
einer zeitlich konstanten Masse ergibt sich aus ihr die bekannte Gleichung

F =
d
dt

p = m
d
dt

ẋ = mẍ , m = const . (1.7)

Bei den meisten, in der Praxis vorkommenden physikalischen Problemen ist
die Kraft lediglich eine Funktion des Teilchenortes, der Teilchengeschwindig-
keit sowie der Zeit: F = F (x, ẋ, t).

Das Grundproblem der Mechanik besteht in der Bestimmung der Teil-
chenbahn x(t) bei gegebener Kraft. Dies geschieht im Newtonschen Forma-
lismus durch das Lösen der drei (i.a. nichtlinearen) gekoppelten gewöhnlichen
Differentialgleichungen 2. Ordnung (1.7). Aus der Tatsache, daß das Grund-
gesetz der Newtonschen Mechanik von 2. Ordnung in der Zeit ist, folgt, daß
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zur eindeutigen Bestimmung der Teilchenbahn genau zwei Anfangsbedingun-
gen spezifiziert werden müssen.

Träge und schwere Masse. Nach dem 2. Newtonschen Gesetz erfährt ein
Körper bei Krafteinwirkung eine Beschleunigung, die proportional zu seiner
Masse ist. Neben dieser trägen Masse gibt es noch eine andere Masse. In
Unterabschn. 1.5.3 betrachten wir z.B. die Gravitationskraft F G, die eine
schwere Masse m aufgrund der Anwesenheit einer schweren Masse M erfährt:

F G = −γmM
x

x3 .

Es ist nun ein experimentelles Faktum, daß träge und schwere Masse zueinan-
der proportional sind. Man wählt deshalb praktischerweise die Maßeinheiten
so, daß beide Massen übereinstimmen.1 Diese Erkenntnis der Proportiona-
lität von träger und schwerer Masse ist der Ausgangspunkt des Einsteinschen
Äquivalenzprinzips und der Allgemeinen Relativitätstheorie.

Zur Lex tertia. Das dritte Axiom bezieht sich auf physikalische Vorgänge,
in denen zwei oder mehrere Teilchen miteinander wechselwirken. Ihm ist es zu
verdanken, daß ein System aus mehreren Teilchen unter gewissen Umständen
als ein einziges Teilchen aufgefaßt werden kann.

1.1.3 Physikalische Folgerungen, Erhaltungssätze

Aus den Newtonschen Axiomen folgen unmittelbar einige wichtige Erhal-
tungssätze, die im folgenden dargestellt werden. Dabei werden wir weitere
grundlegende mechanische Größen kennenlernen.

Definition: Arbeit W , Leistung P und kinetische Energie T

• Die Arbeit W , die von einer Kraft F gegen die Trägheit eines Massen-
punktes entlang des Weges Γx = {x(t), t ∈ [t1 : t2]} verrichtet wird, ist
gegeben durch

W (x1,x2, Γx) = W (t1, t2, Γx) =

x2∫
x1,Γx

F (x, ẋ, t)dx

=

t2∫
t1

F (x, ẋ, t)ẋdt , [W ] = Nm .

• Die Leistung P ist gegeben durch

P (t) =
dW

dt
= F (x, ẋ, t) · ẋ(t) , [P ] =

Nm
s

= W (Watt) .

�

1 Man findet dann für die Newtonsche Gravitationskonstante den experimentellen
Wert γ = (6.67259 ± 0.00085) · 10−11 m3kg−1s−2.
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• Die kinetische Energie T ist definiert als

T (t) =
p2(t)
2m

=
mẋ2(t)

2
, [T ] = kg

m2

s2
= J (Joule) .

Hieraus folgt sofort: Die Arbeit, die von einer Kraft gegen die Trägheit
eines Massenpunktes verrichtet wird, ist gleich der Differenz der kineti-
schen Energien des Massenpunktes am Ende und Anfang der Bahn:

W (t) =

t2∫
t1

F (x, ẋ, t)ẋdt =
m

2
[
ẋ(t2)2 − ẋ(t1)2

]

=
1

2m

[
p2(t2) − p2(t1)

]
= T2 − T1 .

Konservative Kräfte und Energieerhaltung. Die differentielle Arbeit
bei einer Verschiebung eines Massenpunktes um dx lautet

dW = F (x, ẋ, t)dx .

Dabei ist zu beachten, daß dW i.a. kein totales Differential darstellt, d.h. es
gilt i.a.∮

dW �= 0 .

Kräfte, die nicht explizit von der Zeit und der Geschwindigkeit abhängen
und für die F (x)dx ein totales Differential ist, bilden die wichtige Klasse der
konservativen Kräfte.

Satz 1.2: Konservative Kräfte

Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

• F (x) ist eine konservative Kraft.

• F (x) ist wirbelfrei: ∇ × F = 0.

• F (x) ist als Gradient eines skalaren Feldes, dem Potential V (x), dar-
stellbar, und es gilt

F (x) = −∇V (x) =⇒ V (x) = −
x∫

x0

dxF (x) .

Dabei ist das Potential nur bis auf eine Konstante bestimmt, die wir so
wählen können, daß der Ausdruck für das Potential besonders einfach
wird.

�
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• Die Arbeit ist unabhängig vom Weg; sie hängt nur vom Anfangs- und
Endpunkt der Kurve ab:

W (x1,x2, Γx) = W (x1,x2) = −
t2∫

t1

∇V (x)ẋdt

= − [V (x2) − V (x1)] .

• Die differentielle Arbeit dW = F (x)dx ist ein totales Differential.

Aus diesem Satz und der Definition der kinetischen Energie erhalten wir so-
fort den wichtigen

Satz 1.3: Erhaltung der Energie in konservativen Systemen

Bei der Bewegung eines Massenpunktes in einem konservativen Kraftfeld
bleibt die Gesamtenergie E erhalten:

E = T + V = const .

Ist die Energie in einem konservativen System zu irgend einem Zeitpunkt
bekannt, dann können wir dies als eine der erforderlichen Anfangswertbedin-
gungen benutzen.

Eindimensionale Bewegung, konservative Kräfte. Die eindimensiona-
le Bewegung in einem konservativen Kraftfeld kann grundsätzlich auf ein
Integral zurückgeführt werden. Aus

E =
1
2
mẋ2 + V (x) =⇒ ẋ = ±

√
2
m

[E − V (x)]

erhalten wir2

t − t0 = ±
x∫

x0

dx′
(

2
m

[E − V (x′)]
)− 1

2

, (1.8)

wobei das Vorzeichen durch die Anfangsbedingung ẋ(t0) >
< 0 determiniert

ist. Der lineare harmonische Oszillator ist ein Beispiel für diesen Fall. Mit
V (x) = kx2/2 folgt

t − t0 = ±
√

m

k
arcsin

[
x

(
k

2E

) 1
2
]

und mit x0 = x(t0) = 0, ẋ(t0) > 0

2 Man beachte, daß sich das Teilchen nur in den Bereichen aufhalten kann, für die
gilt: E ≥ V (x). Wir werden diese Gleichungen im Rahmen von Zentralkraftpro-
blemen in Unterabschn. 1.5.2 genauer diskutieren.
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x =

√
2E

k
sin [ω(t − t0)] , ω =

√
k

m
.

Drehimpuls und Drehmoment. Neben der Kraft F und dem Impuls p
sind zwei weitere grundlegende Größen gegeben durch:

Definition: Drehimpuls l und Drehmoment N

Der Drehimpuls ist definiert als der axiale Vektor

l(t) = x(t) × p(t) , [l] = kg
m2

s
.

Seine zeitliche Änderung definiert das Drehmoment

N(t) = l̇(t) = x(t) × ṗ(t) , [N ] = kg
m2

s2
.

Der Drehimpuls ist erhalten, falls das Drehmoment verschwindet.

Wir sehen, daß zur Erhaltung des Drehimpulses entweder F = 0 oder F ||x
erfüllt sein muß. Im ersten Fall kann man durch eine Verschiebung des Be-
zugssystems um einen konstanten Vektor stets erreichen, daß gilt: l = 0. Der
zweite Fall führt auf die Klasse der Zentralkräfte:

Satz 1.4: Zentralkräfte und Drehimpulserhaltung

Eine Zentralkraft hängt nur vom Ortsvektor x ab und wirkt in seine Rich-
tung:

F = F (x) = xf(x) , f beliebiges Skalarfeld .

Der Drehimpuls einer Zentralkraft ist erhalten.

Konservative Zentralkräfte. Zentralkräfte sind nicht notwendigerweise
konservativ. Jedoch sind es praktisch ausschließlich konservative Zentral-
kräfte, die in physikalischen Fragestellungen auftreten. Für sie gilt

x × F = −x × ∇V (x) = 0 .

In Polarkoordinaten ausgedrückt liefert diese Gleichung
∂V

∂ϕ
= 0 ,

∂V

∂θ
= 0 .

Hieraus folgt V (x) = V (|x|).

Satz 1.5: Rotationssymmetrisches Potential

Für konservative Zentralkräfte ist das Potential V rotationssymmetrisch
(zentralsymmetrisch):

V (x) = V (|x|) .
�
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Ist umgekehrt V = V (|x|), dann sehen wir aus

F = −∇V = − dV

d|x|
x

|x| ,

daß F eine konservative Zentralkraft ist.

Beispiele sind die Gravitationskraft und die Coulomb-Wechselwirkung. Wir
betrachten die Bewegungsgleichungen dieser Art Kräfte im Detail in Ab-
schnitt 1.5.

Homogene Potentiale. Eine weitere wichtige Klasse von Potentialen ist
wie folgt definiert:

Definition: Homogenes Potential

Ein homogenes Potential ist ein rotationssymmetrisches Potential der Form

V (x) = V (|x|) = α|x|d , d ∈ R .

Für ein einzelnes Teilchen gilt

d
dt

(mxẋ) = m(ẋ2 + xẍ) = 2T + xF . (1.9)

Mittelt man diese Gleichung über ein Zeitintervall τ , dann folgt

m

τ
[x(τ)ẋ(τ) − x(0)ẋ(0)] = 2 〈T 〉 + 〈xF 〉 , 〈T 〉 =

1
τ

τ∫
0

dtT .

Ist die Teilchenbewegung im Intervall [0 : τ ] periodisch, d.h. x(τ) = x(0),
ẋ(τ) = ẋ(0), dann verschwindet die linke Seite von (1.9), und man erhält

〈T 〉 = −1
2

〈xF 〉 (Virialsatz) . (1.10)

Speziell für homogene Potentiale finden wir daher

Satz 1.6: Virialtheorem für homogene Potentiale

Für homogene Potentiale, V (x) = α|x|d, F = −∇V (x), gilt

〈xF 〉 = −α

τ

τ∫
0

dtx∇|x|d = −α

τ

τ∫
0

dtd|x|d = −d 〈V 〉 ,

und es folgt

〈T 〉 =
d

2
〈V 〉 .
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Selbst wenn die Bewegung des Teilchens nicht periodisch ist, gelangt man
zu (1.10), vorausgesetzt die Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten besitzen
eine obere Grenze, so daß für hinreichend große τ die linke Seite von (1.9)
ebenfalls verschwindet.

Satz 1.7: Skalentransformation bei homogenen Potentialen

Sei V (x) = α|x|d. Dann ist

m
d2x

dt2
= −∇V (x) = −αd|x|d−2x .

Führt man nun eine Skalentransformation der Art

x = λx′ , t = λ(2−d)/2t′

durch, so folgt

d2x

dt2
= λd−1 d2x′

dt′2
, ∇V (x) = λd−1∇′V (x′)

=⇒ m
d2x′

dt′2
= −∇′V (x′) .

Das heißt unter obiger Skalierung ist die Newtonsche Bewegungsgleichung
forminvariant.
Seien nun T, T ′ spezifische Zeiten (z.B. Umlaufzeit) und R, R′ spezifische
Längen (z.B. Amplitude) zweier Bewegungsabläufe, die durch obige Ska-
lentransformation ineinander überführt werden, dann gilt

V (x) = α|x|d =⇒
(

T ′

T

)2

=
(

R′

R

)2−d

.

Insbesondere ergibt sich hieraus für die Gravitations- und Coulomb-Wechsel-
wirkung mit d = −1(

T ′

T

)2

=
(

R′

R

)3

,

d.h. die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Teilchen um ein Zentrum ver-
halten sich wie die Kuben ihrer Abstände zum Zentrum. Dies ist das dritte
Keplersche Gesetz (siehe Unterabschn. 1.5.3).

1.1.4 Beschleunigte Koordinatensysteme und Inertialsysteme,
Galilei-Invarianz

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen beziehen sich auf mechanische Vor-
gänge in Inertialsystemen, die sich relativ zueinander geradlinig gleichförmig
bewegen. Die Frage, der wir uns in diesem Unterabschnitt widmen wollen,
lautet: Wie sieht die Bewegungsgleichung einer Teilchenbewegung in einem
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raumfestes System K körperfestes System K′

x0(t)

x(t) z(t)
ω(t)

Abb. 1.1. Zur Definition von raum- und körperfestem System

nichtinertialen System K′ aus, welches sich relativ zum Inertialsystem K be-
schleunigt bewegt (siehe Abb. 1.1)?

Im Hinblick auf die Diskussion von starren Körpern in Abschn. 1.4 führen
wir bereits hier für das Inertialsystem K die Bezeichnung raumfestes System
ein. Das beschleunigte System K′ nennen wir körperfestes System. Die be-
schleunigte Bewegung von K′ relativ zu K umfaßt im allgemeinsten Fall eine
Rotationsbewegung um den Ursprung von K und eine translatorische Bewe-
gung, die durch den Vektor x0(t) beschrieben wird. Wir behandeln zunächst
den Fall einer reinen Rotationsbewegung und beziehen im Anschluß Transla-
tionsbewegungen mit ein.
Rotierende Koordinatensysteme. Wie bereits in Unterabschn. 1.1.1 er-
wähnt wurde, sind zwei Bezugssysteme K : {e1, e2, e3} und K′ : {e′

1, e
′
2, e

′
3},

die relativ zueinander eine reine Drehbewegung ausführen, durch eine zeitab-
hängige 3×3-Matrix R miteinander verbunden, die den Relationen (1.4) und
(1.5) genügt. Differenziert man die Orthogonalitätsrelation in (1.5) nach der
Zeit, so ergibt sich

ṘTR + RTṘ = 0 .

Daraus ist zu erkennen, daß die Matrix Ω = RTṘ schiefsymmetrisch sein
muß:

Ω = RTṘ =

⎛
⎝ 0 ω3 −ω2

−ω3 0 ω1
ω2 −ω1 0

⎞
⎠ , Ωjk =

∑
i

εijkωi , ωi ∈ R . (1.11)

Diese Relation läßt sich invertieren, und man erhält

ωi =
1
2

∑
j,k

εijkΩjk . (1.12)

Wie wir gleich sehen werden, sind dies die raumfesten Komponenten eines
zeitabhängigen Vektors ω =

∑
i

eiωi, der die Drehachse von K′ relativ zu



1.1 Newtonsche Mechanik 15

K beschreibt. Man nennt deshalb ω die momentane Drehachse oder auch
momentane Winkelgeschwindigkeit. Da die Basen von K und K′ relativ zum
jeweils anderen System zeitabhängig sind, verwenden wir zur Vermeidung von
Mißverständnissen die in Unterabschn. 1.1.1 eingeführte Schreibweise für die
zeitliche Ableitung eines Vektors x bezüglich K und K′ (siehe (1.3)). Damit
berechnen wir für einen beliebigen Vektor x

D′x =
∑

i

e′
iẋ

′
i =

∑
i,j

e′
i

(
Rij ẋj + Ṙijxj

)
=

∑
j

ej ẋj +
∑
k,i,j

ekRT
kiṘijxj = Dx +

∑
k,j

ekΩkjxj

= Dx −
∑
k,i,j

ekεkijωixj = Dx − ω × x ,

und es folgt der

Satz 1.8: Satz von Coriolis

Sei ω die momentane Winkelgeschwindigkeit eines relativ zum System K
rotierenden Systems K′ und Dx, D′x die zeitlichen Ableitungen eines Vek-
tors x bezüglich K bzw. K′. Dann gilt

D′x = Dx − ω × x .

Hieraus folgt, daß die Zeitableitung der Winkelgeschwindigkeit unabhängig
vom Bezugssystem ist:

D′ω = Dω .

Betrachten wir zum besseren Verständnis dieses Satzes den einfachen Fall,
daß gilt: D′x = 0 =⇒ Dx = ω × x. Vom Referenzsystem K aus gesehen
ändert sich der Vektor x in der Zeit δt um δx = ω × xδt. Dieser Vektor ist
zu ω und x orthogonal. In K wird die Veränderung von x also durch eine
(rechtshändige) Rotation von x um den Betrag |ω|δt um eine Achse parallel
zu ω erreicht. Dies rechtfertigt für ω den Namen ”momentane Winkelge-
schwindigkeit“.

Bewegungsgleichung in beschleunigten Systemen. Wir kommen nun
zur allgemeinen Relativbewegung zweier Referenzsysteme K und K′ (siehe
Abb. 1.1), wobei wir für K ein Inertialsystem voraussetzen. x(t) und z(t)
beschreiben die Ortsbahn eines Teilchens, wie sie von K bzw. K′ aus gesehen
wird. Ferner sei x0 der Ursprung von K′ relativ zu K, so daß gilt:

z(t) = x(t) − x0(t) .

Nun gilt im Inertialsystem K die Newtonsche Gleichung

mD2x = F . (1.13)
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Um den entsprechenden Zusammenhang im Nicht-Inertialsystem K′ zu be-
stimmen, ziehen wir den Satz von Coriolis heran und rechnen wie folgt:

F

m
= D2x = D2z + D2x0

= D (D′z + ω × z) + D2x0

= D′2z + (D′ω) × z + 2ω × D′z + ω × (ω × z) + D2x0 .

Hieraus läßt sich sofort die Bewegungsgleichung ablesen, die wir im beschleu-
nigten System K′ anstelle der einfachen Newtonschen Gleichung (1.13) anzu-
setzen haben:

Satz 1.9: Newtonsche Bewegungsgleichung
in beschleunigten Systemen

Beschreiben x und z die Teilchenbewegung im Inertialsystem K bzw. im
relativ zu K beschleunigten System K′, dann lauten die Bewegungsglei-
chungen in beiden Bezugssystemen

mD2x = F

mD′2z = F + F T + F z + F L + F C ,

mit

F T = −mD2x0 (Translationskraft)

F Z = −mω × (ω × z) (Zentrifugalkraft)

F L = −m(D′ω) × z (Linearkraft)

F C = −2mω × D′z (Coriolis-Kraft) .

Neben der ursprünglichen Kraft F treten in beschleunigten Systemen al-
so vier zusätzliche Scheinkräfte auf, von denen F T von der translatorischen
Bewegung des Koordinatenursprungs x0 und die anderen drei von der Rota-
tionsbewegung herrühren.
Galilei-Invarianz der Bewegungsgleichung. Mit Hilfe dieses Satzes kön-
nen wir nun den in Unterabschn. 1.1.2 qualitativ diskutierten Begriff des
Inertialsystems mathematisch genauer fassen. Nach dem zweiten Newton-
schen Axiom ist die Newtonsche Bewegungsgleichung in allen Inertialsyste-
men forminvariant. Dies ist offensichtlich gleichbedeutend mit der Forderung

D2x0 = 0 , ω = 0 ,

weil dann alle Scheinkräfte verschwinden. Wir können diese Bedingung im
allgemeinsten Fall erfüllen, indem wir setzen:

x0(t) = vt + q , R(t) = R , v, q, R = const .

Das heißt relativ zu K darf das System K′ konstant gedreht und verscho-
ben sein und sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegen. Ist überdies die
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Kraft F nicht explizit zeitabhängig, dann darf zusätzlich der Zeitursprung
von K′ relativ zu K verschoben sein. Wie man sieht, führt die Forderung nach
(bzw. die axiomatische Voraussetzung von) Forminvarianz der Newtonschen
Bewegungsgleichung wieder genau auf die in Unterabschn. 1.1.2 genannten
vier Punkte, durch die Inertialsysteme ausgezeichnet sind. Wir erhalten somit
den fundamentalen

Satz 1.10: Inertialsysteme und Galilei-Invarianz

Der Übergang von einem Inertialsystem zu einem anderen wird durch die
Koordinatentransformationen

xi −→ x′
i = Rijxj + vit + qi , t −→ t′ = t + t0 ,

mit

R, v, q, t0 = const , RRT = 1 , det R = 1

vermittelt. Diese Transformationen bilden eine eigentliche orthochro-
ne 10-parametrige Lie-Gruppe, welche man die Gruppe der Galilei-
Transformationen nennt.
Die Newtonschen Bewegungsgleichungen sind in allen Inertialsystemen
forminvariant. Man sagt auch: Die Newtonsche Mechanik ist galilei-
invariant. In Inertialsystemen bewegen sich kräftefreie Körper geradlinig
gleichförmig.

Die Mechanik ist demnach nicht in der Lage, den Zustand der Ruhe von dem
der gleichförmigen Bewegung zu unterscheiden.

Es ist ein generelles Prinzip der Physik, nicht nur der klassischen Mecha-
nik, daß eine Symmetrie mit einer Erhaltungsgröße zusammenhängt. Da die
Galilei-Gruppe durch 10 Parameter beschrieben wird, folgern wir, daß die
Bewegung eines Systems von Teilchen bei Abwesenheit äußerer Kräfte durch
10 entsprechende Erhaltungsgrößen gekennzeichnet ist. Wie wir im nächsten
Unterabschnitt und in Unterabschn. 1.2.2 sehen werden, sind dies der Impuls,
der Drehimpuls, die Energie und die Schwerpunktsbewegung.

Absolute Zeit. Die Form der Galilei-Gruppe zeigt, daß der Zeit in der nicht-
relativistischen Mechanik eine besondere Bedeutung zukommt. Unter Galilei-
Transformationen bleiben Zeitabstände invariant; in diesem Sinne hat Zeit
einen absoluten Charakter. Dagegen ist der Abstand zweier Punkte, in de-
nen sich ein Teilchen aufgrund seiner Bewegung zu zwei verschiedenen Zeiten
aufhält, in zwei unterschiedlichen Inertialsystemen nicht identisch, denn die
Geschwindigkeiten des Teilchens sind in beiden Systemen verschieden. Der
Ortsraum ist also in diesem Sinne nicht absolut.

Foucaultsches Pendel. Als Beispiel für den Umgang mit der Newtonschen
Bewegungsgleichung in beschleunigten Koordinatensystemen diskutieren wir
die von der Erdrotation hervorgerufene Drehung der Schwingungsebene ei-
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x

y

z

ω

q

z1

z2

z3

z1

z2

z3

λ

ω

F P

F G

m

L

raumfestes System K

körperfestes System K′

Abb. 1.2. Zur Festlegung des raum- und körperfesten Systems auf der Erdober-
fläche

nes Pendels. Abbildung 1.2 legt die Achsen des Inertialsystems3 K und des
relativ zu K beschleunigten (erdfesten) Systems K′ fest. Wir betrachten ein
mathematisches Pendel, das aus einem masselosen Seil der Länge L besteht,
dessen oberes Ende frei drehbar aufgehängt ist und an dessen unterem Ende
eine Punktmasse m befestigt ist. Der Koordinatentripel der Winkelgeschwin-
digkeit ω in K′ lautet

ω = ω

⎛
⎝ 0

cos λ
sin λ

⎞
⎠ , ω ≈ 2π

24 h
.

Nach Satz 1.9 gilt

mz̈ = F G(z) + F P(z)
+F T(q) + F Z(ω,z) + F L(ω,z) + F C(ω,z) ,

wobei die Koordinatentripel der Gravitationskraft F G und Zentripetalkraft
F P des Pendels in K′ gegeben sind durch

F G = −mg

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ , F P =

⎛
⎝− z1

L S
− z2

L S
S3

⎞
⎠ ,

mit den zunächst unbekannten Seilspannungen S und S3. Wegen ω2 	 1 und
ω̇ ≈ 0 können Zentrifugal- und Linearkraft, F Z,F L, vernachlässigt werden.
Die Translationskraft F T wirkt in Richtung der z3-Achse und sorgt für eine
Abschwächung der Gravitationskraft auf der Erdoberfläche in Abhängigkeit
3 Streng genommen ist dieses System natürlich schon allein aufgrund seiner be-

schleunigten Bewegung um die Sonne kein Inertialsystem. Dies können wir jedoch
für unsere Zwecke vernachlässigen.
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von der geographischen Breite; sie kann deshalb in der Konstanten g absor-
biert werden. Es verbleibt die zu lösende Gleichung

mz̈ = F G + F P(z) − 2mω × ż

bzw.

mz̈1 = −z1

L
S − 2mω(ż3 cos λ − ż2 sin λ)

mz̈2 = −z2

L
S − 2mωż1 sin λ

mz̈3 = −mg + S3 + 2mωż1 cos λ .

Interessiert man sich nur für kleine Auslenkungen aus der vertikalen z3-
Richtung, dann gilt S ≈ mg , ż3 	 ż2, und es folgt für die z1z2-Bewegung
des Pendels

z̈1 = − g

L
z1 + 2ω′ż2 , ω′ = ω sin λ

z̈2 = − g

L
z2 − 2ω′ż1 .

Die Parametrisierung

z1(t) = u1(t) cos ω′t + u2(t) sinω′t
z2(t) = u2(t) cos ω′t − u1(t) sinω′t

führt auf

cos ω′t
(
ü1 +

g

L
u1

)
+ sin ω′t

(
ü2 +

g

L
u2

)
= 0

=⇒ üi +
g

L
ui = 0 , i = 1, 2 .

Dies sind die Bewegungsgleichungen eines einfachen Pendels mit den Lösun-
gen

ui(t) = ai cos Ωt + bi sin Ωt , Ω =
√

g

L
, i = 1, 2 ,

wobei die vier Integrationskonstanten a1, b1, a2, b2 über gewisse Anfangsbe-
dingungen festgelegt werden. Das Pendel schwingt also mit der Frequenz
Ω =

√
g/L um seine Ruhelage, während seine Schwingungsebene mit der

Frequenz ω′ = 2π/24 h · sin λ rotiert. Dies führt zu sog. Rosettenbahnen,
deren Form wesentlich von den Anfangsbedingungen abhängt. Die linke Fi-
gur von Abb. 1.3 zeigt die Bahn für ein Pendel, das bei Maximalausschlag
losgelassen wurde. Bei der rechten Figur wurde das Pendel aus seiner Ru-
helage herausgestoßen. Offensichtlich ist am Äquator (λ = 0) die Rotation
der Erde mit Hilfe des Foucaultschen Pendels nicht nachweisbar. Dort be-
schreibt das Pendel unter obigen Näherungen die gleiche Bahnkurve wie in
einem Inertialsystem, nämlich eine Ellipse, gegeben durch die Parametrisie-
rung zi(t) = ui(t) , i = 1, 2.



20 1. Mechanik

z1

z2

z1

z2

Abb. 1.3. Verschiedene Rosettenbahnen des Foucaultschen Pendels

1.1.5 N-Teilchensysteme

Wir erweitern nun unsere Betrachtungen auf Systeme, die aus vielen Mas-
senpunkten bestehen, und diskutieren insbesondere ihre kinematischen Ei-
genschaften. Man unterscheidet die auf ein solches System wirkenden Kräfte
wie folgt:

• Innere Kräfte: Diese wirken nur zwischen den einzelnen Teilchen. Um die
nachfolgende Diskussion zu vereinfachen, nehmen wir an, daß die inneren
Kräfte konservative und zentrale Zwei-Teilchenkräfte sind, die sich in der
Weise

F ij = F ij(xi − xj) = −∇iVij(|xi − xj |)
aus Potentialen herleiten lassen.

• Äußere Kräfte: Hiermit sind alle übrigen Kräfte gemeint, die von außen auf
das System wirken. Sind keine äußeren Kräfte vorhanden, dann nennen wir
das System abgeschlossen.

Unter diesen Voraussetzungen lauten die Newtonschen Bewegungsgleichun-
gen für ein N -Teilchensystem

miẍi =
∑
j �=i

F ij + F i , i = 1, . . . , N . (1.14)

Bevor wir die zugehörigen kinematischen Größen Impuls, Drehimpuls und
Energie untersuchen, bietet es sich an, den Begriff des Schwerpunktes ein-
zuführen. Er ist wie folgt definiert:

Definition: Schwerpunkt xS eines N-Teilchensystems

xS(t) =
1
M

N∑
i=1

mixi(t) , M =
N∑

i=1

mi .
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Im Falle einer kontinuierlichen Massendichte ρ(x, t) gehen diese Gleichungen
über in

xS(t) =
1
M

∫
xρ(x, t)d3x , M =

∫
ρ(x, t)d3x = const .

Gesamtimpuls p und Schwerpunkt xS. Addieren wir die einzelnen Glei-
chungen in (1.14), dann heben sich die Beiträge der inneren Kräfte aufgrund
des Prinzips ”Actio=Reactio“ auf, und wir erhalten

ṗ =
∑

i

ṗi =
∑

i

miẍi =
1
2

∑
i,j

(F ij + F ji) +
∑

i

F i =
∑

i

F i .

Das heißt der Gesamtimpuls p ergibt sich allein aus den äußeren Kräften.
Falls alle äußeren Kräfte verschwinden, ist der Gesamtimpuls eine erhaltene
Größe. Desweiteren gilt

M ẋS = p ,

d.h. der Schwerpunkt bewegt sich so, als sei die gesamte Masse in ihm verei-
nigt und als ob alle äußeren Kräfte auf ihn einwirken. Im Falle abgeschlosse-
ner Systeme ergibt sich deshalb eine geradlinig gleichförmige Bewegung des
Schwerpunktes.

Gesamtdrehimpuls l und Drehmoment N . Für den Gesamtdrehimpuls
und das Gesamtdrehmoment findet man

l =
∑

i

li =
∑

i

mixi × ẋi

N = l̇ =
∑

i

mixi × ẍi =
1
2

∑
i,j

(xi − xj) × F ij︸ ︷︷ ︸
= 0 für Fij zentral

+
∑

i

xi × F i .

Demnach ist auch der Gesamtdrehimpuls in einem abgeschlossenen System
erhalten. Zerlegen wir den Ortsvektor xi in den Schwerpunktsvektor xS und
in einen zum Schwerpunkt bezogenen Vektor xS

i , also xi = xS + xS
i , dann

können wir wegen
∑
i

mix
S
i = 0 für den Drehimpuls schreiben:

l =
∑

i

mixi × ẋi =
∑

i

mi(xS + xS
i ) × (ẋS + ẋS

i )

=
∑

i

mi

[
(xS × ẋS) + (xS × ẋS

i ) + (xS
i × ẋS) + (xS

i × ẋS
i )
]

= lS +
∑

i

xS
i × pS

i , lS = xS × pS .

Der Drehimpuls setzt sich also zusammen aus dem Drehimpuls des Schwer-
punktes, bezogen auf den Koordinatenursprung, plus der Summe der Teil-
chendrehimpulse, bezogen auf den Schwerpunkt xS.
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Energie. Durch skalare Multiplikation von (1.14) mit ẋi und anschließender
Summation über alle i erhält man

d
dt

(
1
2

∑
i

miẋ
2
i

)
=

1
2

∑
i,j

(ẋi − ẋj)F ij +
∑

i

ẋiF i

=⇒ d
dt

(T + Vinnen) =
∑

i

ẋiF i ,

wobei

T =
1
2

∑
i

miẋ
2
i , Vinnen =

1
2

∑
i,j

Vij(|xi − xj |)

die gesamte kinetische bzw innere potentielle Energie bedeuten. Demnach ist
die Änderung der gesamten inneren Energie gleich der Leistung der äußeren
Kräfte. Für abgeschlossene Systeme folgt hieraus direkt die Erhaltung der
Gesamtenergie. Sind andererseits die äußeren Kräfte ebenfalls durch Poten-
tiale darstellbar, dann gilt∑

i

ẋiF i = −dVaußen

dt
=⇒ d

dt
(T + Vinnen + Vaußen) = 0 ,

d.h. die totale Energie ist auch hier eine Erhaltungsgröße. Machen wir wieder
von der Aufteilung xi = xS + xS

i Gebrauch, dann läßt sich für die gesamte
kinetische Energie auch schreiben:

T =
1
2

∑
i

miẋ
2
i =

1
2

∑
i

mi(ẋS + ẋS
i )2 =

M

2
ẋ2

S +
1
2

∑
i

mi

(
ẋS

i

)2
.

Ähnlich wie beim Drehimpuls setzt sich diese zusammen aus der kinetischen
Energie des Schwerpunktes plus der kinetischen Energie der Bewegung des
Systems um den Schwerpunkt.

Satz 1.11: Erhaltungsgrößen
im abgeschlossenen N-Teilchensystem

Bei einem N -Teilchensystem, auf das keine äußeren Kräfte wirken, gelten
folgende Erhaltungssätze:

p = const (Impulssatz)

MxS − tp = const (Schwerpunktsatz)

l = const (Drehimpulssatz)

E = T + V = const (Energiesatz) .

Das System besitzt somit 10 Erhaltungsgrößen, die den 10 Parametern der
Galilei-Gruppe entsprechen.
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Zusammenfassung

• Alle dynamischen Variablen eines Teilchens sind Funktionen seines
Orts- und Impulsvektors x, p.

• Die zeitliche Entwicklung eines Teilchens in Inertialsystemen ist durch
die Newtonsche Gleichung F = dp/dt determiniert, wobei F der auf
das Teilchen einwirkende Kraftvektor ist.

• Je nach Form der einwirkenden Kraft ergeben sich Erhaltungssätze für
gewisse dynamische Größen.

• Die Newtonschen Bewegungsgleichungen sind galilei-invariant, d.h. sie
beziehen sich auf Inertialsysteme, die über Galilei-Transformatio-
nen miteinander verbunden sind. In beschleunigten (nichtinertialen) Be-
zugssystemen treten in den Bewegungsgleichungen zusätzliche Schein-
kräfte auf, die aus der translatorischen und rotierenden Bewegung des
Koordinatensystems resultieren.

• In abgeschlossenen Systemen sind der Gesamtimpuls, -drehimpuls und
die Gesamtenergie erhalten.

Anwendungen

1. Raketenproblem. Man betrachte eine Rakete, die in Abwesenheit äuße-
rer Kraftfelder geradlinig gleichförmig mit der Geschwindigkeit v relativ
zu einem Inertialsystem K fliegt. Ihre Gesamtmasse setze sich zusammen
aus der Leermasse M0 der Rakete und der Treibstoffmasse m0. Zum Zeit-
punkt t = 0 beginne die Rakete, Gas in Flugrichtung mit der Austrittsrate
α = dm/dt = const und der konstanten Geschwindigkeit ω relativ zur Rakete
auszustoßen. Wann kommt die Rakete in K zum Stillstand?

Lösung. Die Masse der Rakete zur Zeit t ist

M(t) = M0 + m0 − αt .

Damit ergibt sich für ihren Impuls P :

P (t) = M(t)ẋ(t) =⇒ Ṗ = Ṁẋ + Mẍ = (M0 + m0 − αt)ẍ − αẋ .

Für den Treibstoffimpuls p gilt

dp(t) = dm(t)[ω + ẋ(t)] =⇒ ṗ = α(ω + ẋ) .

Da keine äußeren Kräfte wirksam sind, gilt

F = Ṗ + ṗ = 0
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⇐⇒ (M0 + m0 − αt)ẍ = −αω

⇐⇒
ẋ(t)∫
v

dẋ = −αω

t∫
0

dt

M0 + m0 − αt

⇐⇒ ẋ(t) − v = ω ln
(

1 − αt

M0 + m0

)
.

Der Zeitpunkt t1, an dem die Rakete zum Stillstand kommt, ẋ(t1) = 0, ergibt
sich somit zu

t1 =
M0 + m0

α

(
1 − e−v/ω

)
.

Da nur eine begrenzte Treibstoffmasse zur Verfügung steht, muß zusätzlich
gelten: m0 ≥ αt1.
2. Gedämpfter harmonischer Oszillator. Man betrachte eine eindimen-
sionale Feder, deren eine Ende fixiert und an deren anderem Ende eine Masse
m befestigt ist, welche auf einer Schiene entlanggleitet. Zusätzlich wirke auf
das Massenstück eine Reibungskraft, die proportional zu seiner Geschwindig-
keit ist. Wie lauten die Newtonsche Bewegungsgleichung und ihre Lösungen?
Lösung. Nach dem Hookeschen Gesetz ist die Kraft, welche die Feder auf die
Masse ausübt, proportional zur Auslenkung der Masse aus ihrer Ruhelage.
Legen wir den Ursprung unseres Koordinatensystems in den Ruhepunkt der
Masse, dann gilt für die Federkraft FF bzw. für das Potential VF

FF = − d
dx

VF(x) , VF(x) =
k

2
x2 , k > 0 , (1.15)

wobei k die Federkonstante ist. Für die Reibungskraft setzen wir an:

FR = −cẋ , c > 0 ,

mit c als konstantem Reibungskoeffizienten. Die Bewegungsgleichung für das
vorliegende nichtkonservative Problem lautet

mẍ = FF + FR =⇒ ẍ + 2γẋ + ω2
0x = 0 , γ =

c

2m
, ω2

0 =
k

m
. (1.16)

Zur Lösung dieser Differentialgleichung des eindimensionalen gedämpften
harmonischen Oszillators bietet sich der Ansatz

x(t) = eiΩtf(t)

an, der, in (1.16) eingesetzt, zu folgender Bestimmungsgleichung für Ω und
die Funktion f führt:

f̈ + ḟ(2γ + 2iΩ) + f(ω2
0 + 2iγΩ − Ω2) = 0 . (1.17)

Das Problem vereinfacht sich, wenn der letzte Klammerterm identisch ver-
schwindet. Dies können wir erreichen, indem wir setzen:

Ω1,2 = iγ ±
√

ω2
0 − γ2 .

Je nach dem Wert der Wurzel sind nun drei Fälle zu unterscheiden:
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• Schwache Dämpfung: ω2
0 > γ2. Wir erhalten für f(t) = 1 zwei linear

unabhängige Lösungen von (1.16):

x1(t) = e−γteiω′t , x2(t) = e−γte−iω′t , ω′ =
√

ω2
0 − γ2 .

Die allgemeine reelle Lösung lautet somit

x(t) = e−γt (a cos ω′t + b sin ω′t) ,

wobei a und b zwei Integrationskonstanten sind, die durch Anfangsbedin-
gungen z.B. der Form x(0) = x0 , ẋ(0) = v0 festgelegt werden.

• Starke Dämpfung: ω2
0 < γ2. Für f(t) = 1 ergeben sich wieder zwei

Lösungen,

x1(t) = e−(γ+ω′)t , x2(t) = e−(γ−ω′)t , ω′ =
√

γ2 − ω2
0 ,

deren Linearkombination zu der allgemeinen Lösung

x(t) = e−γt
(
ae−ω′t + beω′t

)
führt.

• Kritische Dämpfung: ω2
0 = γ2. In diesem Fall erhält man für f(t) = 1

die Lösung

x1(t) = e−γt .

Da nun auch der erste Klammerterm in (1.17) verschwindet, ergibt sich für
f(t) = t eine zweite Lösung zu

x2(t) = te−γt .

Insgesamt folgt

x(t) = e−γt(a + bt) .

Abbildung 1.4 zeigt verschiedene Lösungen in Abhängigkeit von der Größe
ω2

0 − γ2, wobei überall die Anfangsbedingung x(0) = −ẋ(0) gewählt wurde.
Ist keine Reibungskraft vorhanden, γ = 0, dann reduziert sich (1.16) auf
die Gleichung des ungedämpften harmonischen Oszillators, deren allgemeine
Lösung nach dem Fall der schwachen Dämpfung gegeben ist durch

x(t) = a cos ω0t + b sin ω0t .

Der harmonische Oszillator findet in vielen Problemen der Physik An-
wendung, da kleine Auslenkungen eines Systems aus dem Gleichgewicht
grundsätzlich durch harmonische Schwingungen beschrieben und damit auf
ein harmonisches Potential der Form (1.15) zurückgeführt werden können.

3. Erzwungene Schwingung des Oszillators. Man betrachte die Bewe-
gung eines gedämpften harmonischen Oszillators, dessen Schwingung durch
eine zeitabhängige äußere Kraft f(t) erzwungen wird:

mẍ + 2γmẋ + mω2
0x = f(t) .
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t

x(t)

t

x(t)

t

x(t)

ω2
0 > γ2

ω2
0 < γ2 ω2

0 = γ2

Abb. 1.4. Verschiedene Lösungstypen des gedämpften harmonischen Oszillators

Lösung. Zur Lösung dieses Problems verwenden wir die Methode der Green-
Funktionen, die uns insbesondere in der Elektrodynamik von besonderem
Nutzen sein wird. Demnach läßt sich die Lösung für lineare inhomogene Glei-
chungen der obigen Art ganz allgemein mit

x(t) = xhom(t) +
∫

G(t, t′)f(t′)dt′

ansetzen. xhom(t) ist die allgemeine Lösung des homogenen Problems und
G(t, t′) die Green-Funktion, die offenbar folgender Gleichung zu genügen hat:

mG̈(t, t′) + 2γmĠ(t, t′) + mω2
0G(t, t′) = δ(t′ − t) . (1.18)

Sobald die Green-Funktion gefunden ist, können wir mit ihr für jede Inho-
mogenität sofort die zugehörige Lösung konstruieren. Nehmen wir nun die
Fourier-Zerlegung

G(t, t′) =
1√
2π

∫
dωG̃(ω)eiω(t−t′)

δ(t − t′) =
1
2π

∫
dωeiω(t−t′)

vor und setzen diese Ausdrücke in (1.18) ein, dann folgt

G̃(ω) = − 1
m

√
2π

1
ω2 − 2iγω − ω2

0

= − 1
m

√
2π

1
(ω − iγ + ω′)(ω − iγ − ω′)

, ω′ =
√

ω2
0 − γ2
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bzw.

G(t, t′) = − 1
2πm

∫
dω

eiω(t−t′)

(ω − iγ + ω′)(ω − iγ − ω′)
. (1.19)

Dieses Integral wertet man am besten mit Hilfe des Residuensatzes in der
komplexen ω Ebene aus (siehe Abb. 1.5), wobei folgende Punkte zu beachten
sind:

iγ − ω′ iγ + ω′

Re ω

Im ω

C′

t < t′

C

t > t′

Abb. 1.5. Zur Festlegung des Integrationsweges bei der ω-Integration in (1.19)

• Der Integrand von (1.19) besitzt in der oberen Halbebene zwei Pole 1.
Ordnung für ω2

0 �= γ2 bzw. einen Pol 2. Ordnung für ω2
0 = γ2.

• Für t − t′ > 0 ist der obere Weg C zu wählen, damit der Beitrag der
Krümmung exponentiell gedämpft ist und somit im Limes R → ∞ ver-
schwindet. Entsprechend ist für t − t′ < 0 der untere Weg C ′ zu nehmen.

Für t−t′ < 0 liefert die Integration somit keinen Beitrag, was im Einklang mit
dem Kausalitätsprinzip steht, nach dem der Zustand eines Systems zur Zeit
t nur von der Vergangenheit (t′ < t) beeinflußt werden kann. Für t − t′ > 0
erhalten wir:

• Schwache Dämpfung: ω2
0 > γ2.

G(t, t′) =
1

mω′ e
−γ(t−t′) sin[ω′(t − t′)] , ω′ =

√
ω2

0 − γ2 .

• Starke Dämpfung: ω2
0 < γ2.

G(t, t′) =
1

mω′ e
−γ(t−t′) sinh[ω′(t − t′)] , ω′ =

√
γ2 − ω2

0 .
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• Kritische Dämpfung: ω2
0 = γ2.

G(t, t′) =
t − t′

m
e−γ(t−t′) .

1.2 Lagrange-Formalismus

In den bisherigen mechanischen Problemstellungen sind wir von den Newton-
schen Bewegungsgleichungen ausgegangen und haben daraus die physikalisch
relevanten Zusammenhänge abgeleitet. Voraussetzung für diese Vorgehens-
weise ist die Kenntnis aller auf das zu untersuchende System einwirkenden
Kräfte. In vielen Fällen kann jedoch die Bestimmung dieser Kräfte sehr auf-
wendig werden, insbesondere dann, wenn die Dynamik des Systems durch
Nebenbedingungen eingeschränkt wird. Man betrachte z.B. ein Teilchen, daß
sich unter dem Einfluß der Schwerkraft entlang einer vorgegebenen Bahn (z.B.
Rutsche) bewegt. Hier müßte man die Einschränkung der Bewegungsfreiheit
durch Zwangskräfte beschreiben, die während des gesamten Bewegungsab-
laufes die Einhaltung der vorgeschriebenen Teilchenbahn garantieren. Des-
weiteren haben wir in Unterabschn. 1.1.4 gesehen, daß die Gültigkeit der
Newtonschen Axiome in Inertialsystemen (und eben nur in Inertialsystemen)
auch bedeutet, daß man recht komplizierte Formen der Bewegungsgleichun-
gen in beschleunigten Bezugssystemen erhält.

In der Lagrangeschen Formulierung wird das Hindernis der Bestimmung
aller einwirkenden Kräfte elegant umgangen, indem physikalische Problem-
stellungen so umformuliert werden, daß die Zwangsbedingungen in den zu
lösenden Lagrange-Gleichungen nicht mehr vorkommen, sondern in geschickt
gewählten Koordinaten absorbiert sind. Darüber hinaus sind die Lagrange-
Gleichungen gerade so konstruiert, daß sie in allen Koordinatensystemen gel-
ten und somit wesentlich flexibler anzuwenden sind als die Newtonschen Glei-
chungen.

Die Herleitung der Lagrange-Gleichungen kann auf verschiedene Arten er-
folgen. Wir benutzen hier zunächst das d’Alembertsche Prinzip der virtuellen
Verrückungen. Es besagt, daß die Summe der Arbeiten der an einem System
angreifenden Zwangskräfte verschwindet. Im Anschluß zeigen wir, wie man
den Lagrange-Formalismus auch aus dem Hamiltonschen Prinzip aufbauen
kann, einem Extremalitätsprinzip, das auch über die klassische Mechanik hin-
aus von fundamentaler Bedeutung ist. Auf dem Weg dorthin wird es sich als
notwendig erweisen, eine Einführung in die Konzepte der Variationsrechnung
zu geben.
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1.2.1 Zwangskräfte, d’Alembertsches Prinzip
und Lagrange-Gleichungen

Wir betrachten ein N -Teilchensystem, dessen Bewegung durch Zwangsbedin-
gungen eingeschränkt wird, so daß weniger als 3N Freiheitsgrade vorhanden
sind. Man unterscheidet folgende Arten von Zwangsbedingungen:

• Holonome Zwangsbedingungen: Sie lassen sich in unabhängigen Gleichun-
gen der Form

fk(x1, . . . ,xN , t) = 0 , k = 1, . . . , s (1.20)

darstellen. Beim Vorliegen s holonomer Zwangsbedingungen lassen sich die
3N Koordinaten der xi auf n = 3N − s unabhängige generalisierte Koor-
dinaten qj reduzieren, die implizit die gegebenen Bedingungen enthalten:

xi = xi(q1, . . . , qn, t) , i = 1, . . . , N , n = 3N − s . (1.21)

• Nichtholonome Zwangsbedingungen: Sie erlauben keine Darstellung der
Form (1.20). Besitzt ein N -Teilchensystem außer s holonomen zusätzlich r
nichtholonome Zwangsbedingungen, dann sind die generalisierten Koordi-
naten qj nicht mehr unabhängig voneinander, sondern z.B. über Zwangs-
bedingungen in der nichtintegrablen, differentiellen Form∑

j

aljdqj + altdt = 0 , l = 1, . . . , r (1.22)

miteinander verknüpft.

• Rheonome Zwangsbedingungen: Sie sind explizit zeitabhängig.

• Skleronome Zwangsbedingungen: Sie sind nicht explizit zeitabhängig.

Im folgenden wollen wir uns bei nichtholonomen Zwangsbedingungen immer
auf den Spezialfall (1.22) beschränken. Die weiteren Herleitungen sind dann
für holonome und nichtholonome Systeme in diesem Sinne gültig.

Gleichung (1.21) entsprechend lautet die Geschwindigkeit des i-ten Mas-
senpunktes, ausgedrückt durch die generalisierten Koordinaten,

ẋi =
n∑

j=1

∂xi

∂qj
q̇j +

∂xi

∂t
= ẋi(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t) , (1.23)

wobei die q̇j = dqj/dt als generalisierte Geschwindigkeiten bezeichnet werden.

Virtuelle Verrückungen und d’Alembertsches Prinzip. Unter einer
virtuellen Verrückung δxi versteht man eine infinitesimale Verschiebung des
i-ten Massenpunktes zu einer festen Zeit t (dt = 0), die mit den vorgegebenen
holonomen und nichtholonomen Zwangsbedingungen verträglich ist:

δxi =
n∑

j=1

∂xi

∂qj
δqj ,

n∑
j=1

aljδqj = 0 , l = 1, . . . , r . (1.24)
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Diese Verrückung wird ”virtuell“ genannt, um sie von einer reellen Verrückung
zu unterscheiden, die sich während eines Zeitintervalls dt ereignet, in dem sich
die Kräfte und Zwangsbedingungen ändern können. Betrachten wir zunächst
ein N -Teilchensystem im Gleichgewicht (miẍi = 0), dann gilt für die Summe
der virtuellen Verrückungen

N∑
i=1

F iδxi = 0 , (1.25)

wobei in dieser Summe sogar jeder Term einzeln verschwindet. Teilt man die
Kräfte F i in der Weise

F i = F a
i + F z

i

auf, wobei F a
i die von außen angelegten Kräfte bezeichnen und F z

i die
Zwangskräfte, welche für die Einhaltung der gegebenen Zwangsbedingungen
sorgen, dann wird (1.25) zu∑

i

F a
i δxi +

∑
i

F z
iδxi = 0 .

In vielen Fällen, z.B. bei Bewegungen auf Flächen oder Kurven, ist die
virtuelle Verrückung δxi senkrecht zur Zwangskraft F z

i , die auf den i-ten
Massenpunkt wirkt, so daß von keiner Zwangskraft Arbeit verrichtet wird
(δxiF

z
i = 0). Es gibt jedoch auch Beispiele dafür, daß die einzelnen Zwangs-

kräfte durchaus Arbeit verrichten. Das Prinzip der virtuellen Arbeit sagt
nun aus, daß in jedem Fall die Summe der Arbeiten aller Zwangskräfte
verschwindet:4

Satz 1.12: Prinzip der virtuellen Arbeit
(Gleichgewichtsprinzip der Statik)

Ein N -Teilchensystem ist im Gleichgewicht, wenn die Summe der virtuellen
Arbeiten aller Zwangskräfte verschwindet:

N∑
i=1

F z
iδxi = 0 =⇒

N∑
i=1

F a
i δxi = 0 .

Aus diesem Prinzip läßt sich nun durch einen Trick von d’Alembert ein
ähnliches Prinzip gewinnen, welches die allgemeine Bewegung eines Systems
umfaßt: D’Alembert dachte sich das System mit den Bewegungsgleichungen
F i = ṗi als ein System im Gleichgewicht, mit den Kräften F i und den sie
kompensierenden Gegenkräften −ṗi. Dadurch reduziert sich das dynamische
Problem auf ein Problem der Statik, und man erhält

4 Dies gilt nicht mehr, wenn Reibungskräfte auftreten; wir müssen deshalb solche
Systeme aus unseren Betrachtungen herauslassen.
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Satz 1.13: D’Alembertsches Prinzip

Wegen (F i − ṗi)δxi = (F a
i + F z

i − ṗi)δxi = 0 und
N∑

i=1
F z

iδxi = 0 folgt

N∑
i=1

(F a
i − ṗi) δxi = 0 .

Wie man sieht, sind die Zwangskräfte mittels dieses Prinzips eliminiert. Im
allgemeinen folgt das d’Alembertsche Prinzip nicht aus den Newtonschen Ge-
setzen, sondern kann als weiteres Axiom der klassischen Mechanik angesehen
werden; auf ihm baut der Lagrangesche Formalismus auf. Unter Berücksich-
tigung von (1.24) folgt aus dem d’Alembertschen Prinzip die Gleichung

n∑
j=1

δqj

N∑
i=1

mi

[
d
dt

(
ẋi

∂xi

∂qj

)
− ẋi

d
dt

∂xi

∂qj

]
=

n∑
j=1

Qjδqj . (1.26)

Hierbei ist Qj die sog. generalisierte Kraft:

Definition: Generalisierte Kraft Qj

Qj =
N∑

i=1

F a
i

∂xi

∂qj
.

Da die qj nicht die Dimension einer Länge haben müssen, besitzen die Qj i.a.
nicht die Dimension einer Kraft. In jedem Fall ist aber das Produkt Qjδqj

eine Arbeit. Unter Ausnutzung der aus (1.23) folgenden Beziehungen

∂xi

∂qj
=

∂ẋi

∂q̇j
,

d
dt

(
ẋi

∂xi

∂qj

)
=

1
2

d
dt

∂ẋ2
i

∂q̇j
,

d
dt

∂xi

∂qj
=

∂ẋi

∂qj

geht (1.26) über in
n∑

j=1

δqj

(
d
dt

∂T

∂q̇j
− ∂T

∂qj
− Qj

)
= 0 , n = 3N − s , (1.27)

wobei

T =
N∑

i=1

mi

2
ẋ2

i (q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t)

die gesamte kinetische Energie des Systems ist. Gleichung (1.27) beschreibt
die Zeitabhängigkeit der generalisierten Koordinaten qj . Dank des d’Alem-
bertschen Prinzips treten hier die Zwangskräfte nicht mehr explizit auf, son-
dern sind in den generalisierten Koordinaten verborgen.

Im Falle rein holonomer Zwangsbedingungen sind alle virtuellen Ver-
rückungen der generalisierten Koordinaten unabhängig voneinander, so daß
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jeder Klammerterm in der Summe (1.27) identisch Null gesetzt werden
kann. Wir wollen jedoch annehmen, daß unser N -Teilchensystem s holono-
me Zwangsbedingungen und r nichtholonome Bedingungen der Form (1.22)
besitzt. Von den insgesamt n virtuellen Verrückungen δqj sind dann r über

n∑
j=1

aljδqj = 0 , l = 1, . . . , r (dt = 0)

voneinander abhängig und die verbleibenden n − r Verrückungen voneinan-
der unabhängig. Um die Zahl der δqj auf die der unabhängigen Verrückun-
gen zu reduzieren, führen wir die frei wählbaren Lagrange-Multiplikatoren λl,
l = 1, . . . , r ein. Im allgemeinen sind dies zeitabhängige Funktionen, die zu-
dem von den generalisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten abhängen.
Mit ihnen schreiben wir die letzte Beziehung um zu

n∑
j=1

δqj

r∑
l=1

λlalj = 0 . (1.28)

Die Differenz der Gleichungen (1.27) und (1.28) ergibt
n∑

j=1

δqj

(
d
dt

∂T

∂q̇j
− ∂T

∂qj
− Qj −

r∑
l=1

λlalj

)
= 0 .

Für die unabhängigen δqj lassen sich die entsprechenden Koeffizienten (Klam-
merterme) gleich Null setzen. Die Lagrange-Multiplikatoren können wir so
wählen, daß die Koeffizienten der abhängigen Differentiale ebenfalls ver-
schwinden. Wir erhalten also insgesamt

d
dt

∂T

∂q̇j
− ∂T

∂qj
− Qj −

r∑
l=1

λlalj = 0 , j = 1, . . . , n . (1.29)

Dies sind die Lagrange-Gleichungen I. Art. Für den Fall, daß die äußeren
Kräfte konservativ sind, ergibt sich

F a
i = −∇iV (x1, . . . ,xN ) =⇒ Qj = −∂V

∂qj
,

∂V

∂q̇j
= 0 ,

und es folgt der5

Satz 1.14: Lagrange-Gleichungen I. Art für konservative Kräfte
mit s holonomen und r nichtholonomen Zwangsbedingungen

Die Lagrange-Funktion eines konservativen N -Teilchensystems ist gegeben
durch

�

5 Man beachte, daß (1.30) keine Bestimmungsgleichung (also keine Differential-
gleichung) für L darstellt. Diese Gleichung ist vielmehr ein Funktional, aus dem
man die Bestimmungsgleichungen für die generalisierten Koordinaten erhält.
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L = T − V =
N∑

i=1

mi

2
ẋ2

i (q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t) − V (q1, . . . , qn) .

Aus ihr ergeben sich die Bewegungsgleichungen (Lagrange-Gleichungen) für
die generalisierten Koordinaten im Falle s holonomer und r nichtholonomer
Zwangsbedingungen zu

d
dt

∂L

∂q̇j
− ∂L

∂qj
−

r∑
l=1

λlalj = 0 , j = 1, . . . , 3N − s = n , (1.30)

n∑
j=1

alj q̇j + alt = 0 , l = 1, . . . , r .

Die Lagrange-Gleichungen sind ein System gekoppelter gewöhnlicher Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung für die Zeitabhängigkeit der generalisierten
Koordinaten. Zusammen mit den aus (1.22) stammenden r nichtholonomen
Zwangsbedingungen, die jetzt als Differentialgleichungen aufzufassen sind,
ergeben sich also insgesamt n+ r Gleichungen für die n generalisierten Koor-
dinaten und die r Lagrange-Multiplikatoren. Im Falle rein holonomer Zwangs-
bedingungen reduziert sich Satz 1.14 auf n Lagrange-Gleichungen für die n
generalisierten Koordinaten:

Satz 1.15: Lagrange-Gleichungen II. Art für konservative Kräfte
mit s holonomen Zwangsbedingungen

d
dt

∂L

∂q̇j
− ∂L

∂qj
= 0 , j = 1, . . . , 3N − s = n .

Ein wichtiger Satz, dessen Beweis wir in Anwendung 4 führen, ist der folgen-
de:

Satz 1.16: Invarianz der Lagrange-Gleichungen
unter Koordinatentransformationen

Die Lagrange-Gleichungen sind forminvariant unter den Koordinatentrans-
formationen q → Q(q, t). Das heißt aus

d
dt

∂L

∂q̇j
− ∂L

∂qj
= 0 , j = 1, . . . , 3N − s = n

folgt die Gültigkeit der Lagrange-Gleichungen auch für

L̄(Q, Q̇, t) = L[q(Q, t), q̇(Q, Q̇, t), t] .
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Äquivalenz des Lagrange- und Newton-Formalismus. Bei Abwesen-
heit von Zwangsbedingungen muß der Lagrange-Formalismus für ein N -Teil-
chensystem auf die Newtonschen Bewegungsgleichungen führen. Wählen wir
die kartesischen Koordinaten als generalisierte Koordinaten, q = x, dann
sehen wir dies (in Vektornotation) wie folgt:

L = T − V =
N∑

i=1

mi

2
ẋ2

i − V (x1, . . . ,xN , t)

=⇒ ∇xiL = −∇xiV = F i ,
d
dt

∇ẋiL = miẍi .

Die Lagrange-Gleichungen lauten demnach

d
dt

∇ẋiL = ∇xiL ⇐⇒ miẍi = F i , i = 1, . . . , N .

Interpretation der Lagrange-Multiplikatoren. Es steht uns frei, die
Zwangskräfte F z

i als zusätzliche äußere Kräfte F ∗
i zu interpretieren, die so an-

gelegt werden, daß sich die Bewegung des Systems nicht ändert. Die Zwangs-
bedingungen sind dann eliminiert, und wir erhalten die Lagrange-Gleichungen

d
dt

∂L

∂q̇j
− ∂L

∂qj
= Q∗

j .

Ein Vergleich mit Satz 1.14 liefert

Q∗
j =

r∑
l=1

λlalj ,

d.h. die Lagrange-Multiplikatoren bestimmen die generalisierten Zwangs-
kräfte.

Generalisiertes Potential. Wie man anhand von (1.29) erkennt, bleiben
die Sätze 1.14 und 1.15 auch dann gültig, wenn sich die generalisierten Kräfte
Qj durch ein generalisiertes Potential V (q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t) in folgender
Weise darstellen lassen:

Qj = −∂V

∂qj
+

d
dt

∂V

∂q̇j
. (1.31)

Ein Beispiel für diesen Fall ist die geschwindigkeitsabhängige Lorentz-Kraft

QL(x, ẋ, t) = F a
L(x, ẋ, t) = q

(
E(x, t) +

ẋ

c
× B(x, t)

)
,

welche die Bewegung eines Teilchens der Ladung q in einem elektromagne-
tischen Feld E, B beschreibt (c=Lichtgeschwindigkeit). Man erhält sie aus
(1.31) für

V (x, ẋ, t) = qφ(x, t) − q

c
A(x, t)ẋ ,

wobei die Skalar- und Vektorpotentiale φ, A über
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B = ∇ × A , E = −1
c

∂A

∂t
− ∇φ

mit E und B verbunden sind (siehe Unterabschn. 2.2.1).

1.2.2 Erhaltungssätze

In diesem Unterabschnitt betrachten wir Transformationen der verallgemei-
nerten Koordinaten, Geschwindigkeiten und der Zeit, welche die Lagrange-
Funktion invariant lassen oder auf eine äquivalente Lagrange-Funktion führen.
Solche Transformationen nennt man Symmetrietransformationen. Nach ei-
nem Theorem von E. Noether (siehe Unterabschn. 2.8.3) ist jede Symmetrie-
eigenschaft eines Systems mit einem Erhaltungssatz verknüpft. Wir zeigen
dies hier anhand der uns aus Satz 1.11 bekannten Erhaltungssätze für ein
abgeschlossenes System von N Punktmassen mit der Lagrange-Funktion

L(xi, ẋi, t) =
N∑

i=1

1
2
miẋ

2
i − V , V =

∑
i,j

V (|xi − xj |) .

Erhaltung der Energie, Homogenität der Zeit. Soll die Zeitverschie-
bung

t → t′ = t + δt , δxi = δẋi = 0

eine Symmetrietransformation der Lagrange-Funktion sein, so muß gelten:

δL = L(x, ẋ, t + δt) − L(x, ẋ, t) =
∂L

∂t
δt = 0 =⇒ ∂L

∂t
= 0 .

Ganz allgemein gilt aber für die Lagrange-Funktion (in Vektornotation)
dL

dt
=

∂L

∂t
+

∑
i

ẋi∇xiL +
∑

i

ẍi∇ẋiL .

Unter Berücksichtigung der Lagrange-Gleichungen

∇xiL − d
dt

∇ẋi
L = 0

folgt daher

d
dt

(
L −

∑
i

ẋi∇ẋi
L

)
=

∂L

∂t
.

Im vorliegenden Fall ist ∂L/∂t = 0, so daß∑
i

ẋi∇ẋiL − L = const .

Wegen∑
i

ẋi∇ẋi
L =

∑
i

ẋi∇ẋi
T =

∑
i

miẋ
2
i = 2T

erhalten wir schließlich die Erhaltung der Gesamtenergie:

T + V = E = const .
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Erhaltung des Gesamtimpulses, Homogenität des Raumes. Betrach-
ten wir als nächstes die Transformation

xi −→ x′
i = xi + δx , δt = 0 .

Analog zur obigen Herleitung ergibt sich

δL = L(xi + δxi, ẋi, t) − L(xi, ẋi, t) = δx
∑

i

∇xi
L = 0 .

Da δx eine beliebige Verschiebung ist, folgt∑
i

∇xiL = 0 =⇒ d
dt

∑
i

∇ẋi
L = 0 =⇒ p =

∑
i

pi = const .

Die Invarianz der Lagrange-Funktion unter Verschiebungen aller Teilchen um
dieselbe Strecke δx ist also gleichbedeutend mit der Erhaltung des Gesamt-
impulses des Systems.

Erhaltung des Gesamtdrehimpulses, Isotropie des Raumes. Damit
infinitesimale Drehungen der Form

δxi = δφ × xi , δẋi = δφ × ẋi , δt = 0

Symmetrietransformationen sind, muß gelten:

δL =
∑

i

δxi∇xiL +
∑

i

δẋi∇ẋiL = 0 .

Dies führt auf die Erhaltung des Gesamtdrehimpulses:

δφ
∑

i

(xi × ṗi + ẋi × pi) = δφ
d
dt

∑
i

(xi × pi) = 0

=⇒ l =
∑

i

li = const .

Schwerpunktsatz, Invarianz unter gleichförmiger Bewegung. Im Fal-
le der Transformation

xi −→ x′
i = xi + vt , v = const , δt = 0

ergibt sich die transformierte Lagrange-Funktion zu

L′ = L + v
∑

i

miẋi +
v2

2

∑
i

mi

=⇒ δL =
d
dt

(MxSv) +
1
2
Mv2 . (1.32)

Nun sind zwei Lagrange-Funktionen, die sich nur um eine Konstante oder um
eine Zeitableitung einer reinen Zeitfunktion unterscheiden, äquivalent und
führen auf dieselben Bewegungsgleichungen. Auf der anderen Seite können
wir für δL auch schreiben:
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δL =
∑

i

(δxi∇xiL + δẋi∇ẋiL) =
∑

i

(vtṗi + vpi)

=
d
dt

(
vt

∑
i

pi

)
. (1.33)

Durch Vergleich von (1.32) und (1.33) erhalten wir somit den Schwerpunkt-
satz

MxS − t
∑

i

pi = const .

Insgesamt sehen wir, daß die hier betrachteten Symmetrietransformationen
gerade den 10 Erhaltungsgrößen aus Satz 1.11 entsprechen.

Satz 1.17: Symmetrien und Erhaltungssätze

Die Invarianz des Lagrange-Funktion unter einer Symmetrietransformation
ist stets gleichbedeutend mit einer Erhaltungsgröße:

• Invarianz unter zeitlichen Translationen: Erhaltung der Gesamtenergie.

• Invarianz unter räumlichen Translationen: Erhaltung des Gesamtimpul-
ses.

• Invarianz unter räumlichen Drehungen: Erhaltung des Gesamtdrehim-
pulses.

• Invarianz unter gleichförmiger Bewegung: Schwerpunktsatz.

1.2.3 Hamilton-Prinzip und Wirkungsfunktional

Mit der Newtonschen Formulierung der Mechanik und dem auf dem d’Alem-
bertschen Prinzip aufbauenden Lagrange-Formalismus haben wir bereits zwei
Ansätze zur Behandlung der Punktmechanik gefunden. In diesem Unterab-
schnitt formulieren wir ein weiteres Prinzip, das Hamilton-Prinzip, das eben-
falls als Ausgangspunkt der klassischen Mechanik betrachtet werden kann.
Desweiteren zeigen wir, daß aus diesem Prinzip die uns bereits bekannten
Lagrange-Gleichungen II. Art folgen.

Wirkungsfunktional. Das Wirkungsfunktional ist definiert als Integral
über alle möglichen Bahnen, die ein gegebenes System von Massenpunkten
durchlaufen kann. Das Hamilton-Prinzip macht nun folgende Aussage über
die tatsächliche Bahn, längs derer die Bewegung des Systems verlaufen wird:
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Satz 1.18: Hamiltonsches Prinzip
für konservative holonome Systeme

Gegeben sei die Lagrange-Funktion L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t) = T −V eines
konservativen Systems mit holonomen Zwangsbedingungen. Seine Lösun-
gen sind dadurch charakterisiert, daß das zugehörige Wirkungsfunktional,
also das Zeitintegral der Lagrange-Funktion, längs der tatsächlichen Bahn
extremal wird:

S[q] =

t2∫
t1

dtL[q(t), q̇(t), t] −→ extremal .

Äquivalent hierzu ist die Bedingung, daß die Variation der Wirkung, δS,
längs der tatsächlichen Bahn verschwindet.

Offensichtlich beschreibt das Hamiltonsche Prinzip ein Optimierungsproblem,
bei dem es allerdings nicht, wie in der gewöhnlichen Differentialrechnung, um
die Bestimmung von Extremstellen einer Funktion geht, sondern um das Auf-
finden von Funktionen selbst, für die ein gegebenes Funktional Extremwert-
eigenschaft annimmt. Für die weitere Diskussion des Hamiltonschen Prinzips
ist es daher notwendig, einige Elemente der Variationsrechnung zu behandeln.

Variationsproblem mit festen Endpunkten. Ein Beispiel für Variati-
onsprobleme ist die Brachystochrone, bei der die Form einer Kurve zwischen
zwei festen Punkten gefunden werden soll, auf der ein Massenpunkt unter
dem Einfluß der Schwerkraft reibungsfrei möglichst schnell den Endpunkt
erreicht (siehe Anwendung 5). Es zeigt sich, daß bei sehr vielen physikali-
schen Problemen dieser Art die allgemeine Struktur des zu optimierenden
Funktionals gegeben ist durch

S[y1, . . . , yn] =

x2∫
x1

dxF (y1, . . . , yn, y′
1, . . . , y

′
n, x) , (1.34)

wobei F nur von den Funktionen yj(x), deren ersten Ableitungen y′
j(x) sowie

der unabhängigen Variablen x abhängt. Wir beschränken uns auf den Fall,
daß die Endpunkte der aufzusuchenden Funktionen yj fixiert sind,

[x1,y(x1)] , [x2,y(x2)] fest , y = (y1, . . . , yn) ,

und suchen nach einer Art Taylor-Entwicklung von (1.34). Hierzu variieren
wir die Funktionen yj durch Einführen von Hilfsfunktionen hj , die an den
Endpunkten verschwinden:

y(x) −→ γ(x) = y(x) + δy(x) , δy(x) = εh(x) , h(x1) = h(x2) = 0 .

Für beliebig kleine |ε| liegen alle variierten Funktionen γ in einer beliebig
kleinen Nachbarschaft von y, und wir können schreiben:

S[γ] = S[y] + δS + . . . ,
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mit

δS =
dS[γ]

dε

∣∣∣∣
ε=0

ε

= ε

x2∫
x1

dx [h∇γF (γ,γ′, x) + h′∇γ′F (γ,γ′, x)]ε=0

= ε

x2∫
x1

dx h

[
∇γF (γ,γ′, x) − d

dx
∇γ′F (γ,γ′, x)

]
ε=0

+ε
[
h∇γ′F (γ,γ′, x)|ε=0

]x2

x1

= ε

x2∫
x1

dx h

[
∇yF (y,y′, x) − d

dx
∇y′F (y,y′, x)

]

+ε [h∇y′F (y,y′, x)]x2

x1
.

Da die Hilfsfunktionen an den Endpunkten Null sind, verschwindet der letzte
Term. Sei nun y Extremale des Wirkungsfunktionals, dann ist δS = 0, so daß
der vorletzte Term ebenfalls verschwindet. Wir erhalten somit den

Satz 1.19: Variationsformel und Euler-Lagrange-Gleichungen
für feste Endpunkte

In der linearen Näherung variiert das Wirkungsintegral für feste Endpunkte
in der Weise

S[y + δy] = S[y] + δS + . . . ,

mit

δS =

x2∫
x1

dxδy

[
∇yF (y,y′, x) − d

dx
∇y′F (y,y′, x)

]
.

Hieraus folgen als notwendiges Kriterium für die Extremalität des Wir-
kungsfunktionals die Euler-Lagrange-Gleichungen (ELG):

∂F (y,y′, x)
∂yj

− d
dx

∂F (y,y′, x)
∂y′

j

= 0 , j = 1, . . . , n .

Man beachte, daß dieser Satz ein notwendiges aber nicht hinreichendes Kri-
terium für ein Extremum liefert (genau wie f ′(x) = 0 in der gewöhnlichen
Differentialrechnung).

Offensichtlich sind die ELG mit den Lagrange-Gleichungen in Satz 1.15
für den rein holonomen Fall identisch, wenn F durch die Lagrange-Funktion
L ersetzt wird und die Funktionen yj(x) als die generalisierten Koordinaten
qj(t) interpretiert werden. Wir haben also
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Satz 1.20: Hamiltonsches Prinzip und Lagrange-Gleichungen
II. Art

Aus dem Hamilton-Prinzip folgt, daß die tatsächliche Bahn eines kon-
servativen Teilchensystems mit rein holonomen Zwangsbedingungen den
Lagrange-Gleichungen II. Art genügt:

S =

t2∫
t1

dtL −→ extremal =⇒ d
dt

∂L

∂q̇j
− ∂L

∂qj
= 0 .

Es sei daran erinnert, daß die Lagrange-Gleichungen unter Koordinatentrans-
formationen invariant sind. Demnach ist auch das Hamilton-Prinzip vom Ko-
ordinatensystem, in dem L ausgedrückt wird, unabhängig. Desweiteren be-
achte man, daß das Hamilton-Prinzip gegenüber dem Lagrange-Formalismus
eigentlich keine neue Physik liefert. Es ist jedoch von übergeordneter Bedeu-
tung, da es auch außerhalb der Mechanik, insbesondere bei der Formulierung
moderner Feldtheorien, eine entscheidende Rolle spielt.

Äquivalenz des d’Alembert- und des Hamilton-Prinzips. Betrachten
wir ein holonomes System und dessen Bewegungsablauf in einem endlichen
Zeitintervall [t1 : t2], dann können wir das d’Alembertsche Prinzip wie folgt
umformen:∑

i

(F a
i − miẍi)δxi = 0

=⇒ d
dt

∑
i

miẋiδxi =
∑

i

F a
i δxi + δ

∑
i

mi

2
ẋ2

i = δW + δT ,

wobei δT die virtuelle Änderung der kinetischen Energie bezeichnet. Integra-
tion dieser Beziehung im Intervall [t1 : t2] liefert mit δxi(t2) = δxi(t1) = 0

t2∫
t1

(δW + δT )dt =
∑

i

mi [ẋi(t2)δxi(t2) − xi(t1)δxi(t1)] = 0 .

Beschränkt man sich auf den Spezialfall konservativer Kräfte, dann läßt sich
für die virtuelle Arbeit der eingeprägten Kräfte schreiben:

δW =
∑

i

F a
i δxi = −

∑
i

δxi∇iV (x1, . . . ,xN ) = −δV ,

so daß folgt:
t2∫

t1

(δW + δT )dt =

t2∫
t1

δ(T − V )dt =

t2∫
t1

δLdt = 0 .
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Da wir die Endpunkte nicht variieren, können wir die Variation vor das In-
tegral ziehen:

δ

t2∫
t1

Ldt = δS = 0 .

Damit ist die Äquivalenz des d’Alembert- und Hamilton-Prinzips für konser-
vative holonome Systeme gezeigt.

Nichtkonservative Systeme mit holonomen Zwangsbedingungen.
Unter Benutzung der generalisierten Kräfte können wir das Hamiltonsche
Prinzip auch für den Fall eines nichtkonservativen Systems formulieren. Die
Stationaritätsforderung

δS =

t2∫
t1

dtδ(T + W ) = 0 ,

mit

δW =
N∑

i=1

F a
i δxi =

n∑
j=1

Qjδqj

und

δT =
n∑

j=1

δqj

(
∂T

∂qj
− d

dt

∂T

∂q̇j

)

führt dann sofort auf (1.27).

Äquivalente Lagrange-Funktionen, Eichtransformation. Man macht
sich leicht klar, daß mit der Lagrange-Funktion L auch die Klasse der
Lagrange-Funktionen

L′ = αL +
d
dt

F (q, t)

zu denselben stationären Bahnen führt, denn die Addition der totalen Zeitab-
leitung einer skalaren Funktion F (q, t) bedeutet lediglich die Addition eines
konstanten Terms in der neuen Wirkung S′:

S′ =

t2∫
t1

dt

(
αL +

d
dt

F (q, t)
)

= αS + F [q(t2), t2] − F [q(t1), t1]

= αS + const .

Transformationen dieser Art, welche die Lagrange-Funktion derart verändern,
daß physikalische Resultate unverändert bleiben, nennt man Eichtransforma-
tionen. Wir werden ihnen in der Elektrodynamik und Quantenmechanik wie-
der begegnen, wo sie (ebenso wie in der theoretischen Hochenergiephysik, die
allgemein als Eichtheorien formuliert werden) eine wesentliche Rolle spielen.
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Zusammenfassung

• Das d’Alembertsche Prinzip besagt, daß die gesamte, von den
Zwangskräften verrichtete Arbeit verschwindet. Auf diesem Postulat
kann der Lagrange-Formalismus aufgebaut werden.

• Die Lagrange-Gleichungen sind ein System gekoppelter gewöhnlicher
Differentialgleichungen 2. Ordnung. Sie beschreiben alternativ zur New-
tonschen Bewegungsgleichung die Dynamik eines mechanischen Systems,
wobei Zwangsbedingungen nicht mehr explizit auftreten, sondern in
geschickt gewählten Koordinaten absorbiert sind. Hier treten die ge-
neralisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten als Paare von
Variablen auf.

• Die Lagrange-Gleichungen gelten in allen Koordinatensystemen.

• Die Erhaltungssätze der Mechanik sind eine Folge von Symmetrien des
mechanischen Systems.

• Die Lagrange-Gleichungen folgen aus dem Hamilton-Prinzip der ex-
tremalen Wirkung.

Anwendungen

4. Invarianz der Lagrange-Gleichung unter beliebigen Koordina-
tentransformationen. Man zeige, daß die Lagrange-Gleichungen invariant
sind unter den Koordinatentransformationen

qi −→ Qi = Qi(q, t) .

Lösung. Es gilt

d
dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0 , qi = qi(Q, t) , q̇i = q̇i(Q, Q̇, t) .

Wegen

q̇i =
∑

j

∂qi(Q, t)
∂Qj

Q̇j +
∂qi

∂t

gilt

∂qi

∂Qj
=

∂q̇i

∂Q̇j

.

Ausgehend von der transformierten Lagrange-Funktion L(Q, Q̇, t) berechnen
wir nun die Lagrange-Gleichungen in den neuen Koordinaten. Dazu benötigen
wir:
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∂L′

∂Qi
=

∑
j

(
∂L

∂qj

∂qj

∂Qi
+

∂L

∂q̇j

∂q̇j

∂Qi

)
∂L′

∂Q̇i

=
∑

j

∂L

∂q̇j

∂q̇j

∂Q̇i

=
∑

j

∂L

∂q̇j

∂qj

∂Qi

d
dt

∂L′

∂Q̇i

=
∑

j

d
dt

(
∂L

∂q̇j

)
∂qj

∂Qi
+

∑
j

∂L

∂q̇j

d
dt

(
∂qj

∂Qi

)

=⇒ d
dt

∂L′

∂Q̇i

− ∂L′

∂Qi
=

∑
j

(
d
dt

∂L

∂q̇j
− ∂L

∂qj

)
∂qj

∂Qi

+
∑

j

(
d
dt

∂qj

∂Qi
− ∂q̇j

∂Qi

)
∂L

∂q̇j
.

Hierbei verschwindet die erste Summe, denn es gelten die Lagrange-Gleichun-
gen in den alten Koordinaten. Die zweite Summe ist ebenso Null, weil

∂q̇j

∂Qi
=

∑
l

∂2qj

∂Qi∂Ql
Q̇l +

∂2qj

∂Qi∂t
=

d
dt

∂qj

∂Qi
.

5. Brachystochrone. Dies ist das Paradebeispiel der Variationsrechnung.
Zu bestimmen ist die Form der Bahnkurve zwischen zwei fixierten Punk-
ten, auf der ein Teilchen unter dem Einfluß der Schwerkraft am schnellsten
reibungsfrei entlanggleitet.

Lösung. Wir legen das Koordinatensystem so, daß Anfangs- und Endpunkt
durch die Koordinaten (0, h) und (a, 0) gegeben sind. Der Ortsvektor des
Teilchens ist

x(t) =
(

x(t)
y[x(t)]

)
,

wobei y(x) die gesuchte Bahnkurve beschreibt. Zur Bestimmung des zu mi-
nimierenden Funktionals S nutzen wir die Energieerhaltung des Teilchens:

T =
m

2
ẋ2 =

m

2
ẋ2 [1 + y′2(x)

]
, V = mgy(x)

=⇒ E = T + V =
m

2
ẋ2 [1 + y′2(x)

]
+ mgy(x) = mgh = const

=⇒ dx

dt
=

√
2g(h − y)
1 + y′2

=⇒ τ =

τ∫
0

dt = S[y] =

a∫
0

dxF (y, y′, x) , F (y, y′, x) =
1√
2g

√
1 + y′2

h − y
.

Zur Bestimmung der ELG benötigen wir folgende Ableitungen:
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∂F

∂y
=

1
2
√

2g

√
1 + y′2

(h − y)3/2

∂F

∂y′ =
1√
2g

y′√
(1 + y′2)(h − y)

d
dx

∂F

∂y′ =
1√
2g

y′′(h − y) + y′2

2 (1 + y′2)

[(1 + y′2)(h − y)]3/2 .

Es folgt

y′′(h − y) =
1
2
(1 + y′2) .

Diese Gleichung, die nicht mehr von x abhängt, ist lösbar etwa mit Hilfe der
Substitution y′ = p(y), y′′ = (dp/dy)p. Wir verfahren hier anders und nutzen
die folgende Identität, die gilt, da F nicht von x abhängt:(

∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′

)
=

d
dx

(
F − y′ ∂F

∂y′

)
.

Hieraus folgt entlang von Lösungen der ELG

H = y′ ∂F

∂y′ − F = const .

Wir werden diesen Zusammenhang im nächsten Abschnitt als Erhaltung der
Hamilton-Funktion wiederfinden. Somit ergibt sich

− 1√
2g

1√
(1 + y′2)(h − y)

= c = const

=⇒ dy

dx
= −

√
e − (h − y)

h − y
, e =

1
2gc2

=⇒ x = −
y(x)∫
h

dy

√
h − y

e − (h − y)
.

Mit der Substitution

y = h − e sin2 ψ =⇒ dy = −2e sin ψ cos ψdψ

folgt

x = 2e

ψ∫
0

dψ sin2 ψ = e

(
ψ − 1

2
sin 2ψ

)
.

Insgesamt erhalten wir als Lösung eine Parametrisierung [x(ψ), y(ψ)] von Zy-
kloiden mit einem freien Parameter e, der über die Bedingung y(x = a) = 0
zu fixieren ist. Abbildung 1.6 zeigt die drei möglichen Lösungstypen in
Abhängigkeit vom Verhältnis a/h.
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Abb. 1.6. Verschiedene Lösungstypen des Brachystochrone-Problems

6. Mathematisches Doppelpendel. Ein ebenes mathematisches Dop-
pelpendel mit den Stangenlängen l1 = l2 = l und den Punktmassen
m1 = m2 = m bewege sich reibungsfrei unter dem Einfluß der Schwerkraft
(Abb. 1.7). Man bestimme die Schwingungsfrequenzen für kleine Auslenkun-
gen aus der Vertikalen.

Lösung. Die Ortsvektoren der Massenpunkte, ausgedrückt durch die gene-
ralisierten Koordinaten ϕ und θ, sind gegeben durch

x1(t) = l

(
cos ϕ(t)
sin ϕ(t)

)
, x2(t) = l

(
cos ϕ(t) + cos θ(t)
sin ϕ(t) + sin θ(t)

)
.

Die rein holonomen Zwangsbedingungen des Systems,

x2
1 − l2 = 0 , (x2 − x1)2 − l2 = 0 ,

sind somit vollständig berücksichtigt. Für die kinetische und potentielle Ener-
gie ergibt sich

T = T1 + T2 =
m

2
l2
[
2ϕ̇2 + θ̇2 + 2ϕ̇θ̇(cos ϕ cos θ + sin ϕ sin θ)

]
V = V1 + V2 = −mgl(2 cos ϕ + cos θ) .

Die Lagrange-Funktion lautet demnach

L = T − V =
m

2
l2
[
2ϕ̇2 + θ̇2 + 2ϕ̇θ̇ cos(ϕ − θ)

]
+ mgl(2 cos ϕ + cos θ) .

Die Lagrange-Gleichungen ergeben sich aus folgenden Ableitungen:
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l

l

m

m

x
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ϕ

θ

Abb. 1.7. Zweidimensionales mathematisches Doppelpendel

∂L

∂ϕ
= −ml2ϕ̇θ̇ sin(ϕ − θ) − 2mgl sin ϕ

∂L

∂ϕ̇
= 2ml2ϕ̇ + ml2θ̇ cos(ϕ − θ)

d
dt

∂L

∂ϕ̇
= 2ml2ϕ̈ + ml2θ̈ cos(ϕ − θ) − ml2θ̇(ϕ̇ − θ̇) sin(ϕ − θ)

∂L

∂θ
= ml2ϕ̇θ̇ sin(ϕ − θ) − mgl sin θ

∂L

∂θ̇
= ml2θ̇ + ml2ϕ̇ cos(ϕ − θ)

d
dt

∂L

∂θ̇
= ml2θ̈ + ml2ϕ̈ cos(ϕ − θ) − ml2ϕ̇(ϕ̇ − θ̇) sin(ϕ − θ)

=⇒
⎧⎨
⎩

2lϕ̈ + lθ̈ cos(ϕ − θ) + lθ̇2 sin(ϕ − θ) = −2g sin ϕ

lθ̈ + lϕ̈ cos(ϕ − θ) − lϕ̇2 sin(ϕ − θ) = −g sin θ .

Da wir nur kleine Auslenkungen betrachten wollen, gilt cos(ϕ − θ) ≈ 1,
sin ϕ ≈ ϕ , ϕ̇2, θ̇2 	 1, und es folgt

2ϕ̈ + θ̈ = −2
g

l
ϕ

θ̈ + ϕ̈ = −g

l
θ .

Der Lösungsansatz

ϕ(t) = αeiωt , θ(t) = βeiωt

führt zu(
2
g

l
− 2ω2

)
α − ω2β = 0

−ω2α +
(g

l
− ω2

)
β = 0 .
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Damit dieses lineare Gleichungssystem in α und β nichttriviale Lösungen
besitzt, muß die Koeffizientendeterminante verschwinden:∣∣∣∣∣∣

2
g

l
− 2ω2 −ω2

−ω2 g

l
− ω2

∣∣∣∣∣∣ = 0 =⇒ ω2
1,2 =

g

l
(2 ±

√
2) .

Setzt man dieses Ergebnis in obiges Gleichungssystem ein, so ergibt sich:

1. ω2 =
g

l
(2 +

√
2) =⇒ β = −

√
2α

2. ω2 =
g

l
(2 −

√
2) =⇒ β =

√
2α .

Das heißt im ersten Fall ist ω =
√

g
l (2 +

√
2), und die Pendel schwin-

gen entgegengesetzt, während im zweiten Fall die Pendel mit der Frequenz

ω =
√

g
l (2 − √

2) in gleicher Richtung schwingen.

7. Kleine Schwingungen und Normalmoden. In dieser Anwendung
wird der allgemeinere mathematische Rahmen der Anwendung 6 aufgezeigt.
Man entwickle einen Formalismus zur Lösung gekoppelter Schwingungen, die
durch Lagrange-Funktionen der Form

L = L(q, q̇) = T (q, q̇) − V (q) (1.35)

beschrieben werden, in denen das Potential nur von den Koordinaten abhängt.
Dazu beachte man, daß die kinetische Energie ganz allgemein als

T = c(q, t) +
∑

i

bi(q, t)q̇i +
1
2

∑
i,j

aij(q, t)q̇iq̇j , aij = aji

geschrieben werden kann, was durch Quadrieren von (1.23) ersichtlich wird.
Sind die Gleichungen zwischen qi und xj zeitunabhängig, dann ist die kine-
tische Energie eine homogene quadratische Form

T =
1
2

∑
i,j

aij(q)q̇iq̇j . (1.36)

Mit diesem Ausdruck suche man nach einer Bedingung für den Gleichge-
wichtszustand, leite hieraus die Lagrange-Gleichungen für kleine Auslenkun-
gen aus der Gleichgewichtslage her und bestimme die zugehörigen Eigenmo-
den.

Lösung. Aus (1.35) und (1.36) folgen die Lagrange-Gleichungen∑
i,j

∂aki

∂qj
q̇iq̇j +

∑
i

akiq̈i − 1
2

∑
i,j

∂aij

∂qk
q̇iq̇j +

∂V

∂qk
= 0 .

Hieraus ergeben sich für ein System im Gleichgewicht (q̇i = q̈i = 0) die
Gleichgewichtsbedingungen
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∂V

∂qi

∣∣∣∣
q0

= 0 ,

d.h. die potentielle Energie muß in q0 stationär sein.6 Der Einfachheit halber
nehmen wir an, daß gilt: q0 = 0 und entwickeln das Potential sowie die
kinetische Energie in der Weise

V (q) ≈ V (0) +
∑

i

∂V

∂qi

∣∣∣∣
0︸ ︷︷ ︸

=0

qi +
1
2

∑
i,j

∂2V

∂qi∂qj

∣∣∣∣
0

qiqj

T (q, q̇) ≈ 1
2

∑
i,j

aij(0)q̇iq̇j .

Das System wird demnach in der Nähe seiner Gleichgewichtslage durch die
Lagrange-Funktion

L = T − V =
1
2

∑
i,j

Aij q̇iq̇j − 1
2

∑
i,j

Bijqiqj − V (0) ,

mit

Aij = aij(0) , Bij =
∂2V

∂qi∂qj

∣∣∣∣
0

beschrieben, woraus man folgende Lagrange-Gleichungen erhält:∑
i

Akiq̈i +
∑

i

Bkiqi = 0 .

Beschränken wir uns auf Eigenschwingungen, bei denen alle qj mit derselben
Frequenz ω schwingen, dann lassen sich diese Gleichungen durch den Ansatz

qj(t) = Qjeiωt

in die zeitunabhängige Eigenwertgleichung

(B − λA)Q = 0 , λ = ω2 (1.37)

überführen, welche nur dann nichttriviale Lösungen besitzt, wenn die zu-
gehörige Koeffizientendeterminante verschwindet:

det(B − λA) = 0 .

Diese Gleichung bestimmt die möglichen Eigenfrequenzen ω des Problems
und – über (1.37) – die zugehörigen Eigenvektoren Q. Fassen wir die normier-
ten Eigenvektoren als Spalten einer (orthogonalen) Transformationsmatrix D
auf, dann kann man zeigen, daß gilt:

6 Genauer gesagt: Das Potential muß in q0 ein lokales Minimum besitzen, damit
das System dort im stabilen Gleichgewicht ist.
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DTBD =

⎛
⎜⎝ λ1 0

. . .
0 λn

⎞
⎟⎠ , DTAD = I .

Das heißt D erzeugt eine Hauptachsentransformation, die zur gleichzeitigen
Diagonalisierung der Matrizen A und B und somit zur Diagonalisierung der
Lagrange-Funktion

L =
1
2
q̇TAq̇ − 1

2
qTBq − V (0)

führt.

1.3 Hamilton-Formalismus

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit der Hamiltonschen Formulie-
rung der Mechanik und ergänzen somit den Newtonschen Zugang aus Abschn.
1.1 und den Lagrangeschen Zugang aus Abschn. 1.2 um ein weiteres äqui-
valentes Konzept zur Beschreibung mechanischer Systeme. Der Hamilton-
Formalismus ist insofern gegenüber den anderen beiden Zugängen ausgezeich-
net, als daß er einen engen formalen Zusammenhang zwischen der klassischen
Mechanik und der Quantenmechanik erkennen läßt. In der Tat basiert die
Quantenmechanik (und auch die statistische Physik) größtenteils auf dem
Hamiltonschen Formalismus.

Wir beginnen mit der Herleitung der Hamiltonschen Bewegungsgleichun-
gen, die im Gegensatz zu den Newtonschen und Lagrangeschen Gleichungen
Differentialgleichungen 1. Ordnung sind. Im Anschluß diskutieren wir einige
Erhaltungssätze und führen die Notation der Poisson-Klammern ein, durch
die die formale Verwandtschaft von klassischer Mechanik und Quantenmecha-
nik besonders deutlich wird. Desweiteren beschäftigen wir uns mit kanoni-
schen Transformationen. Dies führt uns auf die Hamilton-Jacobi-Gleichung,
die eine spezielle kanonische Transformation definiert, bei der alle transfor-
mierten Koordinaten und Impulse erhalten sind.

1.3.1 Hamiltonsche Gleichungen

Die Lagrange-Funktion L führt zu Bewegungsgleichungen, in denen die ge-
neralisierten Koordinaten qj sowie deren Geschwindigkeiten q̇j als Paare von
Variablen auftreten. Die Hamiltonsche Theorie verwendet als gleichberech-
tigte Variablenpaare die generalisierten Koordinaten zusammen mit ihren
generalisierten Impulsen, die wie folgt definiert sind:

Definition: Generalisierter Impuls pj

pj =
∂L

∂q̇j
. (1.38)
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Diese Definition bildet implizite Gleichungen für die q̇j , ausgedrückt durch
die Größen qj , pj , t:

q̇j = q̇j(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t) .

Wir beschränken uns auf den Fall, daß alle Zwangsbedingungen durch
s = 3N − n holonome Bedingungen gegeben sind. Um die Variablentrans-
formation

L(qi, q̇i, t) −→ H

(
qi,

∂L

∂q̇i
, t

)
durchzuführen, benutzen wir die Legendre-Transformation

H = H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t) =
n∑

i=1

piq̇i − L

und bilden unter Berücksichtigung von (1.38) die Ableitungen

∂H

∂pj
= q̇j +

n∑
i=1

pi
∂q̇i

∂pj
−

n∑
i=1

∂L

∂q̇i

∂q̇i

∂pj
= q̇j

∂H

∂qj
=

n∑
i=1

pi
∂q̇i

∂qj
− ∂L

∂qj
−

n∑
i=1

∂L

∂q̇i

∂q̇i

∂qj
= − ∂L

∂qj
= −ṗj .

Es folgt der

Satz 1.21: Hamilton-Gleichungen
für s holonome Zwangsbedingungen

Die Hamilton-Funktion eines N -Teilchensystems mit jeweils n generalisier-
ten Koordinaten und Impulsen ist gegeben durch

H =
n∑

i=1

piq̇i − L(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t) .

Aus ihr ergeben sich die Bewegungsgleichungen (Hamilton-Gleichungen) für
die generalisierten Koordinaten und Impulse im Falle s holonomer Zwangs-
bedingungen zu

∂H

∂pj
= q̇j ,

∂H

∂qj
= −ṗj , j = 1, . . . , 3N − s = n .

Weiterhin gilt

−∂L

∂t
=

∂H

∂t
.

Dies sind die grundlegenden Bewegungsgleichungen in der Hamiltonschen
Formulierung der Mechanik. Man nennt sie auch die kanonischen Glei-
chungen. Sie bilden ein System von 2n gewöhnlichen Differentialgleichungen
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1. Ordnung für die n generalisierten Koordinaten und deren Impulse. Für
ein System aus N Teilchen mit n = 3N − s Freiheitsgraden beschreiben
die kanonischen Gleichungen die Bewegung des Systems in einem abstrak-
ten 2n-dimensionalen Raum, dem Phasenraum, der von den generalisierten
Koordinaten und Impulsen aufgespannt wird. Die folgende Tabelle stellt die
Resultate der Lagrangeschen Theorie denen des Hamilton-Formalismus ge-
genüber:

Formulierung Variablen Funktion Gleichungen

Lagrangesche (qj , q̇j) L = T − V
d
dt

∂L

∂q̇j
− ∂L

∂qj
= 0

Hamiltonsche (qj , pj) H =
∑
i

piq̇i − L
∂H

∂pj
= q̇j ,

∂H

∂qj
= −ṗj

1.3.2 Erhaltungssätze

Aus den Hamilton-Gleichungen ergeben sich folgende Erhaltungssätze:

Satz 1.22: Impulserhaltung

Hängt H nicht explizit von einer generalisierten Koordinate qj ab, so ist
der zugehörige Impuls pj eine zeitlich erhaltene Größe:

∂H

∂qj
= 0 =⇒ pj = const .

Man nennt solch eine Koordinate zyklisch.

Differenziert man die Hamilton-Funktion nach der Zeit,

dH

dt
=

n∑
j=1

(
∂H

∂qj
q̇j +

∂H

∂pj
ṗj

)
+

∂H

∂t
,

dann ergibt sich unter Verwendung der Hamilton-Gleichungen

dH

dt
=

∂H

∂t
.

Hieraus folgt der

Satz 1.23: Erhaltung der Hamilton-Funktion

Hängt H (bzw. L) nicht explizit von t ab, dann ist H entlang von Lösungen
der Hamilton-Gleichungen (bzw. der zugehörigen Lagrange-Gleichungen)
konstant:

�
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∂H

∂t
= 0 =⇒ H = const .

Energieerhaltung und Interpretation der Hamilton-Funktion. Die
Erhaltung der Hamilton-Funktion läßt sich für den Fall skleronomer und ho-
lonomer Zwangsbedingungen, xi = xi(q1, . . . , qn), mit konservativen äußeren
Kräften (∂V/∂q̇j = 0) als Energieerhaltung verstehen. In diesem Fall gilt
nämlich

pj =
∂L

∂q̇j
=

∂T

∂q̇j

und

T =
N∑

i=1

mi

2
ẋ2

i =
N∑

i=1

mi

2

n∑
k,l=1

∂xi

∂qk

∂xi

∂ql
q̇k q̇l =⇒

n∑
j=1

∂T

∂q̇j
q̇j = 2T .

Damit folgt

H =
n∑

j=1

∂L

∂q̇j
q̇j − L =

n∑
j=1

∂T

∂q̇j
q̇j − L = 2T − (T − V ) = T + V = E .

Satz 1.24: Energieerhaltung

Für holonome und nicht explizit zeitabhängige Systeme ist die Hamilton-
Funktion identisch mit der Gesamtenergie und eine Erhaltungsgröße:

H(q,p) = T + V = E = const .

Vollständige mechanische Information. In der Newtonschen Mechanik
haben wir festgestellt, daß alle dynamischen Variablen eines Systems Funk-
tionen des Orts- und Impulsvektors sind. In der Lagrangeschen Theorie gin-
gen wir über zu dem n-dimensionalen Raum der generalisierten Koordinaten
(Konfigurationsraum). Im Zusammenhang mit der Hamiltonschen Theorie
sehen wir nun, daß die Bewegung des Systems ebenso durch die kanonisch
konjugierten Variablen q und p beschrieben werden kann, also durch Punkte
im Phasenraum bzw. in dem durch die Zeit t erweiterten Phasenraum. Der
Zustand eines mechanischen Systems ist dann durch Angabe der konjugierten
Variablen zu einem bestimmten Zeitpunkt und durch eine zeitliche Evoluti-
onsvorschrift für das System eindeutig bestimmt. Da sich der Zustand des Sy-
stems zu einem späteren Zeitpunkt eindeutig aus einem früheren Zustand er-
gibt, muß der Evolutionsprozeß des Systems durch eine Differentialgleichung
1. Ordnung in der Zeit beschrieben werden. Die Hamiltonschen Gleichungen
sind gerade von dieser Form. Dagegen sind die Lagrange-Gleichungen Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung in der Zeit, so daß zur eindeutigen Spezifika-
tion eines Zustandes für jede generalisierte Koordinate jeweils zwei Anfangs-
werte, z.B. qj(t0) und q̇j(t0), notwendig sind. Der Vorteil der kanonischen
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Beschreibung besteht also darin, daß sich der Zustand des Systems eindeutig
bestimmen läßt, sobald die kanonischen Variablen zu einem Zeitpunkt be-
kannt sind. Fassen wir die kanonischen Variablen zu einem Punkt π im Pha-
senraum zusammen, dann wird die Zustandsentwicklung eines mechanischen
Systems grundsätzlich durch eine geeignete Funktion F [π(t), t] beschrieben,
für die gilt: π̇(t) = F [π(t), t].

1.3.3 Poisson-Klammer

Da sich jede mechanische Größe F als Funktion der konjugierten Variablen
und der Zeit schreiben läßt, können wir folgende Bewegungsgleichung auf-
stellen:

F = F (q,p, t) =⇒ dF

dt
=

∑
i

(
∂F

∂qi
q̇i +

∂F

∂pi
ṗi

)
+

∂F

∂t

=
∑

i

(
∂F

∂qi

∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂qi

)
+

∂F

∂t
. (1.39)

Diese Formel läßt sich mit Hilfe der folgenden Definition etwas einfacher
schreiben:

Definition: Poisson-Klammer

Für mindestens einmal differenzierbare Funktionen F und G in den Va-
riablen x und y definieren wir die folgende Abbildung, genannt Poisson-
Klammer:

{F, G}x,y =
∑

i

(
∂F

∂xi

∂G

∂yi
− ∂F

∂yi

∂G

∂xi

)
. (1.40)

Sie besitzt folgende Eigenschaften:

• Antikommutativität: {F, G} = − {G, F}.

• Linearität und Distributivität:

{αF1 + βF2, G} = α {F1, G} + β {F2, G} .

• Identitäten:

{F, G1G2} = {F, G1} G2 + G1 {F, G2}
{F, {G, J}} + {G, {J, F}} + {J, {F, G}} = 0 (Jacobi-Identität) .

Mit dieser Schreibweise geht (1.39) über in

dF

dt
= {F, H}q,p +

∂F

∂t
,

und es folgt der
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Satz 1.25: Bewegungsgleichung, Erhaltungsgrößen
und Poisson-Theorem

Die Bewegungsgleichung für eine mechanische Größe F (q,p, t) lautet

dF

dt
= {F, H}q,p +

∂F

∂t
.

Ist F eine Erhaltungsgröße, dF/dt = 0, und zudem nicht explizit
zeitabhängig, so gilt

{F, H}q,p = 0 .

Der Umkehrschluß gilt ebenso. Sind weiterhin F und G zwei solche Erhal-
tungsgrößen, dann ist auch {F, G}q,p eine Erhaltungsgröße. Dies ist das
Poisson-Theorem. Es folgt aus der Jacobi-Identität.

Beachten wir, daß die qi und pi unabhängige Variablen sind,

∂qi

∂qj
= δij ,

∂pi

∂pj
= δij ,

∂qi

∂pj
=

∂pi

∂qj
= 0 ,

dann können wir (1.40) auch auf sie anwenden, und es folgen die kanonischen
Gleichungen in der neuen Schreibweise:

q̇i = {qi, H}q,p , ṗi = {pi, H}q,p .

Ebenso findet man für die Poisson-Klammern der Impulse und Koordinaten

{qi, pk}q,p = δik , {qi, qk}q,p = {pi, pk}q,p = 0 . (1.41)

Hamilton-Theorie und Quantenmechanik. Die algebraischen Eigen-
schaften der Poisson-Klammer stellen die Grundlage für deren Verwendung
bzw. Übertragung in die Quantenmechanik dar. Dort werden physikalische
Größen durch lineare hermitesche Operatoren beschrieben, und die Poisson-
Klammer wird durch den Kommutator ersetzt, der alle algebraischen Eigen-
schaften der Poisson-Klammer besitzt:

{F, G} −→ −ih̄[F ,G] = −ih̄(FG − GF ) .

Man kann in der Tat die Mechanik und Quantenmechanik als zwei verschie-
dene Realisierungen der algebraischen Struktur auffassen, welche die Poisson-
Klammer definieren. Ein Beispiel für dieses Korrespondenzprinzip ist die in
der Quantenmechanik geltende Heisenbergsche Bewegungsgleichung

ih̄
dF

dt
= [F ,H] +

∂F

∂t
,

die sich aus der in Satz 1.25 stehenden Bewegungsgleichung durch die obige
Ersetzung ergibt.
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1.3.4 Kanonische Transformationen

Nachdem wir den formalen Aufbau der Hamiltonschen Theorie erarbeitet
haben, wollen wir uns nun der Frage widmen, ob es Transformationen gibt,
welche die kanonischen Gleichungen invariant lassen, und ob es möglich ist,
einen speziellen Satz von Transformationen zu finden, die die Hamiltonschen
Gleichungen besonders vereinfachen. Man denke etwa an eine Transforma-
tion, welche die Hamilton-Funktion in eine Funktion transformiert, die nur
noch von Impulsen abhängt (nächster Unterabschnitt). In diesem Fall wären
alle Koordinaten zyklisch, d.h. sämtliche Impulse wären in dieser Darstellung
Invarianten der Bewegung. Wir definieren zunächst:

Definition: Kanonische Transformation

Eine Koordinatentransformation

qi −→ Qi = Qi(q,p, t) , pi −→ Pi = Pi(q,p, t)

heißt kanonisch, wenn die Form der zugehörigen kanonischen Gleichungen
erhalten bleibt:

H = H(q,p, t) : q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi

H ′ = H ′(Q,P , t) : Q̇i =
∂H ′

∂Pi
, Ṗi = −∂H ′

∂Qi
.

Notwendige Bedingung für das Vorliegen einer kanonischen Transformation
ist, daß für die alte und neue Hamilton-Funktion das Hamilton-Prinzip gilt,
d.h.

δ

t2∫
t1

(∑
i

piq̇i − H(q,p, t)

)
dt = δ

t2∫
t1

(∑
i

PiQ̇i − H ′(Q,P , t)

)
dt = 0

bzw.

δ

t2∫
t1

[∑
i

(
piq̇i − PiQ̇i

)
+ (H ′ − H)

]
dt = 0 .

Sehen wir von der trivialen Möglichkeit ab, daß die Transformation nur in
der Multiplikation von H und pi mit einer Konstanten besteht, dann kann
der Unterschied zwischen den Integranden in der alten und neuen Wirkung
nur eine totale Zeitableitung dF/dt sein. Wir können daher schreiben:

dF =
∑

i

(pidqi − PidQi) + (H ′ − H)dt . (1.42)

Man nennt die Funktion F die Erzeugende der kanonischen Transformation.
Sie ist eine Funktion der 4n + 1 Variablen q, p, Q, P und t, von denen
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allerdings 2n über obige Transformationsgleichungen voneinander abhängig
sind und zugunsten von 2n + 1 unabhängigen Variablen eliminiert werden
können. F kann deshalb eine der folgenden Abhängigkeiten annehmen:

F1(q,Q, t) , F2(q,P , t) , F3(Q,p, t) , F4(p,P , t) . (1.43)

Offensichtlich ist (1.42) gerade das totale Differential von

F1 = F1(q,Q, t) =
∑

i

(piqi − PiQi) + H ′ − H ,

woraus sofort folgt:

H ′ = H +
∂F1

∂t
, pi =

∂F1

∂qi
, Pi = −∂F1

∂Qi
.

Mit Hilfe der letzten beiden Beziehungen lassen sich die qi und pi als Funk-
tionen der neuen Variablen ausdrücken: qi = qi(Q,P , t), pi = pi(Q,P , t).
Diese Ausdrücke, in die rechte Seite der ersten Gleichung eingesetzt, ergeben
dann die transformierte Hamilton-Funktion in den neuen Koordinaten.

Alle weiteren, in (1.43) angegebenen Abhängigkeiten ergeben sich durch
Legendre-Transformationen von F1. Man erhält für F2 die Relationen

d

(
F1 +

∑
i

QiPi

)
=

∑
i

(pidqi + QidPi) + (H ′ − H)dt

=⇒ F2 = F2(q,P , t) = F1 +
∑

i

PiQi

=⇒ H ′ = H +
∂F2

∂t
, pi =

∂F2

∂qi
, Qi =

∂F2

∂Pi
(1.44)

und für F3

d

(
F1 −

∑
i

qipi

)
= −

∑
i

(qidpi + PidQi) + (H ′ − H)dt

=⇒ F3 = F3(Q,p, t) = F1 −
∑

i

piqi

=⇒ H ′ = H +
∂F3

∂t
, qi = −∂F3

∂pi
, Pi = −∂F3

∂Qi

und schließlich für F4

d

(
F1 −

∑
i

qipi +
∑

i

PiQi

)
= −

∑
i

(qidpi − QidPi) + (H ′ − H)dt

=⇒ F4 = F4(p,P , t) = F1 −
∑

i

piqi +
∑

i

PiQi
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=⇒ H ′ = H +
∂F4

∂t
, qi = −∂F4

∂pi
, Qi =

∂F4

∂Pi
.

Wir sehen also, daß es vier verschiedene Typen von kanonischen Transfor-
mationen gibt, deren Erzeugende jeweils von anderen 2n + 1 unabhängigen
Variablen abhängen. In der Praxis ist es oftmals nicht so einfach, die rich-
tige Erzeugende zu finden, die zu einer Vereinfachung des Problems führt.
Dies gelingt meistens nur bei solchen Problemen, die auch auf anderem We-
ge bequem zu lösen sind. Der eigentliche Vorteil der Charakterisierung von
kanonischen Transformationen durch erzeugende Funktionen besteht darin,
daß man hierdurch ein tieferen Verständnis der Struktur der Hamiltonschen
Mechanik an sich erlangt.

Infinitesimale kanonische Transformationen. Als eine spezielle kanoni-
sche Transformation betrachten wir die Erzeugende

F2 = F2(q,P , ε) =
∑

i

qiPi + εf(q,P ) + O(ε2) , ε kontinuierlich .

Sie setzt sich zusammen aus der identischen Abbildung und einer geeigneten
Funktion f(q,P ), durch welche die infinitesimale Transformation bestimmt
ist. Nach (1.44) gilt

Qi =
∂F2

∂Pi
= qi + ε

∂f

∂Pi
+ O(ε2) , pi =

∂F2

∂qi
= Pi + ε

∂f

∂qi
+ O(ε2) .

Da die Ausdrücke ε∂f/∂Pi und ε∂f/∂qi von 1. Ordnung in ε sind, können
wir dort die Variable Pi durch ihre nullte Näherung pi ersetzen, so daß

δqi = Qi − qi = ε
∂f(q,p)

∂pi
, δpi = Pi − pi = −ε

∂f(q,p)
∂qi

.

Dies können wir auch schreiben als

δqi = ε {qi, f}q,p , δpi = ε {pi, f}q,p .

Setzen wir nun speziell ε = dt und f = H, so daß

F2(q,P , δt) =
∑

i

qiPi + H(q,p)dt ,

dann erhalten wir gerade die Hamiltonschen Gleichungen:

δqi = dt {qi, H}q,p = q̇idt = dqi , δpi = dt {pi, H}q,p = ṗidt = dpi .

Diese Gleichungen bedeuten, daß die durch H erzeugte Transformation die
Koordinaten und Impulse qi, pi zur Zeit t auf diejenigen neuen Werte bringt,
die sie zur Zeit t + dt besitzen. Wir finden also, daß die Hamilton-Funktion
die Erzeugende der infinitesimalen kanonischen Transformation ist, die der
tatsächlichen Bewegungsbahn im Intervall dt entspricht.
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Invarianz der Poisson-Klammer unter kanonischen Transformatio-
nen. Wir sind nun in der Lage, die fundamentale Bedeutung der Poisson-
Klammer herauszuarbeiten, nämlich ihre Invarianz unter kanonischen Trans-
formationen. Dazu zeigen wir zunächst die Invarianz der Relationen (1.41)
zwischen den kanonischen Variablen. Wir führen den Beweis nur für zeitun-
abhängige Transformationen. Es gilt

Ṗi =
∑

j

(
∂Pi

∂qj
q̇j +

∂Pi

∂pj
ṗj

)
=

∑
j

(
∂Pi

∂qj

∂H

∂pj
− ∂Pi

∂pj

∂H

∂qj

)

=
∑
j,k

[(
∂Pi

∂qj

∂Pk

∂pj
− ∂Pi

∂qj

∂Pk

∂qj

)
∂H

∂Pk
+

(
∂Pi

∂qj

∂Qk

∂pj
− ∂Pi

∂pj

∂Qk

∂qj

)
∂H

∂Qk

]

=
∑

k

∂H

∂Pk
{Pi, Pk}q,p +

∑
k

∂H

∂Qk
{Pi, Qk}q,p .

Hieraus folgt

{Pi, Pk}q,p = 0 , {Qi, Pk}q,p = δik .

Analog verläuft der Beweis für

{Qi, Qk}q,p = 0 .

Mit Hilfe der letzten beiden Beziehungen können wir nun schreiben:

{F, G}Q,P =
∑

i

(
∂F

∂Qi

∂G

∂Pi
− ∂F

∂Pi

∂G

∂Qi

)

=
∑
i,j,k

[
∂F

∂qj

∂G

∂qk

(
∂qj

∂Qi

∂qk

∂Pi
− ∂qj

∂Pi

∂qk

∂Qi

)

+
∂F

∂qj

∂G

∂pk

(
∂qj

∂Qi

∂pk

∂Pi
− ∂qj

∂Pi

∂pk

∂Qi

)

+
∂F

∂pj

∂G

∂qk

(
∂pj

∂Qi

∂qk

∂Pi
− ∂pj

∂Pi

∂qk

∂Qi

)

+
∂F

∂pj

∂G

∂pk

(
∂pj

∂Qi

∂pk

∂Pi
− ∂pj

∂Pi

∂pk

∂Qi

)]

=
∑

j

(
∂F

∂qj

∂G

∂pj
− ∂F

∂pj

∂G

∂qj

)
= {F, G}q,p ,

womit die Invarianz der Poisson-Klammer unter kanonischen Transformatio-
nen bewiesen ist. Der Beweis für zeitabhängige Transformationen läßt sich
auf ähnliche Weise führen.

Satz 1.26: Kanonische Transformation und Poisson-Klammer

Eine Transformation

qi −→ Qi = Qi(q, q̇, t) , pi −→ Pi = Qi(q, q̇, t)
�
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der kanonischen Variablen (q,p) ist genau dann kanonisch, falls gilt:

{Pi, Pj}q,p = {Qi, Qj}q,p = 0 , {Pi, Qj}q,p = δij .

Die Poisson-Klammer ist invariant unter kanonischen Transformationen

{F, G}q,p = {F, G}Q,P .

Sie wird deshalb meistens ohne Bezug auf ein spezielles Paar von kanoni-
schen Variablen geschrieben.

1.3.5 Hamilton-Jacobi-Gleichung

Wir betrachten nun eine kanonische Transformation mit einer Erzeugenden
vom Typ F2(q,P , t), welche die Eigenschaft haben soll, daß alle transfor-
mierten Koordinaten und Impulse konstant sind. Man kann dies am einfach-
sten erreichen, indem man fordert, daß die transformierte Hamilton-Funktion
identisch verschwindet:

H ′ = H +
∂F2

∂t
= 0 =⇒ Q̇i =

∂H ′

∂Pi
= 0 , Ṗi = −∂H ′

∂Qi
= 0 . (1.45)

Leiten wir F2 nach der Zeit ab und berücksichtigen, daß gilt (siehe (1.44)):

Qi =
∂F2

∂Pi
, pi =

∂F2

∂qi
,

dann können wir schreiben:
dF2

dt
=

∑
i

(
∂F2

∂qi
q̇i +

∂F2

∂Pi
Ṗi

)
+

∂F2

∂t
=

∑
i

(
piq̇i + QiṖi

)
− H

=
∑

i

piq̇i − H = L .

Hieraus folgt

F2 =
∫

L(q, q̇, t)dt + const .

Das heißt die Erzeugende der kanonischen Transformation, welche die Hamil-
ton-Funktion identisch zum Verschwinden bringt, ist längs der Bewegungs-
bahn bis auf eine Konstante identisch mit dem Wirkungsfunktional S. Dies
kann allerdings nicht zur Ermittlung der Lösung benutzt werden, da die ge-
neralisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten ja gerade die Unbekannten
des Problems darstellen. Schreiben wir in (1.45) also statt F2 nun S, so ergibt
dies die Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung:
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Satz 1.27: Hamilton-Jacobi-Gleichung

Die Hamilton-Jacobi-Gleichung

∂S

∂t
+ H

(
qi,

∂S

∂qi
, t

)
= 0 ,

S = S(qi, βi, t) , βi = Pi = const , i = 1, . . . , n

ist eine partielle Differentialgleichung 1. Ordnung in den n + 1 Variablen q
und t. Sie ist äquivalent zum System der 2n gewöhnlichen Hamiltonschen
Differentialgleichungen 1. Ordnung. S ist diejenige erzeugende Funktion,
welche die Hamilton-Funktion H auf rein konstante Koordinaten Q und
Impulse P transformiert.

Hat man aus dieser Gleichung S bestimmt, dann ergeben sich die ursprüng-
lichen Koordinaten und Impulse aus den rein algebraischen Gleichungen

Qi =
∂S

∂βi
:= αi , pi =

∂S

∂qi
=⇒ qi = qi(α,β, t) , pi = pi(α,β, t) .

Die 2n Integrationskonstanten

α = Q = const , β = P = const

sind hierbei aus den Anfangsbedingungen q(t0), p(t0) zu bestimmen.

Lösung mittels Trennung der Variablen. Besitzt die Hamilton-Funktion
keine explizite Zeitabhängigkeit, dann gilt nach Satz 1.23: H = γ = const. In
diesem Fall reduziert sich die Hamilton-Jacobi-Gleichung durch den Ansatz

S(q,β, t) = S0(q,β) − γ(β)t

auf die Gleichung

H

(
qi,

∂S0

∂qi

)
= γ ,

wobei S0 verkürzte Wirkungsfunktion genannt wird. Für skleronome Systeme
ist γ gerade die Gesamtenergie des Systems. Nehmen wir weiter an, daß die
Koordinate q1 nur in der Kombination

φ1

(
q1,

∂S0

∂q1

)
eingeht, also von allen anderen Koordinaten entkoppelt, dann haben wir

H

[
φ1

(
q1,

∂S0

∂q1

)
, qi�=1,

∂S0

∂qi�=1

]
= γ ,

und der Separationsansatz

S0(q,β, t) = S1(q1, β1) + S′(qi�=1, αi�=1)

führt zu
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H

[
φ1

(
q1,

∂S1

∂q1

)
, qi�=1,

∂S′

∂qi�=1

]
= γ .

Angenommen wir haben eine Lösung für S0 gefunden. Dann muß die letzte
Gleichung nach Einsetzen von S0 für alle Werte von q1 gelten. Da diese Ko-
ordinate aber nur in die Funktion φ1 eingeht, muß φ1 eine Konstante sein.
Wir erhalten also aus der ursprünglichen partiellen Differentialgleichung mit
n unabhängigen Variablen eine gewöhnliche Differentialgleichung in q1,

φ1

(
q1,

∂S1

∂q1

)
= β1 ,

und eine partielle Differentialgleichung mit n − 1 unabhängigen Variablen:

H

(
φ1 = β1, qi�=1,

∂S′

∂qq �=1

)
= γ .

Läßt sich dieses Verfahren sukzessive auf alle Koordinaten anwenden, dann
ist die Hamilton-Jacobi-Gleichung auf n gewöhnliche Differentialgleichungen
reduziert,

φi

(
qi,

∂Si

∂qi

)
= αi , H(φi = βi) = γ ,

und die allgemeine Lösung ist die Summe der Si. Schließlich betrachten wir
obige Methode noch für den Fall, daß die Koordinate q1 zyklisch ist. Dann
ist die Funktion φ1 durch ∂S1/∂q1 gegeben, und es folgt S1(q1, β1) = β1q1.
Die Konstante ist hierbei gleich dem Impuls: p1 = β1.

Hamilton-Jacobi-Gleichung und Quantenmechanik. Betrachtet man
die eindimensionale Hamilton-Funktion

H(q, p) =
p2

2m
+ V (q) = E ,

dann folgt die Hamilton-Jacobi-Gleichung

1
2m

(
∂S0

∂q

)2

+ V (q) = E .

Nun werden wir in Kapitel 3 sehen, daß für den zugehörigen quantenmecha-
nischen Hamilton-Operator die Schrödinger-Gleichung

− h̄2

2m

∂2ψ

∂q2 + V (q)ψ = Eψ

gilt, mit der Wellenfunktion ψ. Setzen wir hier die zeitunabhängige Wellen-
funktion

ψ = eiS0/h̄

ein, dann folgt

1
2m

(
∂S0

∂q

)2

− ih̄
2m

∂S2
0

∂q2 + V (q) = E .
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Offensichtlich resultiert hieraus im Limes h̄ → 0 wieder obige Hamilton-
Jacobi-Gleichung. Für eine ausführlichere und sehr lesbare Darstellung des
Zusammenhangs zwischen der Hamilton-Jacobi-Theorie und der Quantenme-
chanik verweisen wir auf [3].

Zusammenfassung

• Aus den Lagrange-Gleichungen ergeben sich durch eine Legendre-
Transformation die Hamilton-Gleichungen. Sie bilden ein System von
gekoppelten gewöhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung in den ge-
neralisierten Koordinaten und den generalisierten Impulsen.

• Die zeitliche Entwicklung eines mechanischen Systems ist im Hamilton-
Formalismus durch Angabe der generalisierten Koordinaten und Impulse
zu einem Zeitpunkt sowie der Hamilton-Funktion eindeutig bestimmt.

• Die Poisson-Klammer erlaubt ein tieferes algebraisches Verständ-
nis der Hamiltonschen Mechanik. Sie ist invariant unter kanonischen
Transformationen.

• Die Wirkungsfunktion ist die Erzeugende der Bewegung.

• Die Forderung nach einer Hamilton-Funktion mit rein zyklischen Koor-
dinaten führt auf die Hamilton-Jacobi-Gleichung, eine partielle Dif-
ferentialgleichung 1. Ordnung.

Anwendungen

8. Unabhängigkeit der Erzeugenden von Randbedingungen. Man
zeige, daß die Variation der Wirkung

S =

t2∫
t1

dt

(∑
i

PiQ̇i − H ′(Q,P , t) +
dF1

dt

)

=

t2∫
t1

dt

(∑
i

PiQ̇i − H ′(Q,P , t)

)
+ F1(q,Q, t)|t2t1

die neue Hamilton-Funktion eindeutig festlegt, unabhängig von den Randbe-
dingungen, und daß die so erzeugte Transformation kanonisch ist.
Lösung. Beachten wir, daß die Anfangs- und Endpunkte [t1, q(t1)], [t2, q(t2)]
fest sind, dann erhält man für die Variation der Wirkung den Ausdruck

δS =

t2∫
t1

dt
∑

i

(
Q̇iδPi + PiδQ̇i − ∂H ′

∂Qi
δQi − ∂H ′

∂Pi
δPi

)
+

∑
i

∂F1

∂Qi
δQi

∣∣∣∣t2
t1

.
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Partielle Integration der δQ̇i-Terme liefert

δS =

t2∫
t1

dt

[∑
i

(
Q̇i − ∂H ′

∂Pi

)
δPi −

∑
i

(
Ṗi +

∂H ′

∂Qi

)
δQi

]

+
∑

i

(
Pi +

∂F1

∂Qi

)
δQi

∣∣∣∣∣
t2

t1

.

Offenbar verschwindet der letzte Term, und zwar unabhängig von δQi an
den Endpunkten t1,2, weil die Klammer bereits Null ist. Es folgen deshalb
die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen in den neuen Variablen Qj und Pj ,
da diese (und somit natürlich auch ihre Variationen) unabhängig voneinander
sind.

9. Poisson-Klammern des Drehimpulses. Man bestimme die Poisson-
Klammern des Impulses und Drehimpulses eines einzelnen Massenpunktes in
kartesischen Koordinaten sowie die Poisson-Klammern der Komponenten des
Drehimpulses untereinander.

Lösung. Nach (1.40) gilt für eine beliebige Funktion G(q,p, t) kanonisch
konjugierter Variablen qj und pj : {G, pj} = ∂G/∂qj . Diese Relation benutzen
wir hier wie folgt:

{lx, px} =
∂

∂x
(ypz − zpy) = 0

{lx, py} =
∂

∂y
(ypz − zpy) = pz

{lx, pz} =
∂

∂z
(ypz − zpy) = −py .

Insgesamt erhält man

{li, pj} = εijkpk .

Für die Komponenten des Drehimpulses ergibt sich

{lx, lx} = {ly, ly} = {lz, lz} = 0
{lx, ly} = {ypz − zpy, zpx − xpz}

= {ypz, zpx} − {zpy, zpx} − {ypz, xpz} + {zpy, xpz}
= {ypz, zpx} + {zpy, xpz} = y {pz, z} px + x {z, pz} py

= −ypx + xpy = lz .

Die Berechnung der verbleibenden Poisson-Klammern führt auf

{li, lj} = εijklk .

Hieraus folgt, daß niemals zwei Drehimpulskomponenten gleichzeitig als ka-
nonische Impulse auftreten können, da sonst nach Satz 1.26 ihre Poisson-
Klammer verschwinden müßte. Es läßt sich jedoch leicht zeigen, daß gilt:
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l2, li

}
= 0 ,

so daß der Betrag des Drehimpulses und eine Drehimpulskomponente gleich-
zeitig kanonische Impulse sein können. Dieses Resultat werden wir in der
Quantenmechanik wiederfinden.

10. Hamilton-Jacobi-Gleichung. Man löse mit Hilfe der Hamilton-Jacobi-
Gleichung folgende Systeme:

a) Freies Teilchen,

b) harmonischer Oszillator.

Lösung.

Zu a) In diesem einfachen Fall folgt aus der Hamilton-Funktion

H =
1

2m

(
p2
1 + p2

2 + p2
3
)

und der Separation

S(q, β, t) = S0(q, β) − Et

die Hamilton-Jacobi-Gleichung

1
2m

[(
∂S0

∂q1

)2

+
(

∂S0

∂q2

)2

+
(

∂S0

∂q3

)2
]

= E .

Alle drei Koordinaten sind zyklisch, so daß sich diese Gleichung vollständig
separieren läßt. Man erhält als Lösung

S0(q, β) =
∑

i

βiqi , βi = pi ,
1

2m

∑
i

β2
i = E .

Zu b) Betrachten wir zunächst die allgemeine eindimensionale Hamilton-
Funktion

H(q, p) =
p2

2m
+ V (q) ,

dann erhalten wir mit der Separation

S(q, β, t) = S0(q, β) − βt , β = E

die Hamilton-Jacobi-Gleichung(
∂S0

∂q

)2

+ 2mV (q) = 2mβ ,

mit der Lösung

S0(q, β) =

q∫
q0

dq′√2m[β − V (q′)] .
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Weiterhin haben wir

α =
∂S

∂β
=

q∫
q0

dq′ m√
2m[β − V (q′)]

− t

p =
∂S

∂q
=

√
2m[β − V (q)] .

Für den speziellen Fall des harmonischen Oszillators, V (q) = kq2/2, findet
man aus der ersten Beziehung ohne Mühe als Lösung des Problems

q(t) =

√
2β

k
sin

[√
k

m
(t − α′)

]
,

mit den über Anfangsbedingungen zu bestimmenden Integrationskonstanten
α′ und β. Die Erweiterung auf drei Dimensionen,

H(q,p) =
1

2m

∑
i

p2
i +

1
2

∑
i

kiq
2
i ,

führt mit

S(q,β, t) = S(q,β) − E(β)t

auf die Hamilton-Jacobi-Gleichung∑
i

(
∂S0

∂qi

)2

+
∑

i

mkiq
2
i = 2mE(β) .

Sie läßt sich durch den Ansatz

S0(q,β) =
∑

i

S0,i(qi, βi)

vollständig in die drei eindimensionalen Gleichungen(
∂S0,i

∂qi

)2

+ mkiq
2
i = 2mβi ,

∑
i

βi = E

separieren, welche soeben gelöst wurden.

1.4 Bewegung starrer Körper

Die bisherigen Betrachtungen bezogen sich ausschließlich auf einzelne Mas-
senpunkte bzw. auf Körper, deren räumliche Ausdehnung im Hinblick auf
die zu untersuchende Physik vernachlässigt werden konnte. In diesem Ab-
schnitt wenden wir uns den physikalischen Auswirkungen zu, die ein Körper
aufgrund seiner räumlichen Struktur erfährt.

Die allgemeine Bewegung eines N -Teilchensystems (Körper) kann be-
schrieben werden durch die Bewegung eines beliebigen Punktes q (Drehpunkt)
und einer Bewegung aller Teilchen um diesen Punkt. Je nach Art dieser Be-
wegung unterscheidet man zwei Klassen von Körpern, nämlich
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• laminare Körper, die ihre räumliche Geometrie mit der Zeit ändern (z.B.
Flüssigkeiten, Gase, Galaxien), und

• starre Körper, deren Teilchenpositionen xi die Bedingung

|xi(t) − xj(t)| = const ∀ i, j, t

erfüllen (z.B. Stein, Haus). Hierbei bleibt die räumliche Gestalt für alle
Zeiten erhalten.

Wir beschränken uns in diesem Abschnitt auf starre Körper. Nach einer allge-
meinen Diskussion der Dynamik starrer Körper richten wir unsere Aufmerk-
samkeit auf die reine Rotationsbewegung um einen festen Punkt und zeigen,
wie sich die zugehörigen dynamischen Größen in eleganter Weise durch den
Trägheitstensor des Körpers ausdrücken lassen. Desweiteren leiten wir mit
Hilfe der Eulerschen Winkel die Lagrange-Gleichungen für die allgemeine
Dynamik starrer Körper her.

1.4.1 Allgemeine Bewegung starrer Körper

Für die folgende Diskussion benötigen wir zwei Koordinatensysteme (siehe
Abb. 1.8), die wir bereits in Unterabschn. 1.1.4 benutzt haben.

raumfestes System K
körperfestes System K′

q(t)

xi(t) zi

ω(t)

Abb. 1.8. Zur Definition von raum- und körperfestem System

• Raumfestes System: K : {e1, e2, e3}. Dieses System setzen wir als Iner-
tialsystem voraus, bezüglich dessen ein starrer Körper eine beschleunigte
Bewegung ausführt. Von ihm aus betrachtet lauten die Teilchenpositionen
xi.

• Körperfestes System: K′ : {e′
1, e

′
2, e

′
3}. Dieses beschleunigte System mit

Ursprung im Drehpunkt q ist fest mit dem betrachteten Körper verbunden;
in ihm befindet sich der Körper in Ruhe. Die zugehörigen zeitunabhängigen
Teilchenvektoren bezeichnen wir mit zi. Sie sind mit den xi über
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xi(t) = q(t) + zi

verbunden.

So wie in Unterabschn. 1.1.4 wollen wir auch hier zur Vermeidung von Miß-
verständnissen die Schreibweise

Dx =
∑

i

eiẋi , D′x =
∑

i

e′
iẋ

′
i

verwenden. Unter Beachtung von D′zi = 0 und des Satzes 1.8 berechnen wir
nun die kinematischen Größen Gesamtimpuls, Gesamtdrehimpuls, Gesamt-
drehmoment und gesamte kinetische Energie des Körpers, wobei

zS =
1
M

∑
i

mizi , M =
∑

i

mi

den Körperschwerpunkt im körperfesten System bezeichnet.

Gesamtimpuls p:

p =
∑

i

miẋi = M q̇ + M żS .

Gesamtdrehimpuls l:

l =
∑

i

mixi × Dxi

=
∑

i

mi(q + zi) × (Dq + Dzi)

= Mq × Dq + MzS × Dq + Mq × (ω × zS) +
∑

i

mizi × (ω × zi)︸ ︷︷ ︸
lrot

.

Gesamtdrehmoment N :

N =
∑

i

mixi × D2xi

=
∑

i

mi(q + zi) × (
D2q + D2zi

)
= Mq × D2q + MzS × D2q + Mq × D2zS

+
∑

i

mizi × [(D′ω) × zi + ω × (ω × zi)]︸ ︷︷ ︸
Nrot

.



68 1. Mechanik

Gesamte kinetische Energie T :

T =
1
2

∑
i

mi(Dxi)2

=
1
2

∑
i

mi

[
(Dq)2 + 2(Dq)(Dzi) + (Dzi)2

]
=

M

2
(Dq)2 + M(Dq)(ω × zS) +

1
2

∑
i

mi(ω × zi)2︸ ︷︷ ︸
Trot

. (1.46)

In den meisten praxisrelevanten Problemstellungen fällt entweder der Dreh-
punkt mit dem Schwerpunkt des Körpers zusammen (zS = 0) oder der Dreh-
punkt ist fixiert (z.B. Pendel, Kreisel), so daß der Ursprung des raumfesten
Systems K in den Drehpunkt verlegt werden kann (q = 0). Im ersten Fall
lassen sich für starre Körper p, l, N und T jeweils aufspalten in einen reinen
Drehpunktsanteil und einen reinen Rotationsanteil um den Drehpunkt (ohne
Mischterme), während im zweiten Fall p, l, N und T mit ihren Rotations-
anteilen identisch sind.

1.4.2 Rotation des starren Körpers um einen Punkt

Im folgenden konzentrieren wir uns auf die reine Rotationsbewegung des
starren Körpers um einen beliebigen fixierten Drehpunkt und verlegen unser
raumfestes System in diesen Punkt (q = 0). Unser Ziel ist, die o.a. Ausdrücke
lrot, N rot, und T rot in eine bequemere Form zu bringen. Hierzu bietet es sich
an, den sog. Trägheitstensor Θ im körperfesten System einzuführen, dessen
Namensgebung und Bedeutung gleich verständlich wird:

Definition: Trägheitstensor, Trägheitsmomente

Der körperfeste Trägheitstensor eines starren Körpers ist definiert durch
die symmetrische 3×3-Matrix

Θab =
∑

i

mi

(
z2

i δab − ziazib

)
, Θab =

∫
d3zρ(z)

(
z2δab − zazb

)
,

wobei die zweite Gleichung im Falle einer kontinuierlichen Massenverteilung
ρ(z) anzuwenden ist. Die Diagonalelemente heißen Trägheitsmomente, die
Nicht-Diagonalelemente Deviationsmomente.

Offensichtlich ist Θ eine bewegungsunabhängige Größe, die nur von der Geo-
metrie des betrachteten Körpers abhängt. Für den Rotationsanteil lrot (Ro-
tationsdrehimpuls) des Gesamtdrehimpulses können wir nun schreiben:



1.4 Bewegung starrer Körper 69

lrot =
∑
i

mizi × (ω × zi)

=
∑
i

mi

[
z2

i ω − (ziω)zi

]
(Vektorgleichung)

=⇒ lrot = Θω (Koordinatengleichung bzgl. K′) .

Hieraus folgt sofort für den Rotationsanteil N rot (Rotationsdrehmoment) des
Gesamtdrehmomentes

N rot = Dlrot = D′lrot + ω × lrot (Vektorgleichung)

=⇒ N rot = Θω̇ + ω × lrot (Koordinatengleichung bzgl. K′).

Für den Rotationsanteil Trot (Rotationsenergie) der gesamten kinetischen
Energie ergibt sich

Trot =
1
2

∑
i

mi(ω × zi)2

=
1
2

∑
i

mi

[
z2

i ω
2 − (ziω)2

]
(Vektorgleichung)

=⇒ Trot =
1
2
ωTΘω (Koordinatengleichung bzgl. K′).

Satz 1.28: Rotationsdrehimpuls, -drehmoment und -energie

Bezeichnet ω die momentane Winkelgeschwindigkeit eines relativ zu ei-
nem Inertialsystem K rotierenden Körpers und Θ seinen Trägheitstensor
im körperfesten System K′, dann sind sein Rotationsdrehimpuls, sein Ro-
tationsdrehmoment und seine Rotationsenergie in Koordinatendarstellung
bezüglich K′ gegeben durch

lrot = Θω , N rot = Θω̇ + ω × lrot , Trot =
1
2
ωTΘω .

Steinerscher Satz. Wir wollen nun den Zusammenhang aufzeigen, der
zwischen dem Trägheitstensor Θ, bezogen auf das körperfeste System K′

mit Ursprung im Drehpunkt, und dem Trägheitstensor ΘS, bezogen auf
das zu K′ parallele körperfeste Schwerpunktsystem KS mit Ursprung in
∆ = 1

M

∑
i

zimi, besteht. Hierzu nehmen wir eine kontinuierliche Massen-

verteilung an, um uns vom Teilchenindex zu befreien. Der Trägheitstensor
Θ, ausgedrückt durch die KS-Vektoren Zi = zi − ∆, mit∫

d3Zρ(Z) = M ,

∫
d3ZZρ(Z) = 0 ,

lautet
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Θab =
∫

d3zρ(z)
[
z2δab − zazb

]
=

∫
d3Zρ(Z) [(Z + ∆)(Z + ∆)δab − (Za + ∆a)(Zb + ∆b)]

=
∫

d3Zρ(Z)
[(

Z2 + ∆2) δab − (ZaZb + ∆a∆b)
]

.

Es folgt der

Satz 1.29: Satz von Steiner

Zwischen den Trägheitstensoren eines Körpers im körperfesten Systems K′

und dem dazu im Abstand ∆ befindlichen parallelen körperfesten Schwer-
punktsystem KS gilt

Θab = ΘS
ab + M

(
∆2δab − ∆a∆b

)
.

Der Unterschied zwischen Θ und ΘS besteht gerade im Trägheitstensor eines
Massenpunktes der Gesamtmasse M , der um ∆ vom Schwerpunkt entfernt
ist. Ist also der Trägheitstensor eines Körpers bezüglich seines Schwerpunk-
tes bekannt, so läßt sich über den Steinerschen Satz leicht der entsprechende
Trägheitstensor für jeden beliebigen Punkt berechnen.

Hauptträgheitsmomente und Hauptträgheitsachsen. Es ist klar, daß
die Form des Trägheitstensors Θ von der Wahl des körperfesten Koordi-
natensystems K′ : {e′

1, e
′
2, e

′
3} abhängt. Da der Trägheitstensor in jedem

System reell und symmetrisch ist, existiert immer ein körperfestes System
K′′ : {e′′

1 , e′′
2 , e′′

3}, indem der zugehörige Trägheitstensor Ξ diagonal ist. Der
Übergang von K′ zu einem solchen Hauptachsensystem K′′ (mit demselben
Ursprung) wird durch eine orthogonale Drehmatrix D und der folgenden
Ähnlichkeitstransformation vermittelt:

Ξ = DΘDT =

⎛
⎝Ξ1 0 0

0 Ξ2 0
0 0 Ξ3

⎞
⎠ .

D bestimmt sich hierbei aus der charakteristischen Gleichung von Θ:

Θe′′
i = Ξie

′′
i , 0 ≤ Ξi ∈ R , i = 1, 2, 3 =⇒ Dij = e′′

i e′
j .

Die orthonormierten Eigenvektoren von Θ (bzw. die Basisvektoren von K′′),
also e′′

i , heißen Hauptträgheitsachsen, die Eigenwerte von Θ, also Ξi, werden
Hauptträgheitsmomente genannt.

1.4.3 Eulersche Winkel und Lagrange-Gleichungen

Kommen wir nun zu den Lagrange-Gleichungen für die allgemeine Bewegung
eines starren Körpers. Nach unserer bisherigen Diskussion ist klar, daß die-
se Bewegung im allgemeinsten Fall durch 6 Freiheitsgrade festgelegt wird,
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entsprechend den drei Koordinaten des Drehpunktsvektors q sowie den drei
Koordinaten der Winkelgeschwindigkeit ω.7

Das Problem beim Aufstellen der Lagrange-Funktion besteht darin, 6 un-
abhängige generalisierte Koordinaten zu finden, welche die Bewegung des
Körpers eindeutig festlegen. Drei von ihnen können wir sofort angeben,
nämlich die Koordinaten q1, q2 und q3 des Drehpunktsvektors q. Wählen
wir für unser körperfestes System K′ ein Hauptachsensystem mit Ursprung
im Körperschwerpunkt (zS = 0), dann gilt nach (1.46) und Satz 1.28

T =
M

2
(
q̇2
1 + q̇2

2 + q̇2
3
)

+
A

2
ω′2

1 +
B

2
ω′2

2 +
C

2
ω′2

3 , (1.47)

wobei A, B, C die Hauptträgheitsmomente und ω′
i die Koordinaten von ω

bzgl. K′ bezeichnen. Desweiteren hat man die Euler-Gleichungen

N ′
rot,1 = Aω̇′

1 + (C − B)ω′
2ω

′
3

N ′
rot,2 = Bω̇′

1 + (A − C)ω′
1ω

′
3

N ′
rot,3 = Cω̇′

1 + (B − A)ω′
1ω

′
2 .

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ (1.48)

Unsere Aufgabe besteht darin, die körperfesten Komponenten ω′
i in (1.47)

durch drei generalisierte Koordinaten zu ersetzen, welche die reine Rotati-
onsbewegung des Körpers beschreiben. Hierzu gibt es verschiedene Möglich-
keiten. Wir verwenden das Eulersche Verfahren und drücken die allgemei-
ne Rotationsbewegung durch drei hintereinander folgende Drehungen aus.
Nimmt man an, daß die Achsen des raumfesten Systems K und des körper-
festen Systems K′ zu einem Anfangszeitpunkt parallel sind, dann kann man
sich die Drehung von K′ bezüglich K folgendermaßen vorstellen: Zuerst dreht
man K um den Winkel φ um seine dritte Achse. Dann dreht man dieses
so entstandene Zwischensystem um den Winkel θ um seine zweite Achse.
Schließlich dreht man das neu entstandene System um seine dritte Achse um
ψ. Auf diesem Wege läßt sich jede Drehung durch drei unabhängige Größen
parametrisieren.

Definition: Eulersche Winkel

Seien K und K′ zwei Orthonormalsysteme. Die (zeitabhängige) Drehmatrix
R, welche K in K′ überführt, kann mit Hilfe der Euler-Winkel φ, θ und ψ
geschrieben werden als

R =

⎛
⎝ cos ψ sin ψ 0

− sin ψ cos ψ 0
0 0 1

⎞
⎠

⎛
⎝ cos θ 0 − sin θ

0 1 0
sin θ 0 cos θ

⎞
⎠

⎛
⎝ cos φ sin φ 0

− sin φ cos φ 0
0 0 1

⎞
⎠ ,

�

7 Natürlich kann der starre Körper außer seiner Starrheit noch zusätzlichen
Zwangsbedingungen unterliegen, so daß die Zahl seiner Freiheitsgrade weiter
reduziert ist.
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mit

0 ≤ ψ ≤ 2π , 0 ≤ θ ≤ π , 0 ≤ φ ≤ 2π .

Die Winkel sind durch diese Drehung eindeutig definiert, falls |R33| �= 1.

Man beachte, daß die Reihenfolge der einzelnen Drehungen durchaus eine
Rolle spielt. Mit Hilfe der Beziehungen (1.11) und (1.12) lassen sich nun die
Komponenten von ω im raumfesten System K berechnen. Man erhält für sie
nach einiger Rechnung

ω1 = −θ̇ sin φ + ψ̇ sin θ cos φ

ω2 = θ̇ cos φ + ψ̇ sin θ sin φ

ω3 = φ̇ + ψ̇ cos θ .

Die zugehörigen Komponenten im körperfesten System K′ ergeben sich aus
ω′

i =
∑
j

Rijωj zu

ω′
1 = θ̇ sin ψ − φ̇ sin θ cos ψ

ω′
2 = θ̇ cos ψ + φ̇ sin θ sin ψ

ω′
3 = ψ̇ + φ̇ cos θ .

Unser Satz von 6 unabhängigen generalisierten Koordinaten lautet also
{q1, q2, q3, φ, θ, ψ}, und wir sind nun in der Lage, die Lagrange-Funktion für
die allgemeine Bewegung eines starres Körpers hinzuschreiben:

L(q1, q2, q3, φ, θ, ψ) =
M

2
(
q̇2
1 + q̇2

2 + q̇2
3
)

+
A

2

(
θ̇ sin ψ − φ̇ sin θ cos ψ

)2

+
B

2

(
θ̇ cos ψ + φ̇ sin θ sin ψ

)2

+
C

2

(
ψ̇ + φ̇ cos θ

)2
− V .

Im Falle V = 0 erhält man hieraus für die Winkel die Lagrange-Gleichungen

Aω̇′
1 = (B − C)ω′

2ω
′
3 , Bω̇′

2 = (C − A)ω′
1ω

′
3 , Cω̇′

3 = (A − B)ω′
1ω

′
2 ,

welche für N rot = 0 identisch sind mit den Euler-Gleichungen (1.48).

Zusammenfassung

• Die Bewegung eines starren Körpers läßt sich in eine translatorische
Bewegung eines beliebigen Punktes und eine Rotationsbewegung des
Körpers um diesen Punkt zerlegen.

�



Anwendungen 73

• Die dynamischen Größen der Rotationsbewegung lassen sich bequem mit
Hilfe des Trägheitstensors ausdrücken. Er ist eine bewegungsunabhän-
gige Größe und hängt nur von der Geometrie des betrachteten Körpers
ab.

• Der Satz von Steiner erlaubt bei Kenntnis des Trägheitstensors im
Schwerpunktsystem eine einfache Berechnung des Trägheitstensors für
jeden beliebigen Punkt.

• Die reine Rotationsbewegung eines starren Körpers läßt sich mit Hilfe
der drei unabhängigen Eulerschen Winkel in bequemer Weise para-
metrisieren.

Anwendungen

11. Physikalisches Pendel. Ein massiver Würfel der Kantenlänge a und
der Masse M rotiere unter dem Einfluß der Schwerkraft reibungsfrei um eine
seiner Kanten (Abb. 1.9). Man berechne die Schwingungsfrequenz des Würfels
für kleine Auslenkungen aus seiner Ruhelage.

z1

z3

∆

ϕ

x

y

z

körperfestes System

KS-System

raumfestes System

Abb. 1.9. Zur Festlegung des raum- und körperfesten Systems sowie des körper-
festen Schwerpunktsystems eines rotierenden Würfels

Lösung. Da die Drehachse fixiert ist (und damit auch der Drehpunkt q
irgendwo entlang der Drehachse), verlegen wir unser raum- und körperfestes
System in eine an die Drehachse grenzende Würfelecke, so daß q = 0 und
T = Trot. Für die körperfesten Komponenten von ω und ∆ gilt

ω = ϕ̇

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ , ∆ =

a

2

⎛
⎝ 1

1
1

⎞
⎠ .
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Wir benötigen den Trägheitstensor Θ bezüglich des körperfesten Systems, den
wir uns unter Anwendung des Steinerschen Satzes über den Trägheitstensor
ΘS des körperfesten Schwerpunktsystems beschaffen:

ΘS
11 = ρ

a
2∫

− a
2

dZ1

a
2∫

− a
2

dZ2

a
2∫

− a
2

dZ3(Z3
2 + Z2

3 ) =
Ma2

6
, ρ =

M

a3

= ΘS
22 = ΘS

33

ΘS
ij �=i = 0 .

Offensichtlich ist das KS-System ein Hauptachsensystem. Für Θ folgt aus
Satz 1.29

Θ =
Ma2

12

⎛
⎝ 8 −3 −3

−3 8 −3
−3 −3 8

⎞
⎠ .

Die kinetische Energie des Systems ist gegeben durch

T = Trot =
Ma2

3
ϕ̇2 .

Die potentielle Energie ist gleich derjenigen des Schwerpunktes,

V = −Mg
a√
2

cos ϕ ,

wobei a/
√

2 den Abstand des Schwerpunktes zur Drehachse angibt. Die Ener-
gieerhaltung liefert eine Bewegungsgleichung für ϕ:

E = Trot + V =
Ma2

3
ϕ̇2 − Mg

a√
2

cos ϕ = const .

Differentiation nach der Zeit ergibt

2Ma2

3
ϕ̇ϕ̈ +

Mga√
2

ϕ̇ sin ϕ = 0 ⇐⇒ ϕ̈ +
3g

2
√

2a
sin ϕ = 0 .

Da wir uns nur für kleine Auslenkungen interessieren, gilt sinϕ ≈ ϕ und
somit

ϕ̈ +
g

L′ ϕ = 0 , L′ =
2
√

2a

3
< a .

Diese Bewegungsgleichung ist äquivalent zu der eines ebenen mathematischen
Pendels, bestehend aus einer Punktmasse, die an einer masselosen Stange der
reduzierten Länge L′ befestigt ist. Ihre allgemeine Lösung lautet

ϕ(t) = a cos ωt + b sin ωt , ω =
√

g

L′ ,

wobei die Integrationskonstanten a und b durch Anfangsbedingungen z.B.
der Form ϕ(0) = ϕ0 , ϕ̇(0) = ω0 fixiert werden.
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12. Rollender Hohlzylinder auf schiefer Ebene. Ein massiver Hohlzy-
linder mit innerem Radius a, äußerem Radius b, der Länge h und der Masse
M rolle unter dem Einfluß der Schwerkraft eine schiefe Ebene hinunter (Abb.
1.10). Man bestimme die Bewegungsgleichung und löse sie.

x

y

ϕ

α

q

z1

z2

z3

a
b

h

raumfest

körperfest

Abb. 1.10. Zur Festlegung des raum- und körperfesten Systems eines abrollenden
Hohlzylinders

Lösung. Für die körperfesten Komponenten von ω gilt

ω = ϕ̇

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ .

Da ω nur eine z3-Komponente besitzt, benötigen wir im Hinblick auf die
Berechnung von Trot nur die Komponente Θ33 des körperfesten Trägheits-
tensors. Nach Einführung von Zylinderkoordinaten,

z1 = r cos φ , z2 = r sin φ , z3 = z , d3z = rdrdφdz ,

folgt

Θ33 = ρ

b∫
a

rdr

2π∫
0

dφ

h∫
0

dzr2 =
ρ

2
πh(b4 − a4) , ρ =

M

πh(b2 − a2)

=
M

2
(b2 + a2)

=⇒ Trot =
M

4
(b2 + a2)ϕ̇2 .

Unter Beachtung der Rollbedingung

q̇ = −bϕ̇

folgt für die kinetische und potentielle Energie des Systems

T =
M

2
q̇2 + Trot =

M

4
(3b2 + a2)ϕ̇2 , V = Mgq sin α = −Mgbϕ sin α .
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Energieerhaltung liefert

E = T + V =
M

4
(3b2 + a2)ϕ̇2 − Mgbϕ sin α = const .

Differentiation nach der Zeit ergibt

M

2
(3b2 + a2)ϕ̈ − Mgb sin α = 0 ⇐⇒ ϕ̈ − 2gb sin α

3b2 + a2 = 0

bzw.

q̈ + g sin α′ = 0 , sin α′ =
2b2

3b2 + a2 sin α < sin α .

Diese Gleichung ist formgleich zur Bewegungsgleichung eines Massenpunktes,
der auf einer unter dem reduzierten Winkel α′ geneigten Ebene hinunterglei-
tet. Ihre allgemeine Lösung ergibt sich nach zweimaliger Integration über die
Zeit zu

q(t) = −g

2
sin α′t2 + v0t + q0 = −bϕ(t) ,

mit den über Anfangsbedingungen zu fixierenden Integrationskonstanten v0
und q0.

1.5 Zentralkraftprobleme

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Klasse der Zentralkraftprobleme,
welche auch über die klassische Mechanik hinaus von großer Bedeutung
sind. Als Vorüberlegungen unserer Betrachtungen behandeln wir zuerst Zwei-
Teilchensysteme und zeigen, daß sich ihre Dynamik unter gewissen Umstän-
den in eine gleichförmige Schwerpunktsbewegung und eine effektive Ein-
Teilchenbewegung separieren läßt. Im Anschluß leiten wir die radiale Be-
wegungsgleichung für die Teilchenbewegung in konservativen Zentralkraftfel-
dern her und bestimmen mit ihrer Hilfe die möglichen Teilchenbahnen in
1/r-Potentialen. Ein Beispiel solcher Potentiale ist das Gravitationspotenti-
al, dessen Form wir aus den Keplerschen Gesetzen ableiten. Die letzten zwei
Unterabschnitte behandeln das Problem der Streuung von Teilchen in Zen-
tralpotentialen.

1.5.1 Zwei-Teilchensysteme

Im Hinblick auf nachfolgende Erörterungen untersuchen wir zunächst die
Dynamik eines Zwei-Teilchensystems, auf das keine äußeren Kräfte wirken.
Wir nehmen an, daß zwischen beiden Teilchen eine innere konservative Kraft
herrscht, die nur von deren Abstandsvektor abhängt. Die Newtonschen Be-
wegungsgleichungen für beide Teilchen lauten dann
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m1ẍ1 = −∇1V (x1 − x2)

m2ẍ2 = −∇2V (x1 − x2) = ∇1V (x1 − x2) .

}
(1.49)

Unter Einführung von Relativ- und Schwerpunktskoordinaten

xR = x1 − x2 , xS =
m1x1 + m2x2

M

sowie der reduzierten Masse und der Gesamtmasse

µ =
m1m2

m1 + m2
, M = m1 + m2

folgt durch Subtraktion der Gleichungen (1.49) für die Relativbewegung der
beiden Teilchen

µẍR = ṗR = −∇RV (xR) , pR = µẋR .

Bis auf die Ersetzungen m ↔ µ, x ↔ xR und p ↔ pR besteht offenbar formal
kein Unterschied zwischen der Relativbewegung eines Zwei-Teilchensystems
und der absoluten Bewegung eines einzelnen Teilchens. Wir können daher
die Relativbewegung als eine effektive Bewegung eines einzelnen Teilchens
der reduzierten Masse µ interpretieren. Addiert man die Gleichungen (1.49),
dann ergibt sich für die Schwerpunktsbewegung

M ẍS = ṗS = 0 =⇒ ẋS = const , pS = M ẋS .

Das heißt der Schwerpunkt des betrachteten Zwei-Teilchensystems führt eine
gleichförmige (unbeschleunigte) Bewegung aus.

Da die Newtonsche Mechanik galilei-invariant ist, können wir die Zwei-
Teilchenbewegung genauso gut von einem Inertialsystem aus betrachten, das
sich mit dem Schwerpunkt mitbewegt, d.h. in dem der Schwerpunkt ruht. In
diesem (gesternten) Schwerpunktsystem lauten die Gleichungen der Relativ-
und Schwerpunktsbewegung

µẍ∗
R = −∇RV (x∗

R) , x = xS + x∗ , x∗
S = 0 .

Ist die Masse des zweiten Teilchens sehr viel größer als die des ersten – dies
ist z.B. bei Planetenbewegungen um die Sonne der Fall (siehe die nächsten
beiden Unterabschnitte) –, dann gilt

m2 � m1 =⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

M → m2

µ → m1

x∗
S → x∗

2 = 0

x∗
R → x∗

1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

=⇒ m1ẍ
∗
1 = −∇1V (x∗

1) , x∗
2 = 0 .

In diesem Fall dürfen wir die Zwei-Teilchenbewegung vom Ruhesystem des
schweren Teilchens aus betrachten und die Newtonsche Bewegungsgleichung
auf das leichte Teilchen anwenden.
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1.5.2 Konservative Zentralkräfte, 1/r-Potentiale

Dieser Unterabschnitt beschäftigt sich mit der allgemeinen Bewegung von
Teilchen in 1/r-Potentialen. Nach Satz 1.4 ist der Drehimpuls eines Teil-
chens in einem Zentralkraftfeld eine erhaltene Größe. Hieraus lassen sich zwei
Schlußfolgerungen ziehen.

1. Aus der Richtungserhaltung des Drehimpulses folgt, daß die Teilchenbahn
eben ist. Wir können deshalb unser Koordinatensystem mit Ursprung im
Kraftzentrum so wählen, daß die Teilchenbewegung für alle Zeiten in der
xy-Ebene verläuft. Dies bedeutet in Polarkoordinaten

x(t) = r(t)

⎛
⎝ cos ϕ(t)

sin ϕ(t)
0

⎞
⎠

ẋ(t) = ṙ

⎛
⎝ cos ϕ

sin ϕ
0

⎞
⎠ + rϕ̇

⎛
⎝− sin ϕ

cos ϕ
0

⎞
⎠

ẍ(t) = (r̈ − rϕ̇2)

⎛
⎝ cos ϕ

sin ϕ
0

⎞
⎠ + (2ṙϕ̇ + rϕ̈)

⎛
⎝− sin ϕ

cos ϕ
0

⎞
⎠

l(t) = mx × ẋ = m

⎛
⎝ 0

0
r2ϕ̇

⎞
⎠ .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1.50)

2. Die Betragserhaltung des Drehimpulses impliziert

|l| = mr2ϕ̇ = const =⇒ r2dϕ = const .

Das heißt die gedachte Verbindungslinie zwischen Kraftzentrum und Teil-
chen überstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flächen. Dies ist das zweite
Keplersche Gesetz, auf das wir im nächsten Unterabschnitt noch zu spre-
chen kommen werden.

Neben der Drehimpulserhaltung gilt in konservativen Kraftfeldern auch Ener-
gieerhaltung, und wir können schreiben:

E =
m

2
(ṙ2 + r2ϕ̇2) + V (r) =

m

2
ṙ2 +

l2

2mr2 + V (r) = const .

Diese Beziehung entspricht der Energieerhaltung eines eindimensionalen Mas-
senpunktes in dem effektiven Potential

Veff(r) = V (r) +
l2

2mr2 .

Der letzte Term ist äquivalent zu einer (fiktiven) Zentrifugalkraft, die das
Teilchen vom Bewegungszentrum wegstößt. Man nennt diesen Term daher
auch Zentrifugalbarriere. Da ein eindimensionales Problem vorliegt, können
wir die zugehörige Bewegungsgleichung analog zu (1.8) sofort angeben:
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Satz 1.30: Radiale Bewegungsgleichung
in konservativen Zentralkraftfeldern

Die Bewegungsgleichung eines Teilchens in einem konservativen Zentral-
kraftfeld lautet

ṙ = ±
√

2
m

[E − Veff(r)]

⇐⇒ dt =
±dr√

2
m [E − Veff(r)]

, Veff(r) = V (r) +
l2

2mr2 . (1.51)

Die unterschiedlichen Vorzeichen bedeuten eine Umkehr der Geschwindig-
keitsrichtung.

Offensichtlich kann sich das Teilchen nur in den r-Bereichen aufhalten, für die
gilt: E − Veff(r) ≥ 0. Betrachten wir z.B. das in Abb. 1.11 skizzierte effektive
Potential. Das Teilchen wird entweder für alle Zeiten zwischen den Umkehr-
punkten r1 und r2 oszillieren oder aber sich im Bereich r ≥ r3 aufhalten und
letztlich dem Kraftfeld entfliehen: r → ∞. Das Vorzeichen in der radialen
Bewegungsgleichung wird durch Anfangsbedingungen z.B. der Form

r1 ≤ r ≤ r2 , ṙ(0) = v0
>
< 0

fixiert und ändert sich so lange nicht, bis das Teilchen den nächsten Umkehr-
punkt erreicht. Ist man mehr an der geometrischen Form der Teilchenbahn
interessiert, so ist es günstiger, (1.51) umzuschreiben in

dϕ =
l

mr2 dt = ± ldr

r2
√

2m[E − Veff(r)]
.

Veff(r)

E

r1 r2 r3
r

Abb. 1.11. Effektives Potential

Bahnkurven in 1/r-Potentialen. Ausgehend von der letzten Beziehung
wollen wir nun die möglichen Bahnformen von Teilchen in Coulomb-artigen
Potentialen V (r) = α/r bestimmen. Das heißt
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ϕ − ϕ0 = ±
r∫

r0

ldr′

r′2
√

2m
(
E − α

r′
) − l2

r′2

. (1.52)

Setzen wir ϕ0 = 0, dann liefert die Auswertung dieses Standardintegrals

ϕ(r) = − arcsin
l2/r′ + mα

mαε

∣∣∣∣r
r0

,

mit

ε = ±
√

1 +
2El2

mα2 . (1.53)

Durch die Festlegung von r0 auf arcsin l2/r0+mα
mαε = −π

2 folgen hieraus schließ-
lich Kegelschnitte in Polarkoordinaten,

r(ϕ) =
k

1 + ε cos ϕ
, k = − l2

mα
, (1.54)

wobei das Vorzeichen in (1.53) je nach Vorzeichen von E und α so zu wählen
ist, daß die Bedingung r > 0 in (1.54) erfüllt ist. Es lassen sich nun folgende
Fälle unterscheiden:
Attraktiver Fall: α < 0 =⇒ k > 0.
• E < 0 =⇒ |ε| < 1 =⇒ r = k

1+|ε| cos ϕ > 0 für ϕ ∈ [0 : π]. In der oberen
Halbebene durchläuft ϕ den Bereich [0 : π]. Die geometrische Bahnform
ist eine Ellipse (Abb. 1.12a) mit großer und kleiner Halbachse a = k

1−ε2 ,

b = k√
1−ε2

(siehe Abb. 1.13 und (1.55) im nächsten Unterabschnitt). r

oszilliert dabei zwischen den Umkehrpunkten r1 = k
1−ε und r2 = k

1+ε . Für
ε = 0 ergibt sich als Spezialfall ein Kreis mit Radius R = r1 = r2 = k.

• E > 0 =⇒ |ε| > 1 =⇒ r = k
1+|ε| cos ϕ > 0 für ϕ ∈ [0 : ϕmax[ ,

cos ϕmax = − 1
|ε| . Die Bahnkurve ist eine Hyperbel (Abb. 1.12b).

• E = 0 =⇒ |ε| = 1 =⇒ r = k
1+cos ϕ > 0 für ϕ ∈ [0 : π[. Die Bahnkurve ist

eine Parabel (Abb. 1.12c).

Repulsiver Fall: α > 0 =⇒ E > 0 , k < 0 , |ε| > 1
=⇒ r = −|k|

1−|ε| cos ϕ > 0 für ϕ ∈ [0 : ϕmax[ , cos ϕmax = 1
|ε| . Als Bahnkurve

ergibt sich wieder eine Hyperbel (Abb. 1.12d).
Offensichtlich führt nur der attraktive Fall mit α < 0 und E < 0 auf

eine gebundene, elliptische Bewegung. Bei allen anderen Fällen nähert sich
das Teilchen aus dem Unendlichen kommend dem Kraftzentrum, um danach
wieder im Unendlichen zu verschwinden. Für die elliptische Bewegung wird
die Größe ε Exzentrizität genannt. Sie stellt ein Maß für die Abweichung
der Teilchenellipse relativ zur Kreisform (ε = 0) dar.8 Für die Halbachsen,
ausgedrückt durch die physikalischen Größen der Bewegung, finden wir
8 Die Exzentrizität des Mondes um die Erde und der Erde um die Sonne ist

ε = 0.055 bzw. ε = 0.017, d.h. die Bahnen sind fast kreisförmig.
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r

ϕ
r
ϕ

ϕmax

r

ϕ
r

ϕ ϕmax

a b

c d

Abb. 1.12. Mögliche Bahnformen in einem Coulomb-Potential. a, b und c ent-
sprechen dem attraktiven und d dem repulsiven Fall

a =
α

2E
, b =

l√
2m|E| .

Die Energie ist demnach unabhängig vom Drehimpulsbetrag und allein durch
die große Halbachse a bestimmt.

Exzentrizität und Runge-Lenz-Vektor. Wir zeigen nun noch kurz einen
alternativen Weg zur Herleitung von (1.54). Dazu betrachte man den Vektor
l × p und berechne unter Berücksichtigung von ṗ = αx/r3 und r = |x| seine
zeitliche Ableitung:

d
dt

(l × p) = l × ṗ =
α

r3 l × x = −mα

r3

[
x(xẋ) − ẋr2] = mα

d
dt

(x

r

)
.

Hieraus folgt für den Vektor der Exzentrizität

ε =
l × p

mα
− x

r
= const .

Dieses zusätzliche Integral der Bewegung wird auch Runge-Lenz-Vektor ge-
nannt. Er steht senkrecht zum Drehimpuls und liegt somit stets in der Be-
wegungsebene. Durch Quadrieren findet man nach wenigen Schritten

ε2 =
2l2

mα2

(
p2

2m
+

α

r

)
+ 1 =⇒ ε = ±

√
1 +

2El2

mα2 .
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Die Bewegungsgleichung (1.54) ergibt sich aus

εx =
(l × p)x

mα
− r = − l2

mα
− r und εx = εr cos ϕ

zu

r(ϕ) = − l2/mα

1 + ε cos ϕ
.

1.5.3 Keplersche Gesetze und Gravitationspotential

Die Gravitationskraft zwischen zwei Punktmassen m und M ,

F G(x) = −∇VG(|x|) , VG(|x|) = VG(r) = −γ
mM

r
,

ist ein spezielles Beispiel für attraktive 1/r-Potentiale, wie sie soeben bespro-
chen wurden. Mit unserer bisherigen Kenntnis lassen sich aus der Form dieser
Kraft sofort die drei Keplerschen Gesetze herleiten, die da lauten:9

1. Jeder Planet unseres Sonnensystems bewegt sich auf einer Ellipsenbahn,
in deren einem Brennpunkt die Sonne steht.

2. In gleichen Zeiten überstreicht die gedachte Verbindungslinie zwischen Son-
ne und Planet gleiche Flächen.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten verhalten sich wie die Kuben der großen
Halbachsen der Bahnen zweier Planeten.

Wir wollen hier jedoch den umgekehrten Weg einschlagen und zeigen, daß
sich die Gravitationskraft allein aus den Keplerschen Gesetzen ergibt.

Obwohl Sonne und Planet natürlich eine räumliche Struktur besitzen, ist
es hier dennoch gerechtfertigt, sie als Punktteilchen zu betrachten, da ihre
Ausdehnungen im Vergleich zu den betrachteten Längen (Abstand Sonne–
Planet) sehr klein sind. Wie sich später herausstellen wird, ist diese Betrach-
tungsweise sogar exakt, sofern Sonne und Planeten kugelförmig sind.

Legen wir den Ursprung unseres Inertialsystems in die Sonne (dies ist
aufgrund der sehr viel größeren Sonnenmasse gegenüber den Planetenmassen
erlaubt), dann folgt aus dem ersten Keplerschen Gesetz, daß die Bahn eines
Planeten eben und somit die Richtung seines Drehimpulses bezüglich der
Sonne erhalten ist. Wir können unser Inertialsystem wieder so wählen, daß die
Beziehungen (1.50) gelten. Das zweite Gesetz bedeutet die Betragserhaltung
des Drehimpulses, also

l = mr2ϕ̇ = const .

Die Kraft zwischen Sonne und Planet ist also zentral,

9 Diese Gesetze sind so zu verstehen, daß die Wechselwirkung der Planeten unter-
einander sowie die Bewegung der Sonne vollständig vernachlässigt werden.
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rr′

a a

a

b

B′ B

Abb. 1.13. Zur Definition einer Ellipse

d(r2ϕ̇)
dt

= r(2ṙϕ̇ + rϕ̈) = 0 ,

und wir können schreiben:

F G = m(r̈ − rϕ̇2)

⎛
⎝ cos ϕ

sin ϕ
0

⎞
⎠ .

Aus der geometrischen Form einer Ellipse (siehe Abb. 1.13) erhalten wir den
gewünschten Zusammenhang zwischen r und ϕ. Sie ist definiert als die Menge
aller Punkte, die von zwei Brennpunkten B, B′ den gleichen Abstand haben.
Bezeichnet man mit a die große und mit b die kleine Halbachse, so lautet die
Ellipsenbedingung: r + r′ = 2a. Sie führt nach ein wenig Algebra zu

r =
k

1 + ε cos ϕ
, k =

b2

a
, ε =

√
a2 − b2

a
< 1 (1.55)

=⇒ ṙ =
ε

k
r2ϕ̇ sin ϕ =

ε

k
h sin ϕ , h = r2ϕ̇

=⇒ r̈ =
ε

k
hϕ̇ cos ϕ =

ε

k

h2

r2 cos ϕ =
h2

kr2

(
k

r
− 1

)
.

Somit folgt für F G

F G(x) = m

[
h2

kr3

(
k

r
− 1

)
− h2

r4

]
x = −m

h2

k

x

|x|3
bzw.

F G(x) = −∇VG(x) , VG(x) = −m
h2

k

1
|x| .

Mit Hilfe des dritten Keplerschen Gesetzes läßt sich nun zeigen, daß h2/k eine
planetenunabhängige Größe ist. Denn die Fläche F der Ellipse berechnet sich
zu (T=Umlaufzeit)
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F = πab =

T∫
0

dt
ϕ̇r2

2
=

Th

2
,

so daß folgt:

T 2

a3 =
4π2a2b2

a3h2 =
4π2b2

ah2 = 4π2 k

h2 = const .

Ferner muß h2/k wegen des Prinzips ”Actio=Reactio“ proportional zur Son-
nenmasse M sein. Insgesamt erhalten wir

Satz 1.31: Gravitationspotential VG

Aus den Keplerschen Gesetzen ergibt sich das Gravitationspotential zwi-
schen zwei Punktteilchen der Massen m und M zu

VG(|x|) = VG(r) = −γ
mM

r
, γ = 6.67 · 10−11 Nm2

kg2 .

γ ist eine experimentell zu ermittelnde universelle Naturkonstante, die sog.
Gravitationskonstante.

Gravitationspotential einer Hohlkugel. Im folgenden berechnen wir das
Gravitationspotential einer Hohlkugel mit innerem Radius a, äußerem Radius
b und homogener Massenverteilung ρ(x, t) = ρ = 3M

4π(b3−a3) (Abb. 1.14). Wir
denken uns hierzu ein Probeteilchen der Masse m, das sich im Abstand r
zum Kugelmittelpunkt befindet. Für die potentielle Energie dV , die von dem
Massenelement dM herrührt, gilt in Polarkoordinaten

dV (r) = −γ
mdM(x, θ, ϕ)

R(r, x, θ)
,

mit

dM(x, θ, ϕ) = ρx2dx sin θdθdϕ

R(r, x, θ) =
√

r2 + x2 − 2rx cos θ =⇒ sin θdθ =
RdR

rx
.

r

R
x

θ

b

a

dM

m

Abb. 1.14. Hohlkugel
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Um das gesamte Potential zu erhalten, muß über x, θ und ϕ integriert werden:

V (r) = −γmρ

b∫
a

dx

2π∫
0

dϕ

π∫
0

dθ
x2 sin θ

R(r, x, θ)

= −A

r

b∫
a

dxx

Rmax(r,x)∫
Rmin(r,x)

dR , A = 2πγmρ .

Es sind nun drei Fälle zu unterscheiden:

1. r ≥ b: Dann ist Rmin = r − x und Rmax = r + x, so daß

V1(r) = −2
A

r

b∫
a

dxx2 = −2
3

A

r

(
b3 − a3) = −γ

mM

r
.

2. r ≤ a: Rmin = x − r, Rmax = x + r. Es folgt

V2(r) = −2A

b∫
a

dxx = −A
(
b2 − a2) .

3. a ≤ r ≤ b: In diesem Fall kann man sich das Potential zusammengesetzt
denken aus demjenigen einer Hohlkugel mit den Radien a und r (1. Fall)
und dem einer Kugelschale mit den Radien r und b (2. Fall):

V3(r) = −A

(
b2 − 2

3
a3

r
− 1

3
r2
)

.

Aus dem ersten Fall wird ersichtlich, daß sich eine ausgedehnte (Hohl-)Kugel
mit homogener Massenverteilung für r > b gravisch genauso verhält, wie ein
Punktteilchen der gleichen Masse.
Gravitationspotential auf der Erdoberfläche. Für physikalische Pro-
zesse, die sich in der Nähe der Erdoberfläche abspielen, gilt

r = R + r′ , r′ 	 R ,

wobei R = 6.35 · 106 m der Erdradius und r′ der radiale Abstand des be-
trachteten Teilchens zur Erdoberfläche ist. Wir können deshalb das Gravi-
tationspotential der Erde um R entwickeln und erhalten mit der Erdmasse
M = 5.98 · 1024 kg

VG(r) = −γmM

r
= −mgR + mgr′ + . . . , g ≈ 9.8

N
kg

= 9.8
m
s2

.

Hierbei bezeichnet g die Erdbeschleunigung. Da der Term mgR eine physi-
kalisch irrelevante Konstante ist, kann er ignoriert werden, und wir erhalten
für das Gravitationspotential in Bezug auf die Erdoberfläche

VGO(r′) ≈ mgr′ .
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1.5.4 Ein-Teilchenstreuung an ein festes Target

Das Problem beim Auffinden von Wechselwirkungskräften mikroskopischer
Objekte wie Moleküle, Atome, Atomkerne und Elementarteilchen besteht
darin, daß diese den menschlichen Sinnen nicht direkt zugänglich sind, so
daß Methoden benötigt werden, die Wechselwirkungseffekte in geeigneter
Weise verstärken und so wahrnehmbar machen. Eine solche Methode ist die
Streuung von Teilchen aneinander. Hiermit lassen sich aus Kenntnis der Teil-
chenpositionen und -geschwindigkeiten weit vor und weit hinter dem Ort der
Streuwechselwirkung Rückschlüsse auf die an der Streuung beteiligten Kräfte
ziehen. Dies sieht in der Praxis so aus, daß man Streuprozesse für verschiede-
ne, physikalisch motivierte ”Test-Wechselwirkungen“ durchrechnet und dann
die Ergebnisse mit dem Experiment vergleicht. Obwohl solche Streuprozesse
von o.g. Objekten meistens eine quantenmechanische Beschreibung erfordern
(siehe Abschn. 3.10), stellt in vielen Fällen die rein klassische Beschreibung
eine sehr gute Näherung dar.

In diesem Unterabschnitt behandeln wir die Streuung von Teilchen an ein
fest installiertes Teilchen (Targetteilchen) und verallgemeinern im nächsten
Unterabschnitt die Resultate auf den experimentell relevanteren Fall der
Zwei-Teilchenstreuung, bei dem aus entgegengesetzten Richtungen Teilchen
aufeinander geschossen bzw. aneinander gestreut werden. Wir nehmen dabei
immer an, daß sich die Wechselwirkungskräfte durch rotationssymmetrische
Potentiale darstellen lassen, die für große Abstände, im Vergleich zur Aus-
dehnung der Streuobjekte, genügend stark abfallen, so daß die Teilchen lange
vor und lange nach der Streuung als quasi frei betrachtet werden können.

Bei der Ein-Teilchenstreuung an ein festes Potential hat man es mit der
in Abb. 1.15 skizzierten Situation zu tun. Ein Teilchen fliegt in z-Richtung
mit konstantem Anfangsimpuls pA = mv0 und vertikalem Abstand b auf das
Streuzentrum geradlinig zu, wird in einem relativ lokalisierten Bereich um
das Streuzentrum abgelenkt und fliegt danach geradlinig mit Endimpuls pE

z

y

b

pA

pE

π − θmin

θmin

χ

rmin

Detektor

Abb. 1.15. Ein-Teilchenstreuung an ein festes Streuzentrum
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weiter, bis es in großer Entfernung zum Streuzentrum von einem Detektor
registriert wird. Für den Streuwinkel χ gilt

cos χ =
pApE

|pA||pE| . (1.56)

Der gesamte Streuprozeß ist makroskopisch durch Angabe der Anfangsge-
schwindigkeit v0, des Impaktparameters b und des Wechselwirkungspotentials
V (r) determiniert.

Wir legen nun den Ursprung des Koordinatensystems in das Streuzen-
trum und betrachten die Kinematik des Streuprozesses in Polarkoordinaten(

y
z

)
= r

(
sin θ
cos θ

)
:

• Anfangsbedingungen:

r(0) = ∞ , θ(0) = π , ṙ(0) = −v0 , θ̇(0) = 0 .

• Erhaltung der Gesamtenergie:

E =
p2

2m
+ V (r) =

m

2

(
ṙ2 + r2θ̇2

)
+ V (r) =

m

2
v2
0 = const .

Insbesondere sind die Impulsbeträge des Teilchens lange vor und lange nach
der Streuung (V (r = ∞) = 0) gleich: |pA| = |pE|.

• Erhaltung des Drehimpulses:

|l| = l = mr2θ̇ = mbv0 = const =⇒ dt =
mr2

l
dθ .

• Bahnkurve des Teilchens: Sie ist symmetrisch zur rmin-Achse. Hieraus
folgt für den Streuwinkel χ

χ = 2θmin − π

und für rmin

ṙ(rmin) =
dr

dt
(rmin) = 0 =⇒ dr

dθ
(rmin) = 0 . (1.57)

Unter Beachtung dieser Punkte läßt sich nun θmin und damit χ berechnen:

m

2
v2
0 =

l2

2mr4

(
dr

dθ

)2

+
l2

2mr2 + V (r)

=⇒
(

dθ

dr

)2

= − 1
r2

[
1 − r2

b2

(
1 − 2V (r)

mv2
0

)]−1

=⇒ θ − θ0 = ±
r∫

r0

dr′

r′

∣∣∣∣1 − r′2

b2

(
1 − 2V (r′)

mv2
0

)∣∣∣∣−1/2

.
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Offensichtlich ist das Vorzeichen der Wurzel des Integranden gleich dem Vor-
zeichen von dθ/dr bzw. dr/dθ, welches im Bereich θmin ≤ θ ≤ π positiv ist.
Setzen wir also θ0 = π , θ = θmin , r0 = ∞ , r = rmin, so folgt der

Satz 1.32: Bestimmung des Streuwinkels χ

χ = 2θmin − π

θmin = θmin(b, v0) = π −
∞∫

rmin

dr

r

∣∣∣∣1 − r2

b2

(
1 − 2V (r)

mv2
0

)∣∣∣∣−1/2

.

Der minimale Abstand rmin = rmin(b, v0) ist nach (1.57) durch die Nullstelle
des Integranden gegeben.

In der Regel hat man es bei Streuexperimenten nicht mit der Streuung ei-
nes einzelnen Teilchens an ein Target zu tun, sondern mit einem Strahl von
gleichartigen Teilchen, die mit gleicher Geschwindigkeit v0 auf das Streuzen-
trum treffen. Da dieser Strahl einen gewissen Querschnitt aufweist, haben
verschiedene Teilchen i.a. auch verschiedene Impaktparameter und werden
dementsprechend unter verschiedenen Winkeln gestreut. Dieser Sachverhalt
ist in Abb. 1.16 verdeutlicht. Alle Teilchen, die durch das Segmentstück
b|db|dϕ treten, treffen auf das Kugelflächenelement R2dΩ = R2 sin χdχdϕ
und werden dort vom Detektor registriert. Der Detektor mißt also effektiv
den Wirkungsquerschnitt, der wie folgt definiert ist:

Definition: Wirkungsquerschnitt dσ

dσ =
(Zahl der nach dΩ gestreuten Teilchen)/s

(Zahl der einfallenden Teilchen)/s/m2 =
Ib|db|dϕ

I
,

mit I = Teilchenstrom

=⇒ dσ = b|db|dϕ = b(χ)
∣∣∣∣ db

dχ

∣∣∣∣ dϕdχ . (1.58)

Der differentielle Wirkungsquerschnitt ergibt sich durch Normierung von dσ
auf das Einheitskugelflächenelement dΩ:

Definition: Differentieller Wirkungsquerschnitt dσ/dΩ
der Ein-Teilchenstreuung

dσ

dΩ
=

1
sin χ

b(χ)
∣∣∣∣ db

dχ

∣∣∣∣ . (1.59)

Im Experiment erhält man also den differentiellen Wirkungsquerschnitt, in-
dem man den gemessenen Wirkungsquerschnitt durch die Detektorfläche
teilt. Er ist somit eine von der Geometrie des Detektors unabhängige Größe.
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Rdχ

χ

b

db

R

R sin χ

db b

dϕ
b|db|dϕ

R sin χdϕ

Abb. 1.16. Verlauf eines Teilchenstrahls bei der Ein-Teilchenstreuung. Links: senk-
recht zur Strahlrichtung. Rechts: in Strahlrichtung

Man beachte, daß die Gleichungen (1.58) und (1.59) auch für nichtrotations-
symmetrische Potentiale gelten. In diesem Fall ist dann allerdings zu berück-
sichtigen, daß b auch vom Azimutwinkel ϕ abhängt. Integriert man dσ/dΩ
über dΩ, so erhält man den totalen Wirkungsquerschnitt σtot:

Definition: Totaler Wirkungsquerschnitt σtot

σtot =
∫

dΩ
dσ

dΩ
=

(Zahl der gestreuten Teilchen)/s
(Zahl der einfallenden Teilchen)/s/m2 . (1.60)

Wie auch dσ hat die Größe σtot die Dimension einer Fläche. Sie ist gleich der-
jenigen (fiktiven) Fläche eines Streuzentrums, die Projektile senkrecht durch-
setzen müssen, um überhaupt abgelenkt zu werden.

1.5.5 Zwei-Teilchenstreuung

Wir gehen nun zum realistischeren Fall über, bei dem kein fest installier-
tes Streuzentrum mehr existiert, sondern Teilchen aufeinander geschossen
werden. Wie bereits in Unterabschn. 1.5.1 diskutiert wurde, können wir die
Dynamik dieser Zwei-Teilchenstreuung in eine Relativbewegung

µẍR = −∇V (|xR|) , xR = x1 − x2 , µ =
m1m2

M
, M = m1 + m2

und eine Schwerpunktsbewegung

M ẋS = const =⇒ ES =
M

2
ẋ2

S = const , xS =
m1x1 + m2x2

M

aufteilen. Die Relativbewegung entspricht einem effektiven Ein-Teilchenpro-
blem und kann als Streuung eines Teilchens der reduzierten Masse µ an ein
festes Streuzentrum bei xR = 0 interpretiert werden. Hierfür gelten die ent-
sprechenden, im letzten Unterabschnitt angeführten Erhaltungssätze:
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• ER = µ
2 ẋ2

R + V (xR) = const =⇒ |pA
R| = |pE

R| , pR = µẋR

• lR = µxR × ẋR = const .

Aus der Erhaltung der Schwerpunkts- und Relativenergie folgt natürlich die
Erhaltung der Gesamtenergie:

E = ES + ER =
m1

2
ẋ2

1 +
m2

2
ẋ2

2 + V (|x1 − x2|) = const .

Die gleichförmige Schwerpunktsbewegung nimmt keinen Einfluß auf die Dy-
namik des Streuprozesses und ist lediglich eine Folge der Wahl unseres raum-
festen Inertialsystems, von dem aus die Streuung betrachtet wird (Galilei-
Invarianz). Wir können deshalb zum (gesternten) Schwerpunktsystem über-
gehen, indem der Schwerpunkt für alle Zeiten ruht:

xi = xS + x∗
i , x∗

S = 0 .

Das Schwerpunktsystem bietet den Vorteil, daß sich in ihm der Zusam-
menhang zwischen Streuwinkel χ und Impaktparameter b oftmals einfacher
herstellen läßt als im Laborsystem, in dem das zweite Teilchen lange vor
der Streuung ruht. Für die Schwerpunktsimpulse p∗

i = miẋ
∗
i gilt wegen

m1ẋ
∗
1 + m2ẋ

∗
2 = 0

p∗
1 = −p∗

2 =
m1m2

m1 + m2

(
ẋ∗

1 +
m1

m2
ẋ∗

1

)
=

m1m2

m1 + m2
(ẋ∗

1 − ẋ∗
2) = pR .

Abbildung 1.17 zeigt den Verlauf der Zwei-Teilchenstreuung im Schwerpunkt-
system. Die Teilchen laufen aus dem Unendlichen mit den Anfangsimpulsen
pA∗

1 = −pA∗
2 = pA

R aufeinander zu. Nach der Streuung sind die Impulse
pE∗

1 = −pE∗
2 = pE

R gegenüber den Anfangsimpulsen um den Streuwinkel χ
gedreht (vgl. (1.56)):

χ

χ

b

pA
R

−pA
R

pE
R

−pE
R

Abb. 1.17. Verlauf der Zwei-Teilchenstreuung im Schwerpunktsystem
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cos χ =
pA

RpE
R

|pA
R|2 .

Den Zusammenhang zwischen Impaktparameter b und Streuwinkel χ im
Schwerpunktsystem kann man sich also einfach über (1.59) mit der Erset-
zung m → µ verschaffen, und es folgt der

Satz 1.33: Differentieller Wirkungsquerschnitt
der Zwei-Teilchenstreuung im Schwerpunktsystem

dσ

dΩ∗ =
1

sin χ
b(χ)

∣∣∣∣ db

dχ

∣∣∣∣ , mit b(χ) aus Satz 1.32 und m → µ.

Der Geschwindigkeitsparameter v0 ist hierbei als Relativgeschwindigkeit der
beiden Teilchen lange vor der Streuung aufzufassen.

Zwei-Teilchenstreuung im Laborsystem. Mit Hilfe der Gleichungen der
Zwei-Teilchenstreuung im Schwerpunktsystem lassen sich nun leicht die ent-
sprechenden Zusammenhänge im Laborsystem (Abb. 1.18) herleiten, wo das
zweite Teilchen lange vor der Streuung ruht:

pA
2 = 0 =⇒ ẋS =

m1ẋ1(0)
m1 + m2

=
1

m2
pA

R .

θ1

θ2

pA
1

pE
1

pE
2

Abb. 1.18. Verlauf der Zwei-Teilchenstreuung im Laborsystem

Zwischen Anfangs- und Endimpulsen im Schwerpunkt- und Laborsystem gel-
ten folgende Beziehungen:

pA
1 = m1[ẋS + ẋ∗

1(0)] =
m1

m2
pA

R + p∗A
1 =

(
m1

m2
+ 1

)
pA

R

pA
2 = m2[ẋS + ẋ∗

2(0)] = pA
R + p∗A

2 = 0

pE
1 = m1[ẋS + ẋ∗

1(∞)] =
m1

m2
pA

R + p∗E
1 =

m1

m2
pA

R + pE
R

pE
2 = m2[ẋS + ẋ∗

2(∞)] = pA
R + p∗E

2 = pA
R − pE

R .
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Damit lassen sich die Streuwinkel θ1 und θ2 im Laborsystem durch den Streu-
winkel χ im Schwerpunktsystem ausdrücken:

cos θ1 =
pA

1 pE
1

|pA
1 ||pE

1 | =

(
m1
m2

+ 1
)

pA
R

(
m1
m2

pA
R + pE

R

)
(

m1
m2

+ 1
)

|pA
R|
√(

m1
m2

)2 (
pA

R

)2 +
(
pE

R

)2 + 2m1
m2

pA
RpE

R

=
m1
m2

+ cos χ√(
m1
m2

)2
+ 1 + 2m1

m2
cos χ

cos θ2 =
pA

1 pE
2

|pA
1 ||pE

2 | =

(
m1
m2

+ 1
)

pA
R(pA

R − pE
R)(

m1
m2

+ 1
)

|pA
R||pA

R − pE
R|

=
1 − cos χ√
2 − 2 cos χ

= sin
χ

2

=⇒ θ2 =
π − χ

2
.

Satz 1.34: Zusammenhang differentieller Wirkungsquerschnitt
im Labor- und Schwerpunktsystem

dσ

dΩL
=

dσ

dΩ∗
dΩ∗

dΩL
=

dσ

dΩ∗

(
d cos θ1

d cos χ

)−1

=
dσ

dΩ∗

[(
m1
m2

)2
+ 1 + 2m1

m2
cos χ(θ1)

]3/2

m1
m2

cos χ(θ1) + 1
,

mit

cos θ1 =
m1
m2

+ cos χ√(
m1
m2

)2
+ 1 + 2m1

m2
cos χ

und

dΩ∗ = sinχdχdϕ = Raumwinkelelement im Schwerpunktsystem,

dΩL = sin θ1dθ1dϕ =
Raumwinkelelement im Laborsystem, in das
die Projektilteilchen gestreut werden.

(Die azimutalen Winkelabhängigkeiten im Labor- und Schwerpunktsystem
sind gleich: ϕL = ϕ.)

Man beachte: Für m2 � m1 sind die differentiellen Wirkungsquerschnitte
dσ/dΩL und dσ/dΩ∗ gleich und entsprechen dem differentiellen Wirkungs-
querschnitt dσ/dΩ der Ein-Teilchenstreuung. Der Übergang vom Schwer-
punktsystem zum Laborsystem läßt sich folgendermaßen graphisch darstel-
len:
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• m1/m2 < 1: θ1 überstreicht im Laborsystem den Bereich [0 : π], während
χ im Schwerpunktsystem ebenfalls diesen Bereich durchläuft (Abb. 1.19).
Die Zuordnung χ(θ1) ist in diesem Bereich bijektiv.

pE
1 pE

R pE
2

m1
m2

pA
R pA

R

θ1 χ θ2

Abb. 1.19. Zusammenhang zwischen der Zwei-Teilchenstreuung im Schwerpunkt-
und Laborsystem für m1 < m2

• m1/m2 > 1: θ1 überstreicht hier nur noch den Bereich [0 : θmax] für
χ ∈ [0 : π], mit sin θmax = m2/m1. Außerdem gibt es nun zu jedem θ1
zwei mögliche Werte für χ (Abb. 1.20). Zur endgültigen Festlegung von χ
benötigt man deshalb außer θ1 noch den Endimpuls |pE

1 | des ersten Teil-
chens.

pE
1 pE

R

pE
R

pE
2

m1
m2

pA
R pA

R

θ1 θmax χ

oder
χ

θ2

Abb. 1.20. Zusammenhang zwischen der Zwei-Teilchenstreuung im Schwerpunkt-
und Laborsystem für m1 > m2

Zusammenfassung

• Die relevanten Kenngrößen von Ein-Teilchenstreuungen sind der dif-
ferentielle und der totale Wirkungsquerschnitt, da sie dem Ex-
periment leicht zugänglich sind. Der differentielle Wirkungsquerschnitt
gibt die Winkelverteilung der gestreuten Teilchen an und der totale Wir-
kungsquerschnitt die fiktive Fläche des Streuzentrums, die die Projektile
durchsetzen müssen, um abgelenkt zu werden.

�
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• Die gegenseitige Streuung von Teilchen (Zwei-Teilchenstreuung) läßt
sich in eine Relativbewegung und eine gleichförmige Schwerpunktsbewe-
gung aufteilen. Da die Schwerpunktsbewegung die Dynamik des Streu-
vorgangs nicht beeinflußt, entspricht die relative Bewegung einem effek-
tiven Ein-Teilchenproblem.

• Betrachtet man die Zwei-Teilchenstreuung vom Schwerpunktsystem
aus, so lassen sich die zugehörigen Streubeziehungen aus denen der Ein-
Teilchenstreuung mit der Ersetzung m −→ µ ableiten. Die entsprechen-
den Zusammenhänge im Laborsystem, wo das zweite Teilchen lange
vor der Streuung ruht, ergeben sich problemlos aus den Betrachtungen
im Schwerpunktsystem.

Anwendungen

13. Periheldrehung. Das Gravitationspotential der Sonne wird durch all-
gemein-relativistische Korrekturen folgendermaßen modifiziert:

V (r) =
α

r
+

a

r2 , α < 0 , a > 0 .

Man zeige, daß dieses Potential zu einer Drehung der Planetenellipsen führt.

Lösung. Entsprechend der radialen Bewegungsgleichung (1.51) bzw. (1.52)
gilt für die Planetenbahnen in Polarkoordinaten (mit ϕ0 = 0)

ϕ = ±
r∫

r0

ldr′

r′2
√

2m
(
E − α

r′ − a
r′2

) − l
r′2

= − 1√
d

arcsin
λ/r + mα

mαγ
+ c ,

wobei m die Masse des Planeten ist und

d =
2ma

l2
+ 1 , γ = ±

√
1 +

2E

mα2 (2ma + l2) .

Bei geeigneter Wahl der Integrationskonstanten c ergibt sich hieraus

r =
k

1 + γ cos(
√

dϕ)
, k = − λ2

mα
. (1.61)

Bis auf den Vorfaktor
√

d ist (1.61) formgleich mit der Ellipsengleichung
(1.54). Wegen

√
d > 1 wird jedoch z.B. der minimale Abstand rmin =

k/(1 + |γ|) zur Sonne nicht nach ∆ϕ = 2π erreicht, wie im reinen Coulomb-
Fall, sondern eher, nämlich bei ∆ϕ = 2π/

√
d. Dies führt zur Drehung der

Ellipsenbahnen, der sog. Periheldrehung (Abb. 1.21).



Anwendungen 95

r

ϕ

Abb. 1.21. Drehung der Planetenellipsen aufgrund eines zusätzlichen 1
r2 -Terms

zum Gravitationspotential

14. Elastische Streuung von Kugeln. Zwei harte Kugeln mit den Massen
m1 = m2 = m und den Radien R1 = R2 = R werden aneinander elastisch
gestreut (gestoßen). Man berechne den differentiellen Wirkungsquerschnitt
im Schwerpunkt- und Laborsystem. Wie groß ist der totale Wirkungsquer-
schnitt?
Lösung. Wir betrachten zuerst den Stoß der ersten Kugel an die fest veran-
kerte zweite Kugel (Abb. 1.22). Da es sich hierbei um eine elastische Streuung
handelt, erhält man den Zusammenhang zwischen Streuwinkel χ und Impakt-
parameter b aus rein geometrischen Überlegungen. Es gilt

θmin = π − arcsin
b

2R

=⇒ χ = 2θmin − π = 2 arccos
b

2R

=⇒ b = 2R cos
χ

2

2Rb

θmin
z

y

v0 •

•

Abb. 1.22. Elastische Streuung einer Kugel an einer fixierten Kugel
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=⇒
∣∣∣∣ db

dχ

∣∣∣∣ = R sin
χ

2
.

Für den differentiellen Wirkungsquerschnitt der Ein-Teilchenstreuung folgt
somit nach (1.59)

dσ

dΩ
=

2R2 sin χ
2 cos χ

2

sin χ
= R2 =

dσ

dΩ∗ = const .

Da dσ/dΩ massenunabhängig ist, ist er nach Satz 1.33 gleich dem differenti-
ellen Wirkungsquerschnitt im Schwerpunktsystem. Der totale Wirkungsquer-
schnitt berechnet sich nach (1.60) zu

σtot = R2

2π∫
0

dϕ

π∫
0

dχ sin χ = 4πR2 .

Den differentiellen Wirkungsquerschnitt im Laborsystem erhält man über
Satz 1.34 zu

dσ

dΩL
= R2 [2 + 2 cos χ]3/2

1 + cos χ
= 2R2

√
2 + 2 cos χ = 4R2 cos θ1 .

Zur Berechnung des totalen Wirkungsquerschnitts σtot,L, der natürlich gleich
dem der Ein-Teilchenstreuung sein muß, ist zu beachten, daß sich die Inte-
gration über θ1 nur bis zur ersten Nullstelle von dσ/dΩL erstreckt:

σtot,L = 8πR2

π
2∫

0

dθ1 sin θ1 cos θ1 = 4πR2 .

15. Rutherford-Streuung. Man berechne für die Elektron-Proton-Streu-
ung den differentiellen Wirkungsquerschnitt im Labor- und Schwerpunktsy-
stem, wobei die Wechselwirkung durch ein Coulomb-Potential V (r) = α/r
gegeben sei.

Lösung. Wir beginnen wieder mit der Betrachtung der Ein-Teilchenstreuung
an ein festes Streuzentrum, wobei das Elektron (m1 = me) auf ein fixiertes
Proton (m2 = mp) geschossen wird. Der Zusammenhang zwischen Streuwin-
kel und Impaktparameter ist nach Satz 1.32

θmin =
χ + π

2
= π −

∞∫
rmin

dr

r

∣∣∣∣1 − r2

b2

(
1 − 2α

mev2
0r

)∣∣∣∣−1/2

,

wobei rmin die Nullstelle des Integranden ist. Die Substitution u = 1/r =⇒
dr = −r2du liefert

θmin = π −
umin∫
0

du

∣∣∣∣u2 +
2α

meb2v2
0
u − 1

b2

∣∣∣∣−1/2

. (1.62)
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Eine weitere Substitution

u2 +
2α

meb2v2
0
u − 1

b2 = −
[

1
b2 +

(
α

meb2v2
0

)2
]

(1 − ω2)

=⇒ ω =
(

u +
α

meb2v2
0

)[
1
b2 +

(
α

meb2v2
0

)2
]−1/2

führt zu

θmin = π +

ω(umin)∫
ω(0)

dΩ(1 − ω2)−1/2 = π + arccos ω(0) − arccos ω(umin) .

Da umin Nullstelle des Integranden aus (1.62) ist, gilt ω(umin) = 1 und somit
arccos ω(umin) = 0. Wir erhalten schließlich

cos
χ − π

2
= sin

χ

2
= ω(0) =

α

meb2v2
0

[
1
b2 +

(
α

meb2v2
0

)2
]−1/2

=⇒ sin2 χ

2
=

(
1 +

b2m2
ev

4
0

α2

)−1

=⇒ b(χ) =
|α|

mev2
0

cot
χ

2

=⇒
∣∣∣∣ db

dχ

∣∣∣∣ =
|α|

2mev2
0

1
sin2 χ

2

.

Damit ergibt sich für den differentiellen Wirkungsquerschnitt der Ein-Teil-
chenstreuung

dσ

dΩ
=

α2

4m2
ev

4
0

1
sin4 χ

2

. (1.63)

Er ist monoton fallend mit der Energie mev
2
0/2 der Elektronen sowie mit

dem Streuwinkel χ und divergiert für χ = 0. Dies ist eine Folge der langen
Reichweite des Coulomb-Potentials. Bemerkenswerterweise gibt es keinen Un-
terschied zwischen dem attraktiven (α < 0) und repulsiven Fall (α > 0). Der
totale Wirkungsquerschnitt ist

σtot =
πα2

2m2
ev

4
0

π∫
0

dχ sin χ

sin4 χ
2

= − πα2

m2
ev

4
0

1
sin2 χ

2

∣∣∣∣∣
π

0

−→ ∞ .

Der Grund für diese Divergenz liegt wiederum am langreichweitigen
1/r-Verhalten des Wechselwirkungspotentials. Der differentielle Wirkungs-
querschnitt im Schwerpunktsystem ergibt sich durch die Ersetzung
me → µ = memp/(me + mp) zu
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dσ

dΩ∗ =
α2

4µ2v4
0

1
sin4 χ

2

,

mit v0 als anfänglicher Relativgeschwindigkeit von Elektron und Proton. Das
Massenverhältnis von Elektron und Proton ist

me

mp
≈ 5.4 · 10−4 	 1 .

In nullter Näherung gilt daher me/mp ≈ 0 , µ ≈ me, und wir können schrei-
ben:

dσ

dΩ
≈ dσ

dΩ∗ ≈ dσ

dΩL
.

1.6 Relativistische Mechanik

Zu Anfang des 20. Jahrhunderts glaubte man, daß das gesamte Weltall von
einem Medium, dem sog. Äther, erfüllt sei, das die Propagation des Lichts
durch den Raum ermöglicht. Diese Ätherhypothese hätte zur Folge, daß
die Lichtgeschwindigkeit in Inertialsystemen, die sich mit verschiedenen Ge-
schwindigkeiten relativ zum Äther bewegen, unterschiedlich groß sein müßte.
Überraschenderweise konnte durch keines der damals mit hoher Präzision
durchgeführten Experimente (z.B. Michelson-Moreley-Experiment) dieser Ef-
fekt beobachtet werden. Alle experimentellen Ergebnisse deuten im Gegenteil
darauf hin, daß Licht in allen Inertialsystemen die gleiche Ausbreitungsge-
schwindigkeit besitzt.

1905 veröffentlichte Albert Einstein seine spezielle Relativitätstheorie,
welche die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit zum Axiom erhebt und die
Ätherhypothese vollständig verwirft. Die spezielle Relativitätstheorie – ur-
sprünglich im Rahmen der Elektrodynamik formuliert – bildet eine selbst-
konsistente Theorie, die die Newtonsche Mechanik als Grenzfall kleiner Ge-
schwindigkeiten im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit enthält.

Nach einer Besprechung der grundlegenden Voraussetzungen der speziel-
len Relativitätstheorie, in der sich der Begriff der Lorentz-Transformation als
entscheidend erweisen wird, diskutieren wir daraus folgende relativistische
Effekte im Kontext der Mechanik und zeigen, daß das Kausalitätsprinzip,
d.h. die chronologische Abfolge von Ereignissen in der Vergangenheit, Gegen-
wart und Zukunft auch hier seine Gültigkeit behält. Desweiteren beschäftigen
wir uns mit der adäquaten Definition relativistischer kinematischer Vierer-
größen, die eine forminvariante Formulierung der relativistischen Mechanik
gewährleisten. Der letzte Unterabschnitt beschäftigt sich mit der Lagrange-
schen Formulierung der relativistischen Mechanik.
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1.6.1 Grundvoraussetzungen, Minkowski-Raum,
Lorentz-Transformation

Die spezielle Relativitätstheorie beruht auf folgenden Axiomen:

• Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: Die Lichtgeschwindigkeit im Va-
kuum ist für alle gleichförmig bewegten Bezugssysteme gleich groß, nämlich
c ≈ 3 · 108 m/s.

• Relativitätsprinzip: Physikalische Gesetze sind in allen Inertialsystemen
gleichermaßen gültig, d.h. es existiert kein ausgezeichnetes Bezugssystem.

Im Relativitätsprinzip sind enthalten die Homogenität von Raum und Zeit,
nach der kein ausgezeichneter Ort und Zeitpunkt existiert, und die Isotropie
des Raumes, nach der es keine bevorzugte Raumrichtung gibt. Im Kontext
der Mechanik kann als weiteres Axiom das Korrespondenzprinzip angesehen
werden. Es besagt, daß alle physikalischen Gesetzmäßigkeiten der speziellen
Relativitätstheorie im Grenzfall v/c → 0 in die entsprechenden Gesetze der
Newtonschen Mechanik übergehen.

Das erste Axiom hat zur Folge, daß die Voraussetzung der Newtonschen
Mechanik einer absoluten Zeit in allen Bezugssystemen aufgegeben werden
muß. Insofern erweist es sich als günstig, physikalische Ereignisse mathema-
tisch in einem vierdimensionalen Raum zu beschreiben, in dem die Zeit t
(bzw. das Produkt aus Zeit und Lichtgeschwindigkeit, ct) als eigene Dimensi-
on gleichberechtigt zu den drei Raumdimensionen erscheint. Dies ist der sog.
Minkowski-Raum. Bevor wir uns ihm zuwenden, wollen wir einige Vereinba-
rungen treffen, die es gestatten, die Relativitätstheorie in sehr übersichtlicher
Weise zu formulieren:

• Über gleiche Indizes, von denen der eine unten und der andere oben zu
stehen hat, wird summiert, so daß Summenzeichen fortgelassen werden
können. Summationen, in denen zwei gleiche Indizes oben oder unten ste-
hen, sind nicht definiert (Einsteinsche Summenkonvention).

• Vektoren, deren Index oben steht, heißen kontravariant, solche mit unten
stehendem Index kovariant. Obwohl diese Unterscheidung im Rahmen der
relativistischen Mechanik keine große Rolle spielt, wollen wir sie dennoch
schon jetzt einführen; ihr voller Nutzen wird sich spätestens im Kontext der
forminvarianten Formulierung der Elektrodynamik (Abschn. 2.3) erweisen.

• Bei Matrizen steht der Zeilenindex vor dem Spaltenindex.

Definition: Minkowski-Raum

Der Minkowski-Raum ist ein vierdimensionaler linearer Vektorraum über
dem Körper der reellen Zahlen. Seine Elemente x werden durch vierkom-
ponentige Koordinatenvektoren bzw. Vierervektoren (im folgenden oftmals
auch einfach nur: Vektoren)

�
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(xµ(t)) =
(

ct
x(t)

)
=

⎛
⎜⎜⎝

ct
x(t)
y(t)
z(t)

⎞
⎟⎟⎠

repräsentiert. Man beachte die Notation: xµ , µ = 0, 1, 2, 3 bezeichnet die
µ-te kontravariante Koordinate von x.
Metrik des Minkowski-Raumes
Das Skalarprodukt zweier Vierervektoren ist in folgender Weise definiert:

(xµ) · (yν) = xµgµνyν = xµyµ

(xµ) · (yν) = xµgµνxν = xµyµ

(gµν) = (gµν) =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎠ , gµ

ν = gν
µ = δµ

ν . (1.64)

Hieraus folgt unmittelbar:

• gµαgαν = δµ
ν ,

• xµ = gµνxν , xµ = gµνxν , d.h. ko- und kontravariante Vektoren unter-
scheiden sich allein im Vorzeichen der räumlichen Komponenten,

• xµyµ = xµyµ.

gµν ist der (nichteuklidische) metrische Tensor des Minkowski-Raumes.

Im Gegensatz zum dreidimensionalen euklidischen Fall ist hier die Norm eines
Vektors offenbar nicht mehr positiv definit, und es können die Fälle

xµxµ = c2t2 − x2

⎧⎨
⎩

> 0
= 0
< 0

auftreten. Betrachten wir nun zwei Inertialsysteme K und K′, die sich mit
konstanter Geschwindigkeit relativ zueinander bewegen, und nehmen an, daß
zu irgend einem Zeitpunkt ein Lichtsignal in alle Richtungen ausgesandt wird.
Aufgrund des Relativitätsprinzips sollte dann die Propagation dieses Signals
in beiden Systemen als eine sich gleichmäßig ausbreitende Kugelwelle wahr-
genommen werden. Bezeichnen xµ

0 und x′µ
0 den raumzeitlichen Ursprung des

Lichtsignals im System K bzw. K′ und dementsprechend xµ bzw. x′µ einen
Punkt der Wellenfront zu einem späteren Zeitpunkt, dann kann das Postulat
der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit ausgedrückt werden durch

(x − x0)µ(x − x0)µ = c2(t − t0)2 − (x − x0)2

= c2(t′ − t′0)
2 − (x′ − x′

0)
2

= (x′ − x′
0)

µ(x′ − x′
0)µ = 0 .



1.6 Relativistische Mechanik 101

Das heißt der vierdimensionale Abstand zweier Lichtvektoren ist in jedem
Inertialsystem Null. Diesen Sachverhalt verallgemeinernd drückt sich die geo-
metrische Struktur der vierdimensionalen Raum-Zeit durch die Invarianzei-
genschaft des Abstandes zweier beliebiger Vierervektoren aus, was letztlich
aus dem Relativitätsprinzip bzw. der Homogenität der Raum-Zeit und der
Isotropie des Raumes gefolgert werden kann:

(x − y)µ(x − y)µ = (x′ − y′)µ(x′ − y′)µ .

Unter den Transformationen, die K in K′ überführen, sind also nur solche
physikalisch sinnvoll, die diese Gleichung beachten. Dies sind die sog. Lorentz-
Transformationen, lineare Abbildungen, die Translationen und Drehungen im
vierdimensionalen Minkowski-Raum entsprechen. Für sie gilt der

Satz 1.35: Lorentz-Transformationen

Lorentz-Transformationen beschreiben den relativistischen Übergang von
einem Inertialsystem K zu einem anderen K′. Sie sind über die Transfor-
mationsgleichung

xµ → x′µ = Λµ
νxν + aµ , aµ = Raum-Zeit-Translation

kontravarianter Vektoren definiert. Zusammen mit der Erhaltung des Ab-
standes,

(x − y)µ(x − y)µ = (x′ − y′)µ(x′ − y′)µ ,

folgt hieraus einerseits die Bedingungsgleichung

Λµ
αgµνΛν

β = gαβ (1.65)

und andererseits das entsprechende Transformationsverhalten kovarianter
Vektoren,

x′
µ = gµνx′ν = gµν (Λν

αxα + aν) = xβ [Λ−1]βµ + aµ ,

mit der zu Λµ
ν inversen Transformation

[Λ−1]βµ = gµνΛν
αgαβ = Λµ

β , [Λ−1]βµΛµ
γ = gµνΛν

αgαβΛµ
γ = δβ

γ .

In Matrixschreibweise lautet die Bedingung (1.65) ΛTgΛ = g und entspricht
der Forderung RTR = 1 an Drehmatrizen im dreidimensionalen euklidi-
schen Fall. Lorentz-Transformationen mit aµ = 0 konstituieren die homogene
Lorentz-Gruppe. Hierbei bleibt neben dem Abstand auch das Skalarprodukt
zweier Vektoren unverändert:

xµyµ = x′µy′
µ .

Im allgemeinen Fall (aµ) �= 0 erhält man die inhomogene Lorentz-Gruppe oder
Poincaré-Gruppe. Die homogene Lorentz-Gruppe läßt sich weiter unterteilen
in
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Homogene Transformationen: det(Λ) = ±1 , Λ0
0 = ±1

↪→ Orthochrone Transformationen: det(Λ) = ±1 , Λ0
0 = +1

↪→ Eigentliche Transformationen: det(Λ) = +1 , Λ0
0 = +1.

Eigentliche Transformationen besitzen drei konstante (Raum-)Drehwinkel
und drei konstante Boostwinkel. Sie lassen die Zeitrichtung und den Rich-
tungssinn der drei Raumachsen unverändert. Zusammen mit den Raum-Zeit-
Translationen aµ bilden sie die 10-parametrige eigentliche orthochrone Poin-
caré-Gruppe (vgl. Satz 1.10).

Beispiele für eigentliche Lorentz-Transformationen.

• Drehungen im Raum:

Λ(R) = (Λ(R)µ
ν) =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
0
0
0
R

⎞
⎟⎟⎠

• Spezielle Boosts:

Λ(1) = (Λ(1)µ
ν) =

⎛
⎜⎜⎝

cosh α sinhα 0 0
sinhα cosh α 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠

Λ(2) = (Λ(2)µ
ν) =

⎛
⎜⎜⎝

cosh α 0 sinhα 0
0 1 0 0

sinhα 0 cosh α 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠

Λ(3) = (Λ(3)µ
ν) =

⎛
⎜⎜⎝

cosh α 0 0 sinhα
0 1 0 0
0 0 1 0

sinhα 0 0 cosh α

⎞
⎟⎟⎠ .

Die Λ(i) beschreiben den Übergang von einem Inertialsystem K zu einem
anderen K′, das sich relativ zu K mit konstanter Geschwindigkeit entlang
der i-ten Raumachse bewegt.

Zur Interpretation des Boostwinkels α betrachten wir den Fall, daß sich K′

relativ zu K mit konstanter Geschwindigkeit v (gemessen in K) entlang der
x-Achse bewegt. Es finde nun im räumlichen Ursprung von K′ zur Zeit t′ ein
Ereignis statt, das in K und K′ durch die Vektoren

(xµ) =

⎛
⎜⎜⎝

ct
vt
0
0

⎞
⎟⎟⎠ , (x′µ) =

⎛
⎜⎜⎝

ct′

0
0
0

⎞
⎟⎟⎠
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beschrieben wird. Unter Anwendung von Λ(1) ergibt sich

ct′ = ct cosh α + vt sinhα , 0 = ct sinhα + vt cosh α , (1.66)

und es folgt

tanhα = −β =⇒ cosh α =
±1√
1 − β2

, sinhα =
∓β√
1 − β2

, β =
v

c
.

Zur Festlegung der jeweiligen Vorzeichen betrachten wir den nichtrelativisti-
schen Grenzfall β → 0, entwickeln cosh α und sinhα bis zur jeweils führenden
Ordnung in β,

cosh α ≈ ±1 , sinhα ≈ ∓β ,

und setzen diese Ausdrücke in (1.66) ein:

ct′ ≈ ±ct ∓ βvt , 0 ≈ ∓βct ± vt = ∓vt ± vt .

Unter Beachtung des Korrespondenzprinzips ct′
β→0−→ ct folgt hieraus

cosh α =
+1√
1 − β2

, sinhα =
−β√
1 − β2

.

1.6.2 Relativistische Effekte

Im folgenden diskutieren wir einige physikalische Konsequenzen, die sich aus
der Struktur von Lorentz-Transformationen ergeben. Wir nehmen dabei wie-
der an, daß sich K′ relativ zu K mit konstanter Geschwindigkeit v in x-
Richtung bewegt.10

Zeitdilatation. Ein in K ruhender Beobachter läßt an der Stelle x1 zwei
Lichtblitze zu den Zeitpunkten t1 und t2 los. Diese entsprechen im System
K′ den Zeitpunkten

t′1 = t1 cosh α +
x1

c
sinhα , t′2 = t2 cosh α +

x1

c
sinhα .

Es folgt

∆t′ = t′2 − t′1 =
∆t√
1 − β2

≥ ∆t = t2 − t1 .

Das heißt einem Beobachter werden Zeitintervalle in zu ihm bewegten Syste-
men immer als gedehnt erscheinen.

10 Man beachte, daß unten stehende Indizes hier keine kovariante µ-Indizierung be-
deuten, sondern lediglich verschiedene kontravariante Komponenten markieren.
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Längenkontraktion. Im System K befinde sich ein Stab der Länge
∆x = x2 − x1 längs der x-Achse ausgerichtet. Ein vorbeifliegender Beob-
achter des Systems K′ messe die Länge dieses Stabes, indem er Anfang und
Ende zur gleichen Zeit bestimmt. Es gilt

x′
2 − x′

1 = ∆x′ = c∆t sinhα + ∆x cosh α .

Gleichzeitigkeit des Meßvorgangs im System K′ bedeutet

c∆t′ = 0 = c∆t cosh α + ∆x sinhα =⇒ c∆t = −∆x tanhα .

Daraus folgt

∆x′ = ∆x(− sinhα tanhα + cosh α) = ∆x
√

1 − β2 ≤ ∆x .

Ein Beobachter sieht also die Länge von relativ zu ihm bewegten Ge-
genständen verkürzt. Da es unerheblich ist, welches der Systeme K und K′

als bewegtes System aufgefaßt wird, werden Zeitdilatation und Längenkon-
traktion in beiden Systemen gleichermaßen wahrgenommen.

Addition relativistischer Geschwindigkeiten. Wir betrachten ein Teil-
chen, das sich mit der Geschwindigkeit ω in K bewegt und fragen danach,
wie groß ω′ in K′ ist. Es gilt

ω′
x = c

dx′1

dx′0 = c
dx0 sinhα + dx1 cosh α

dx0 cosh α + dx1 sinhα
= c

tanhα + dx1

dx0

1 + dx1

dx0 tanhα
= c

−v
c + 1

cωx

1 − v
c2 ωx

=⇒ ω′
x =

ωx − v

1 − v
c2 ωx

,

ω′
y,z = c

dx′2,3

dx′0 = c
dx2,3

dx0 cosh α + dx1 sinhα
=

c

cosh α

dx2,3

dx0

1 + dx1

dx0 tanhα

=
c

cosh α

1
cωy,z

1 + ωx

c tanhα

=⇒ ω′
y,z =

ωy,z(1 − β2)
1 − v

c2 ωx
.

Insgesamt erhält man

ω′ =
1

1 − v
c2 ωx

⎛
⎝ ωx − v

ωy

√
1 − β2

ωz

√
1 − β2

⎞
⎠ .

Offensichtlich ist diese Gleichung nur für Relativgeschwindigkeiten |v| ≤ c
und damit auch |ω| ≤ c physikalisch sinnvoll. Weiterhin überzeugt man sich
leicht davon, daß für alle möglichen Kombinationen von v, |ω| ≤ c auch in K′

keine größere Geschwindigkeit als die des Lichts gefunden wird. Insbesondere
gilt
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ω =

⎛
⎝ c

0
0

⎞
⎠ =⇒ ω′ =

⎛
⎝ c

0
0

⎞
⎠ und v = c =⇒ ω′ = −

⎛
⎝ c

0
0

⎞
⎠ .

Die Lichtgeschwindigkeit ist also die obere Grenzgeschwindigkeit für jegliche
Art von Teilchenbewegung.

1.6.3 Kausalitätsprinzip, raum-, zeit- und lichtartige Vektoren

Das Kausalitätsprinzip in der Newtonschen Mechanik besagt, daß ein Wir-
kungsereignis E2 seinem Ursachenereignis E1 immer zeitlich folgen muß, d.h.
t2 − t1 ≥ 0. Soll dieses Prinzip auch in der relativistischen Mechanik erhalten
bleiben, so darf sich in keinem Inertialsystem dieser Kausalzusammenhang
umdrehen. Wir betrachten dazu zwei Ereignisse

(xµ
1 ) =

⎛
⎜⎜⎝

ct1
x1
0
0

⎞
⎟⎟⎠ , (xµ

2 ) =

⎛
⎜⎜⎝

ct2
x2
0
0

⎞
⎟⎟⎠

in K, von denen xµ
2 die Wirkung von xµ

1 ist, d.h.

t2 > t1 , c(t2 − t1) ≥ |x2 − x1| ≥ x2 − x1 .

In dem zu K mit der Geschwindigkeit v bewegten System K′ ergibt sich
(cosh α ≥ 1, | tanhα| ≤ 1)

c(t′2 − t′1) = c(t2 − t1) cosh α + (x2 − x1) sinhα

= [c(t2 − t1) + (x2 − x1) tanhα] cosh α

≥ c(t2 − t1)(1 + tanhα) ≥ 0 .

Das Kausalitätsprinzip behält also auch in der relativistischen Mechanik sei-
ne Gültigkeit. Insbesondere bleibt in jedem Inertialsystem die chronologische
Abfolge Vergangenheit-Gegenwart-Zukunft erhalten. In Abb. 1.23 sind die-
se drei Zeitbereiche im Minkowski-Raum graphisch dargestellt, wobei eine
Raumrichtung unterdrückt ist. Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft eines
gegenwärtigen Ereignisses E sind jeweils getrennt durch Lichtkegel, deren
Mantelflächen durch Vektoren erzeugt werden, für die gilt:

dxµdxµ = 0 ⇐⇒ |ẋ| = c .

Vektoren mit dieser Eigenschaft heißen lichtartig, da sie eine sich mit Licht-
geschwindigkeit ausbreitende Bewegung beschreiben. Die Ereignisse, die E
beeinflußen können (Vergangenheit) oder durch E beeinflußt werden können
(Zukunft), liegen auf dem unteren bzw. oberen Lichtkegel oder in deren In-
nern. Der innere Bereich wird durch zeitartige Vektoren mit der Eigenschaft

dxµdxµ > 0 ⇐⇒ |ẋ| < c
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x

y
Vergangenheit

Zukunft

Gegenwart

E

zeitartig

lichtartig
raumartig

Abb. 1.23. Zur Einteilung der drei Zeitbereiche Vergangenheit, Gegenwart und
Zukunft

beschrieben. Die Komplementärmenge zur Vergangenheit und Zukunft von
E ist die Gegenwart von E. Sie ist das Äußere des Lichtkegels und wird durch
raumartige Vektoren beschrieben, mit

dxµdxµ < 0 ⇐⇒ |ẋ| > c .

Dies ist der Bereich von Ereignissen, für die E weder Ursache noch Wirkung
sein kann.

1.6.4 Lorentzkovariante11 Formulierung
der relativistischen Mechanik

Nach dem Relativitätsprinzip muß es eine lorentzkovariante (forminvariante)
Formulierung der relativistischen Mechanik geben, so daß die physikalischen
Gesetze wie in der Newtonschen Mechanik in allen Inertialsystemen das glei-
che Aussehen haben. Dies ist aber nur dann gewährleistet, wenn sich die
entsprechenden Größen (Geschwindigkeit, Impuls, Kraft, etc.) wie Vierer-
vektoren transformieren. Offenbar trifft diese Forderung auf die Ableitung
eines Vierervektors xµ nach seiner 0-ten Komponente nicht zu, weil das Zeit-
differential dx0 = cdt kein Lorentz-Skalar, d.h. unter beliebigen Lorentz-
Transformationen nicht invariant ist:

11 Wie in vielen anderen Lehrbüchern wird auch in diesem Buch das defi-
nierte Transformationsverhalten relativistischer Vierergrößen unter Lorentz-
Transformationen mit ”lorentzkovariant“ umschrieben, ungeachtet das feinen
Unterschiedes zwischen ”kovariant“ und ”kontravariant“. Dasselbe gilt für re-
lativistische Gleichungen, die ihre Form unter Lorentz-Transformationen nicht
ändern. ”Lorentzinvariant“ sind Größen bzw. Gleichungen, deren Wert unter
Lorentz-Transformationen unverändert bleibt (Lorentz-Skalar).
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dx′µ

dx′0 �= Λµ
ν
dxν

dx0 .

Da nun aber c die obere Grenzgeschwindigkeit jeglicher physikalischer Bewe-
gung darstellt, ist xµ ein zeitartiger Vektor, so daß es zu jedem Zeitpunkt t
ein Inertialsystem gibt, in dem das Teilchen ruht (momentanes Ruhesystem).
Das heißt

dxµdxµ = c2dt2 − dx2 = c2dt′2 − dx′2 = dx′µdx′
µ = c2dτ2 > 0 , (1.67)

wobei dτ das Zeitdifferential des Ruhesystems (Eigenzeitdifferential) ist. Di-
vision der letzten Beziehung durch dτ2 ergibt

dxµ

dτ

dxµ

dτ
= c2

(
dt

dτ

)2

−
(

dx

dτ

)2

=
dx′µ

dτ

dx′
µ

dτ

= c2
(

dt′

dτ

)2

−
(

dx′

dτ

)2

= c2 .

Demnach ist dxµ/dτ ein zeitartiger Vierervektor mit der Länge c, transfor-
miert sich also unter beliebiger Lorentz-Transformation Λ wie

dx′µ

dτ
= Λµ

ν
dxν

dτ
, (1.68)

und wir erhalten mit (1.67) den

Satz 1.36: Eigenzeitdifferential dτ

Das Eigenzeitdifferential

dτ = dt

√
1 − 1

c2

(
dx

dt

)2

= dt′
√

1 − 1
c2

(
dx′

dt′

)2

= . . .

ist ein Lorentz-Skalar und gibt die Zeitskala im Ruhesystem eines relativ
zu Inertialsystemen K, K′, . . . bewegten Objektes an.

Diese Gleichung drückt noch einmal die Zeitdilatation in differentieller Form,
verallgemeinert auf beschleunigte Bewegungen, aus. Aufgrund seines Trans-
formationsverhaltens (1.68) heißt dxµ/dτ Vierergeschwindigkeit. Sie ist mit
der physikalischen Geschwindigkeit ẋ in folgender Weise verbunden:

Definition: Vierergeschwindigkeit uµ,
physikalische Geschwindigkeit ẋ

(uµ) =
(

dxµ

dτ

)
=

dt

dτ

(
dxµ

dt

)
=

1√
1 − ẋ2

c2

(
c
ẋ

)
.



108 1. Mechanik

Die Ableitung eines Vierervektors nach der Eigenzeit τ führt immer wieder
auf Vierervektoren, so daß sich nun die übrigen Größen der lorentzkovarianten
relativistischen Mechanik leicht konstruieren lassen. Der Impuls wird analog
zur Newtonschen Mechanik definiert durch:

Definition: Viererimpuls pµ, physikalischer Impuls p

(pµ) = m0(uµ)

=
m0√
1 − ẋ2

c2

(
dxµ

dt

)
=

(
cm
p

)
, p = mẋ , (1.69)

wobei m0 ein Lorentz-Skalar, also die Masse des Teilchens, gemessen in sei-
nem Ruhesystem, (Ruhemasse) sein muß. Aus dieser Definition folgt, daß die
Masse m keine Konstante mehr ist, sondern explizit geschwindigkeitsabhängig
und sich gemäß der Gleichung

m = m(t) =
m0√
1 − ẋ2

c2

verhält. Die Kraft definieren wir entsprechend durch:

Definition: Viererkraft Fµ, physikalische Kraft F

(Fµ) =
(

dpµ

dτ

)
=

1√
1 − ẋ2

c2

(
dpµ

dt

)

=
1√

1 − ẋ2

c2

(
cdm

dt

F

)
, F =

dp

dt
. (1.70)

Gleichung (1.70) stellt gleichzeitig die lorentzkovariante Bewegungsgleichung
der relativistischen Mechanik dar. Man überprüft leicht, daß die Gleichungen
(1.69) und (1.70) neben dem Relativitätsprinzip auch das Korrespondenzprin-
zip erfüllen und für kleine Geschwindigkeiten |ẋ| 	 c in die entsprechenden
Ausdrücke der Newtonschen Mechanik übergehen.

Es ist nicht immer möglich, eine vollständig kovariante Formulierung ei-
nes gegebenen mechanischen Problems durch (1.70) anzugeben, da nicht alle
Typen von Kräften als Vierergrößen zur Verfügung stehen. Hierzu gehört
z.B. die Gravitationskraft. Sie setzt als ”statische Fernwirkungskraft“ eine
unendlich große Ausbreitungsgeschwindigkeit voraus und steht somit im Wi-
derspruch zum ersten Axiom der Relativitätstheorie. Ein anderes Beispiel
sind die Zwangsbedingungen eines starren Körpers, da sie nur die Rauman-
teile von Vierervektoren beinhalten. Das gesamte Gebiet der Dynamik starrer
Körper besitzt deshalb kein relativistisches Analogon.
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Physikalische Folgerungen. Bewegt sich ein Teilchen in einem konserva-
tiven Kraftfeld, dann gilt

F =
dp

dt
=

d
dt

⎛
⎝ m0ẋ√

1 − ẋ2

c2

⎞
⎠ = −∇V (x) .

Multiplikation dieser Gleichung mit ẋ liefert

d
dt

⎛
⎝ m0ẋ√

1 − ẋ2

c2

⎞
⎠ ẋ =

d
dt

⎛
⎝ m0c

2√
1 − ẋ2

c2

⎞
⎠ = −∇V (x)ẋ = − d

dt
V (x) .

Hieraus folgt der

Satz 1.37: Relativistische Energieerhaltung
in konservativen Kraftfeldern

mc2 + V (x) = E = const .

Im Falle kleiner Geschwindigkeiten ẋ2/c2 	 1 geht diese Beziehung über in

m0c
2 +

m0

2
ẋ2 + . . . + V (x) = E ,

was bis auf die physikalisch irrelevante Konstante m0c
2 der klassischen Ener-

gieerhaltung entspricht. Wir definieren deshalb:

Definition: Kinetische Energie T

T = mc2 − m0c
2 =

m0c
2√

1 − ẋ2

c2

− m0c
2 .

Der Ausdruck m0c
2 wird als Ruheenergie des Teilchens bezeichnet. Man be-

achte, daß die in der klassischen Mechanik geltende Beziehung
dT

dt
= mẋẍ = F ẋ

auch in der relativistischen Mechanik gilt, denn wir haben

F ẋ = m0ẋ
d
dt

⎛
⎝ ẋ√

1 − ẋ2

c2

⎞
⎠ =

m0ẋẍ

c2
(
1 − ẋ2

c2

)3/2 =
d
dt

(mc2) =
dT

dt
.

Bei Abwesenheit äußerer Kräfte reduziert sich Satz 1.37 auf die berühmte
Einsteinsche Gleichung

E = mc2 = p0c .

Sie besagt, daß Energie und Masse äquivalent, also auch ineinander transfor-
mierbar sind. Weiterhin folgt hieraus zusammen mit (1.69) der
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Satz 1.38: Relativistische Energie-Impuls-Beziehung
für freie Teilchen

pµpµ = p02 − p2 = m2
0c

2 ⇐⇒ E2 = m2
0c

4 + p2c2 .

Es sei hier vermerkt, daß die Definitionen des Viererimpulses und der Vie-
rerkraft eindeutig sind, wenn man größtmögliche Analogie zur Newtonschen
Mechanik unter Beachtung des Relativitäts- und Korrespondenzprinzips for-
dert. Die Definitionen der physikalischen Dreiergrößen p und F folgen jedoch
a priori nicht eindeutig aus denen der zugehörigen Vierervektoren. Sie sind
vielmehr eine Konsequenz aus experimentellen Erfahrungen. Man beobach-
tet z.B., daß bei Teilchenbeschleunigern immer mehr Energie aufgewendet
werden muß, um Teilchen auf nahezu Lichtgeschwindigkeit zu bringen. Dies
deutet auf eine mit der Geschwindigkeit zunehmende Masse hin, so daß die
Definitionsgleichung (1.69) physikalisch sinnvoller ist als p = m0dx/dt. Eine
andere Beobachtung ist der sog. Massendefekt, der besagt, daß z.B. die Masse
eines Atomkerns kleiner ist als die Summe der Konstituentenmassen. Dar-
aus folgt offensichtlich, daß ein Teil der Konstituentenmassen im Atomkern
als Bindungsenergie auftritt bzw. absorbiert wird. Durch die hier gewählte
Definition der physikalischen Kraft (1.70) wird diese Masse-Energie-Äquiva-
lenz automatisch vorhergesagt. Die Tatsache also, daß bis auf die Ersetzung
m0 → m die relativistischen kinematischen Dreiergrößen mit den entspre-
chenden Größen der Newtonschen Mechanik formal identisch sind (Einfach-
heit der Theorie), hat uns zusammen mit experimenteller Konsistenz zu obi-
gen Definitionen geführt.

Betrachten wir zum Schluß die gegenseitige Wechselwirkung relativisti-
scher Teilchen ohne äußere Krafteinwirkung. Dann lassen sich Energie- und
Impulserhaltung in eine einzige Gleichung für die Viererimpulse der Teilchen
ausdrücken:∑

i

pµ
i =

∑
j

p′µ
j , (1.71)

wobei pµ
i die Anfangsviererimpulse und p′µ

j die Viererimpulse im Endzustand
sind. Aufgrund der Energie-Masse-Äquivalenz gilt diese Gleichung in einem
sehr allgemeinen Sinne: Es können in dem betrachteten Wechselwirkungs-
prozeß Teilchen erzeugt und vernichtet werden. Für alle beteiligten Teilchen
gelten dabei nach Satz 1.38 die Massenschalenbedingungen

pµ
i pµ,i = m2

i c
2 , p′µ

j p′
µ,j = m′2

j c2 , (1.72)

wobei mi und m′
j die Ruhemassen der Teilchen im Anfangs- bzw. Endzustand

bezeichnen. Viele physikalische Effekte wie z.B. der Massendefekt (Anwen-
dung 18) oder Compton-Effekt (Anwendung 19) lassen sich auf die Erhaltung
des Viererimpulses zurückführen.
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1.6.5 Lagrange-Formulierung der relativistischen Mechanik

Nachdem eine mit der speziellen Relativitätstheorie im Einklang stehende
Verallgemeinerung der Newtonschen Bewegungsgleichung gefunden wurde,
soll nun die Lagrange-Formulierung der relativistischen Mechanik untersucht
werden. Der einfachste Weg zum Aufstellen einer relativistischen Lagrange-
Funktion ist, das Hamiltonsche Prinzip, Satz 1.18, zu verwenden und eine La-
grange-Funktion L zu suchen, für die die Lagrange-Gleichungen die richtigen
relativistischen Bewegungsgleichungen liefern. Betrachten wir von vornherein
den Fall, daß sich die Kraft aus einem generalisierten Potential nach (1.31)
in der Weise

F (x, ẋ, t) = −∇Vx(x, ẋ, t) +
d
dt

∇ẋV (x, ẋ, t)

darstellen läßt, dann führt der folgende Ansatz für die Lagrange-Funktion
eines einzelnen Teilchens in diesem Kraftfeld zum richtigen Ergebnis:

L = −m0c
2

√
1 − ẋ2

c2 − V . (1.73)

Denn es gilt

∇xL = −∇xV , ∇ẋL =
m0ẋ√
1 − ẋ2

c2

− ∇ẋV

=⇒ d
dt

⎛
⎝ m0ẋ√

1 − ẋ2

c2

⎞
⎠ = −∇xV +

d
dt

∇ẋV = F .

Hierbei ist zu beachten, daß (1.73) nicht mehr durch L = T − V gegeben ist.
Man kann bisher Gesagtes leicht auf Systeme mit vielen Teilchen verallge-
meinern und von kartesischen Koordinaten xj auf irgend einen Satz genera-
lisierter Koordinaten qi übergehen. Auch hierbei sind die Hamilton-Funktion
H und der generalisierte Impuls pi definiert durch

H =
n∑

i=1

piq̇i − L , pi =
∂L

∂q̇i
,

so daß die Sätze 1.22 und 1.23 ihre Gültigkeit behalten. Beschränkt man
sich überdies auf konservative Kräfte (∂V/∂q̇i = 0), dann liefert auch hier
die Hamilton-Funktion die Gesamtenergie des Systems. Beispielsweise folgt
unter Berücksichtigung von Satz 1.37 im Fall eines einzelnen Teilchens

H = ẋ∇ẋL − L =
m0c

2√
1 − ẋ2

c2

+ V = E = const .
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Lorentzkovariante Lagrange-Formulierung. Das soeben angegebene
dreidimensionale Lagrange-Verfahren liefert die korrekten relativistischen Be-
wegungsgleichungen innerhalb eines Inertialsystems. Es handelt sich hierbei
jedoch nicht um eine (vierdimensionale) lorentzkovariante Formulierung, die
in jedem Inertialsystem das gleiche Aussehen hat. Um zu ihr zu gelangen,
hat man vom lorentzinvarianten Hamiltonschen Prinzip

S =
∫

dτL̃ −→ extremal

auszugehen, aus dem sich z.B. für ein einzelnes Teilchen die Lagrange-
Gleichungen

d
dτ

∂L̃

∂uµ
− ∂L̃

∂xµ
= 0 (1.74)

herleiten lassen. Hierbei ist L̃ die lorentzinvariante Lagrange-Funktion, dτ das
Eigenzeitdifferential, xµ der Vierervektor und uµ die Vierergeschwindigkeit
des Teilchens. Im Falle eines freien Teilchens ist L̃ in der Weise zu wählen,
daß (1.74) auf die kovariante Bewegungsgleichung

dpµ

dτ
= m0

duµ

dτ
= 0

führt. Dies ist offensichtlich der Fall für

L̃ =
m0

2
uαuα =

m0

2
uαgαβuβ ,

denn es gilt

∂L̃

∂xµ
= 0 ,

∂L̃

∂uµ
=

m0

2
(gµβuβ + uαgαµ) = m0gµαuα = m0uµ

=⇒ m0
duµ

dτ
= 0 ⇐⇒ m0

duµ

dτ
= 0 .

Es wurde bereits im letzten Unterabschnitt auf die Unmöglichkeit einer ko-
varianten Formulierung beim Vorliegen der Gravitationskraft oder anderer

”Fernwirkungskräfte“ hingewiesen. Eine besonders erwähnenswerte Kraft, die
indes eine kovariante Formulierung ermöglicht, ist die Lorentz-Kraft, welche
die Bewegung eines geladenen Teilchens in einem elektromagnetischen Feld
beschreibt. Wir werden dies im Rahmen der Elektrodynamik in den Abschnit-
ten 2.3 und 2.8 diskutieren.

Zusammenfassung

• Die spezielle Relativitätstheorie beruht auf zwei Axiomen, nämlich
der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit und dem Relativitätsprin-
zip. In dieser Theorie stellt die Zeit eine zu den drei Raumrichtungen
gleichberechtigte Dimension im Minkowski-Raum dar und nicht, wie
in der Newtonschen Mechanik, einen äußeren Parameter.

�



Anwendungen 113

• Der Übergang von einem Inertialsystem zu einem anderen wird
durch Lorentz-Transformationen beschrieben. Durch sie ergeben
sich typisch-relativistische Effekte wie z.B. die Zeitdilatation und die
Längenkontraktion.

• Anhand der Additionsformeln relativistischer Geschwindigkeiten erkennt
man explizit, daß die Lichtgeschwindigkeit die obere Grenze für jede Art
von Teilchenbewegung ist.

• Mit Hilfe des Konzepts von Vierervektoren läßt sich die relativistische
Mechanik – wie im Relativitätsprinzip gefordert – in lorentzkovarian-
ter Weise formulieren. Hierbei spielt das momentane Ruhesystem
bzw. das Eigenzeitdifferential eine entscheidende Rolle.

• Für kleine Geschwindigkeiten |ẋ| 	 c gehen die Gesetzmäßigkeiten der
relativistischen Mechanik dem Korrespondenzprinzip entsprechend in
die der Newtonschen Mechanik über.

• Zur Beschreibung der relativistischen Mechanik mittels des Lagrange-
Formalismus bedient man sich des Hamiltonschen Prinzips und sucht
eine Lagrange-Funktion, für die die zugehörigen Lagrange-Gleichungen
die richtigen Bewegungsgleichungen liefern.

Anwendungen

16. Zwillingsparadoxon. Eine Rakete starte zur Zeit t = 0 von der Er-
de aus und beschleunige mit 20-facher Erdbeschleunigung gleichmäßig auf
0.9c. Danach fliege sie mit konstanter Geschwindigkeit ein Jahr und bremse
dann wieder gleichmäßig mit 20-facher Erdbeschleunigung auf 0 herunter.
Der Rückflug zur Erde geschehe auf die gleiche Weise. Man vergleiche die
Gesamtflugzeiten, die im Erd- und Raketensystem gemessen werden, wobei
sich alle gemachten Angaben auf das Erdsystem beziehen.

Lösung. Der Raketenflug enthält zwei Beschleunigungs- und zwei Brems-
phasen, für die gilt (c = 3 · 108 m/s, g = 10 m/s2):

ẋ(t) = ±g′t , g′ = 20g = 200
m
s2

, ∆ẋ = ±0.9c

=⇒ ∆t1 = 1.35 · 106 s = 15.6 Tage ,

und zwei konstante Flugphasen mit

ẋ(t) = ±0.9c , ∆t2 = 365 Tage .

Damit ergibt sich als Gesamtflugzeit im Erdsystem

T = 4∆t1 + 2∆t2 = 792.4 Tage .
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Die entsprechenden Etappenzeiten im Raketensystem berechnen sich nach
Satz 1.36 zu

∆τ1 =

∆t1∫
0

dt

√
1 − g′2

c2 t2 =
1
2

[
t

√
1 − g′2

c2 t2 +
c

g′ arcsin
(

g′

c
t

)]∆t1

0

= 1.13 · 106 s = 13.1 Tage

∆τ2 =

∆t2∫
0

dt
√

1 − 0.81 = 159.1 Tage .

Die Gesamtflugzeit im Raketensystem ist somit

τ = 4∆τ1 + 2∆τ2 = 370.6 Tage .

Nach Rückkehr auf die Erde ist also der Astronaut um weniger als die Hälfte
gegenüber einem Erdbewohner gealtert. Dieser Sachverhalt beinhaltet eine
paradoxe Aussage. Denn man kann sich aufgrund des Relativitätsprinzips
natürlich auch auf den Standpunkt stellen, daß sich die Erde von der Rake-
te entfernt und wieder zu ihr zurückkommt. Demnach müßte der Astronaut
gegenüber einem Erdbewohner schneller gealtert sein. Die Auflösung dieser
vermeintlich paritätischen Situation ist, daß faktisch nur der Astronaut ei-
ne (absolute) Beschleunigung erfahren hat und somit nicht immer in einem
Inertialsystem war.

17. Übergang zum momentanen Ruhesystem. Eine Rakete habe eine
konstante Beschleunigung a, gemessen in ihrem momentanen Ruhesystem K′.
Man zeige, daß ihre Geschwindigkeit in dem Bezugssystem K, von dem aus
die Rakete bei t = 0 in x-Richtung startet, gegeben ist durch

ẋ =
c√

1 + c2

a2t2

.

Lösung. Wir benötigen die momentane Lorentz-Transformation

(Λµ
ν) =

⎛
⎜⎜⎝

cosh α sinhα 0 0
sinhα cosh α 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ ,

die K in K′ überführt. Für sie gilt

u′µ = Λµ
νuν , (uµ) =

dt

dτ

⎛
⎜⎜⎝

c
ẋ
0
0

⎞
⎟⎟⎠ , (u′µ) =

⎛
⎜⎜⎝

c
0
0
0

⎞
⎟⎟⎠

=⇒ cosh α =
dt

dτ
, sinhα = − ẋ

c

dt

dτ
.
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Die Viererbeschleunigung bµ in K ist

(bµ) =
d
dτ

(uµ) =
d2t

dτ2

⎛
⎜⎜⎝

c
ẋ
0
0

⎞
⎟⎟⎠ +

dt

dτ

⎛
⎜⎜⎝

0
dẋ
dτ
0
0

⎞
⎟⎟⎠

=
d2t

dτ2

⎛
⎜⎜⎝

c
ẋ
0
0

⎞
⎟⎟⎠ +

(
dt

dτ

)2

⎛
⎜⎜⎝

0
ẍ
0
0

⎞
⎟⎟⎠ .

Damit ergibt sich für die x-Komponente der Viererbeschleunigung der Rakete
in ihrem Ruhesystem

b′1 = Λ1
νbν = ẍ

(
dt

dτ

)3

=
ẍ(

1 − ẋ2

c2

)3/2 ,

und es folgt für ẋ = c/
√

1 + c2

a2t2

b′1 = a .

18. Massendefekt. Man betrachte einen ruhenden Kern der Ruhemasse
M , der in zwei leichtere Kerne mit den Ruhemassen m1 und m2 zerfällt. Wie
groß sind die Energien der Zerfallsprodukte.
Lösung. Der Viererimpuls pµ des Kerns vor dem Zerfall und die Viererim-
pulse p′µ

1 , p′µ
2 der beiden Zerfallsprodukte sind

(pµ) =
(

Mc
0

)
, (p′µ

1 ) =
(

p′
10

p′
1

)
, (p′µ

2 ) =
(

p′
20

p′
2

)
,

wobei die Massenschalenbedingung (1.72) für den ruhenden Kern bereits
berücksichtigt ist. Die Viererimpulserhaltung (1.71) und Massenschalenbe-
dingungen für die Zerfallskerne liefern zusammen 4 Gleichungen für die
Größen p′

10, p
′
20,p

′
1,p

′
2:

p′
10 + p′

20 = Mc

p′
1 + p′

2 = 0

p′2
10 − p′2

1 = m2
1c

2

p′2
20 − p′2

2 = m2
2c

2 .

Es folgt für die Energie der Zerfallsprodukte

p′2
10 − p′2

20 = (m2
1 − m2

2)c
2

⇐⇒ (p′
10 + p′

20)(p
′
10 − p′

20) = Mc(p′
10 − p′

20) = (m2
1 − m2

2)c
2

=⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

p′
10 =

E1

c
= (M2 + m2

1 − m2
2)

c

2M

p′
20 =

E2

c
= (M2 − m2

1 + m2
2)

c

2M
.
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Schreibt man die ersten beiden Bedingungen der obigen vier Gleichungen in
der Form√

m2
1c

2 + p′2
1 +

√
m2

2c
2 + p′2

1 = Mc ,

so ergibt sich offensichtlich für |p′
1| > 0

M > m1 + m2 ,

d.h. die Ruhemasse des zerfallenden Kerns muß größer sein als die Summe
der Ruhemassen der Zerfallskerne. Die Differenz M − (m1 +m2) ist der Mas-
sendefekt; er wird beim Zerfallsprozeß in kinetische Energie der Zerfallskerne
umgesetzt.
19. Compton-Effekt. Ein Photon (der Ruhemasse 0) trifft auf ein ruhen-
des Elektron. Man berechne den Impuls des Photons nach der Streuung am
Elektron in Abhängigkeit von seinem anfänglichen Impuls und seines Streu-
winkels (Abb. 1.24).

k

k′

p′

θ

Abb. 1.24. Zur Streuung eines Photons an ein ruhendes Elektron

Lösung. Die Viererimpulse kµ, k′µ des Photons und pµ, p′µ des Elektrons
vor und nach der Streuung sind

(kµ) =
( |k|

k

)
, (pµ) =

(
mec
0

)
, (k′µ) =

( |k′|
k′

)
, (p′µ) =

(
p′
0

p′

)
,

wobei die Massenschalenbedingungen für kµ, pµ und k′µ bereits berücksich-
tigt sind. Die Viererimpulserhaltung und Massenschalenbedingung für das
gestreute Elektron ergeben zusammen das Gleichungssystem

|k| + mec = |k′| + p′
0

k = k′ + p′

p′2
0 − p′2 = m2

ec
2 ,

woraus folgt:

p′2
0 = m2

ec
2 + p′2 = m2

ec
2 + (k − k′)2

⇐⇒ (|k| + mec − |k′|)2 = m2
ec

2 + (k − k′)2 .

Dies führt mit kk′ = |k||k′| cos θ zu
1

|k′| =
1

|k| +
1

mec
(1 − cos θ) .



2. Elektrodynamik

Die Elektrodynamik ist eine klassische Feldtheorie, die sich mit elektroma-
gnetischen Phänomenen beschäftigt. Sie beruht u.a. auf Beobachtungen, die
bis zur zweiten Hälfte des 18. Jahrhunderts zurückreichen, als Coulomb die
Kräfte zwischen elektrisch geladenen Körpern untersuchte. Etwa 50 Jahre
später studierte Faraday die Auswirkungen von Strömen und magnetischen
Feldern. Die heutige moderne Form der Elektrodynamik basiert auf den vier
von James Clerk Maxwell im Jahre 1864 formulierten Maxwell-Gleichungen,
aus denen sich alle elektromagnetischen Effekte herleiten lassen. Die Verbin-
dung zwischen der Bewegung geladener Teilchen und den elektromagneti-
schen Feldern wird durch die Lorentz-Kraftgleichung hergestellt.

Vom mathematischen Standpunkt aus gesehen ist die Elektrodynamik
überaus elegant und ökonomisch. Im Gegensatz zur Newtonschen Mechanik
ist sie überdies eine relativistische Theorie, in der die endliche Ausbreitungs-
geschwindigkeit von Information berücksichtigt ist. Demzufolge können Teil-
chen, deren Abstandsvektor raumartig ist, nicht miteinander wechselwirken.
Ähnlich wie in der Mechanik hat sich auch in der Elektrodynamik das Kon-
zept der Punktteilchen äußert erfolgreich bewährt. Allerdings ist die klassi-
sche Elektrodynamik nicht bis hinunter zu kleinsten Abständen gültig, son-
dern als klassischer Grenzfall einer modernen Quantenfeldtheorie, der sog.
Quantenelektrodynamik, zu betrachten.

Am Anfang dieses Kapitels steht die Einführung in den formalen Auf-
bau der Elektrodynamik. Es werden die Grundgleichungen der Theorie, die
Maxwell-Gleichungen und die Lorentz-Kraftgleichung, dargelegt, interpre-
tiert und phänomenologisch begründet.

Abschnitt 2.2 beschäftigt sich mit der allgemeinen Lösung der Maxwell-
Gleichungen. Hierzu führen wir ein Skalar- und ein Vektorpotential ein, so
daß die homogenen Maxwell-Gleichungen automatisch erfüllt sind und die in-
homogenen Maxwell-Gleichungen in zwei inhomogene Potentialgleichungen
überführt werden können. Durch Ausnutzen gewisser, mit den Potentialen
verbundener Eichfreiheiten lassen sich diese Gleichungen entkoppeln und so-
mit relativ leicht lösen. Man erhält als inhomogene Lösung die sog. retar-
dierten Potentiale, in denen die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit von
Signalen explizit zum Ausdruck kommt.
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Da die Elektrodynamik eine relativistische Theorie ist, können wir sie
so umformulieren, daß ihre relativistische Forminvarianz offensichtlich zu
Tage tritt. Dies ist Gegenstand des Abschn. 2.3. Wir zeigen, daß sich al-
le elektrodynamischen Grundgrößen zu relativistischen Vierergrößen zusam-
menfassen lassen, die ein definiertes Transformationsverhalten unter Lorentz-
Transformationen besitzen.

Abschnitt 2.4 knüpft an Abschn. 2.2 an und beschäftigt sich mit der
Berechnung der retardierten Potentiale für beliebig bewegte Punktladungen
bzw. räumlich begrenzte Ladungs- und Stromdichten. Hierbei wird sich als
ein wesentliches Resultat herausstellen, daß nur beschleunigte Ladungen elek-
tromagnetische Strahlung emittieren.

Im Falle ausschließlich statischer (zeitunabhängiger) Ladungs- und Strom-
dichten entkoppeln die Maxwell-Gleichungen in zwei Gleichungssysteme, wel-
che die Grundgleichungen der Elektrostatik und der Magnetostatik bilden.
Mit diesen beiden Spezialfällen der Elektrodynamik wollen wir uns in Abschn.
2.5 beschäftigen.

Abschnitt 2.6 ist der Elektrodynamik in Materie gewidmet. Obwohl die
Maxwell-Gleichungen sowohl im Vakuum als auch in materiellen Medien gel-
ten, ist es im letzteren Fall aufgrund der großen Zahl geladener Teilchen
im betrachteten Medium (und deren Variation auf atomarer Längenskala)
günstiger, die Gleichungen in Termen makroskopischer Felder umzuformulie-
ren. Hierzu werden zwei weitere materialabhängige Felder eingeführt, die mit
den makroskopischen Feldern über phänomenologische Material-Gleichungen
verbunden sind.

Abschnitt 2.7 beschäftigt sich mit der Ausbreitung elektromagnetischer
Wellen in leitenden und nichtleitenden Medien. Wir untersuchen u.a. die Re-
flexion und Brechung elektromagnetischer Wellen an der Grenzschicht zweier
verschiedener Medien. Ein interessanter Effekt ist das Zerfließen von Wel-
lenpaketen in dispersiven Medien, das durch die unterschiedliche Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit der Fourier-Komponenten des Wellenpaketes zustande
kommt.

Der letzte Abschnitt dieses Kapitels behandelt die Lagrangesche Formu-
lierung der Elektrodynamik. Ihre Bedeutung liegt nicht so sehr, wie etwa in
der Mechanik, in ihrem praktischen Nutzen, sondern eher darin, daß man
durch sie ein fundamentaleres Verständnis von Symmetrieprinzipien, insbe-
sondere von Eichsymmetrien und den damit verbundenen Implikationen, er-
langt. Man findet die hier vorgeführten Argumentationen in allen (Quanten-)
Feldtheorien der modernen Physik wieder.

2.1 Formalismus der Elektrodynamik

In diesem Abschnitt wird der allgemeine Formalismus der Elektrodynamik
vorgestellt. Wir beginnen unsere Diskussion mit den Maxwell-Gleichungen
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und der Lorentz-Kraft, welche eine Verbindung zwischen der Elektrodyna-
mik und der Mechanik herstellt, sowie der Kontinuitätsgleichung, die die
Erhaltung der Ladung in einem abgeschlossenen System widerspiegelt. An-
schließend werden die Maxwell-Gleichungen im Hinblick auf deren zugrunde
liegenden phänomenologischen Erkenntnisse sowie auf allgemein mathema-
tische Eigenschaften interpretiert. Zum Schluß leiten wir den Energie- und
Impulssatz der Elektrodynamik her.

2.1.1 Maxwell-Gleichungen und Lorentz-Kraft

Elektromagnetische Phänomene werden durch zwei fundamentale Vektorfel-
der beschrieben,

• dem elektrischen Feldvektor E(x, t) und

• dem magnetischen Induktionsfeldvektor B(x, t).1

Ursache dieser Felder sind

• die elektrische Ladungsdichte ρ(x, t) und

• der elektrische Stromdichtevektor j(x, t).

Die Felder E und B sind mit den Größen ρ und j über ein gekoppeltes
System von partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung verbunden, die wir
als Ausgangspunkt der Theorie axiomatisch voranstellen:

Satz 2.1: Maxwell-Gleichungen

∇E(x, t) = 4πρ(x, t) (I)

∇ × E(x, t) +
1
c

∂B(x, t)
∂t

= 0 (II)

∇B(x, t) = 0 (III)

∇ × B(x, t) − 1
c

∂E(x, t)
∂t

=
4π

c
j(x, t) . (IV)

Wir verwenden in diesem Kapitel durchweg das Gaußsche Einheitensystem,
auf das am Ende dieses Abschnittes genauer eingegangen wird.

Die Theorie des Elektromagnetismus wird durch jene Gleichung ver-
vollständigt, die die Kraft auf ein geladenes Teilchen angibt, das sich in einem
elektromagnetischen Feld befindet:

1 Wir werden im weiteren Verlauf die Begriffe ”magnetisches Induktionsfeld“ und

”Magnetfeld“ synonym verwenden, obwohl letzterer eigentlich dem (makrosko-
pischen) Feld H vorbehalten ist. Siehe Fußnote 15 auf Seite 197.
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Satz 2.2: Lorentz-Kraft

Die gesamte elektromagnetische Kraft auf ein Teilchen der Ladung q, wel-
ches sich mit der Geschwindigkeit ẋ innerhalb der Felder E und B bewegt,
ist gegeben durch

F L(x, t) = q

(
E(x, t) +

ẋ(t)
c

× B(x, t)
)

. (2.1)

Der erste Term dieser Gleichung beschreibt die Kraft des elektrischen Feldes
auf die Ladung und ist parallel zu E gerichtet. Der zweite Term liefert die
durch das magnetische Feld hervorgerufene Kraft. Sie steht senkrecht zu B
und der Geschwindigkeit ẋ der Ladung. Hieraus folgt unmittelbar, daß das
magnetische Feld keine Arbeit an dem Teilchen verrichtet.

Interpretation der Lorentz-Kraft. Die meisten Probleme der Elektrody-
namik lassen sich in zwei Klassen unterteilen. Zum einen stellt sich die Frage
nach den elektromagnetischen Feldern bei vorgegebener Strom- und Ladungs-
dichte. Zum anderen ist man bei gegebenen Feldern an deren Wirkung auf
eine Testladung interessiert. Es scheint so, als seien diese zwei Problemstel-
lungen völlig entkoppelt. Jedoch ist zu beachten, daß sich die Felder in (2.1)
im Prinzip aus der Superposition aller Felder ergeben. Das heißt, daß die
Felder, welche die Testladung selbst erzeugt, einzubeziehen sind. Im Prinzip
müßten derlei Rückwirkungseffekte in einem selbstkonsistenten Formalismus
berücksichtigt werden. Nun ist es jedoch möglich, zu zeigen, daß solche Effek-
te zumeist vernachlässigbar klein sind. Bezeichnet λ einen charakteristischen
Abstand des Problems, dann können wir Rückwirkungseffekte vernachlässi-
gen, falls gilt:

λ ~

< e2

mec2 = 2.8 · 10−15 m ,

wobei e die Ladung und me die Masse des Elektrons bezeichnen. Nur auf
sehr kleiner Längenskala spielen diese Effekte also eine signifikante Rolle.2

Im folgenden wollen wir sie stets vernachlässigen.

Kontinuitätsgleichung. Eine weitere wichtige Gleichung der Elektrodyna-
mik mit grundlegendem Charakter ist die Kontinuitätsgleichung. Sie trägt
der experimentellen Tatsache Rechnung, daß die Änderung der Ladung ei-
nes abgeschlossenen Systems innerhalb eines Volumens V notwendigerweise
von einem entsprechenden Ladungsfluß durch die Oberfläche F des Volumens
begleitet ist (Ladungserhaltung):

d
dt

∫
V

dV ρ(x, t) = −
∮
F

dFj(x, t) .

2 Siehe die Diskussion der Selbstenergie in Unterabschn. 2.5.1.
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Kombiniert man die Divergenz von (IV) mit (I), so sieht man, daß die Kon-
tinuitätsgleichung (in differentieller Form) in der Tat durch die Maxwell-
Gleichungen berücksichtigt wird.

Satz 2.3: Kontinuitätsgleichung

Die Maxwell-Gleichungen stehen mit dem fundamentalen Gesetz der La-
dungserhaltung,

∂ρ(x, t)
∂t

+ ∇j(x, t) = 0 ,

im Einklang.

2.1.2 Interpretation der Maxwell-Gleichungen

Die vier Maxwell-Gleichungen spiegeln Erfahrungstatsachen wider, die übli-
cherweise in Form folgender Gesetze zusammengefaßt werden:

(I) Gaußsches Gesetz.

∇E(x, t) = 4πρ(x, t) ⇐⇒
∮
F

E(x, t)dF = 4πQ(t) ,

mit

Q(t) =
∫
V

ρ(x, t)dV .

Der gesamte elektrische Fluß durch eine, ein Volumen V einschließende Fläche
F ist proportional zu der in V enthaltenen Gesamtladung Q.

(II) Faradaysches Induktionsgesetz.

∇ × E(x, t) +
1
c

∂B(x, t)
∂t

= 0

⇐⇒ V (t) =
∮
C

E(x, t)dl = −1
c

∫
F

dF
∂B(x, t)

∂t
. (2.2)

Ein zeitlich variierendes magnetisches Feld produziert ein elektrisches Feld,
das um die Richtung der magnetischen Änderung zirkuliert. Diese Indukti-
onsströme sind so gerichtet, daß sie ihrer Ursache entgegenwirken (Lenzsche
Regel). Anders ausgedrückt: Die zeitliche Änderung des Magnetfeldes durch
eine konstante Fläche F bewirkt eine elektromotorische Kraft (Spannung) V ,
die sich aus dem Wegintegral des induzierten elektrischen Feldes entlang der
F begrenzenden Linie C ergibt. Man stelle sich hierzu eine Leiterschleife vor,
welche die Fläche F umschließt (Abb. 2.1). Ändert sich das Magnetfeld durch
F , dann führt das hierdurch induzierte, längs des Leiters wirkende elektri-
sche Feld zu einer Bewegung der freien Ladungsträger innerhalb des Leiters
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1
2

F

B

Abb. 2.1. Leiterschleife im Magnetfeld

und somit zu einem elektrischen Strom. Man erhält die hieraus resultierende

Spannung, indem man den Leiter aufschneidet und die Größe V =
2∫
1

dlE

zwischen den Schnittstellen 1 und 2 mißt. Es sei hier darauf hingewiesen, daß
das Faradaysche Gesetz auch den allgemeineren Fall

V (t) =
∮
C′

E′(x′, t)dl′ = −1
c

dΦm(t)
dt

einschließt, wobei

Φm(t) =
∫

F (t)

dF (t)B(x, t)

den magnetischen Fluß durch die nicht notwendigerweise konstante Fläche
F (t) bezeichnet.3 Hierbei beziehen sich die gestrichenen Größen auf das Ru-
hesystem der Leiterschleife. Dies wird im Rahmen der lorentzkovarianten
Formulierung der Elektrodynamik in Anwendung 25 explizit gezeigt.

(III) Abwesenheit von magnetischen Monopolen.

∇B(x, t) = 0 ⇐⇒
∮
F

B(x, t)dF = 0 .

Der magnetische Fluß durch eine, ein Volumen umgrenzende Fläche F ist
Null. Anders ausgedrückt: Es gibt keine magnetischen Monopole, also keine
Quellen und Senken für magnetische Felder; im Gegensatz zu elektrischen
Feldlinien sind magnetische Feldlinien geschlossene Kurven.4

3 Man stelle sich hierzu beispielsweise vor, daß die Leiterschleife sich aus dem
Magnetfeld hinaus bewegt oder um eine Achse senkrecht zum Magnetfeld rotiert.

4 Zu beachten ist in diesem Zusammenhang, daß die Maxwell-Gleichungen nicht
alle unabhängig sind. Nimmt man z.B. die Divergenz von (II), so folgt
∇B(x, t) = f(x), mit einer skalaren Funktion f , die sich experimentell zu 0
ergibt.
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(IV) Maxwellscher Verschiebestrom und Ampèresches Gesetz.

∇ × B(x, t) − 1
c

∂E(x, t)
∂t

=
4π

c
j(x, t) .

Diese Gleichung enthält zwei Anteile. Der erste Teil ist der Maxwellsche Ver-
schiebestrom

−1
c

∂E(x, t)
∂t

, (2.3)

den Maxwell damals als zusätzlichen Term in (IV) einführte, da er erkannte,
daß die Maxwell-Gleichungen ohne diesen Term im Widerspruch zur Kon-
tinuitätsgleichung stehen. Darüber hinaus ist der Verschiebestrom notwen-
dig, um elektromagnetische Strahlungsphänomene im Vakuum beschreiben
zu können. Hat man nämlich weder Quellen noch Ströme (ρ = 0, j = 0),
dann folgt aus den Maxwell-Gleichungen ohne Verschiebestrom in (IV), daß
sowohl E als auch B quellen- und wirbelfrei und somit identisch Null sind.
Erst durch Hinzufügen von (2.3) in (IV) werden zeitabhängige elektromagne-
tische Felder zu nichtverschwindenden Wirbelfeldern, wodurch ihre Propaga-
tion im Vakuum ermöglicht wird. Der zweite Teil, das Ampèresche oder auch
Oerstedsche Gesetz, lautet

∇ × B(x, t) =
4π

c
j(x, t) ⇐⇒

∮
C

B(x, t)dl =
4π

c
I(t) , (2.4)

mit

I(t) =
∫
F

j(x, t)dF (elektrischer Strom).

Dieses Gesetz stellt die Verallgemeinerung des eigentlichen Ampèreschen Ge-
setzes der Magnetostatik dar und ergibt sich aus der quasistatischen Nähe-
rung, wo der Verschiebestrom vernachlässigt wird. Es besagt, daß ein Strom
ein magnetisches Feld induziert, dessen geschlossene Feldlinien um den Strom
zirkulieren (Abb. 2.2).

I(t)

B(x, t)

Abb. 2.2. Magnetfeld eines stromdurchflossenen Leiters
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Eindeutigkeit der Lösungen. Nach dem Helmholtzschen Integralsatz läßt
sich jedes Vektorfeld V , das auf einem einfach zusammenhängenden Ge-
biet mit stückweise glatter Randfläche definiert ist, additiv zerlegen in einen
wirbelfreien und einen quellenfreien Anteil. Diese Zerlegung ist bei Festle-
gung von Randwerten für die einzelnen Summanden eindeutig. Insbesondere
im Unendlichen ist sie bis auf eine additive Konstante eindeutig, sofern V
asymptotisch mindestens wie 1/r abfällt. In diesem Fall lautet die Zerlegung
explizit:

V (x) =
1
4π

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣∇ ×

∫
d3x′ ∇′ × V (x′)

|x − x′|︸ ︷︷ ︸
divergenzfrei

−∇
∫

d3x′ ∇′V (x′)
|x − x′|︸ ︷︷ ︸

rotationsfrei

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ . (2.5)

Mit anderen Worten: Sind sowohl die Randbedingungen (bzw. ein hinreichen-
der asymptotischer Abfall) als auch die Quellen und Wirbel eines Vektorfeldes
gegeben, dann ist dieses Feld eindeutig definiert. Da wir keine Felder erwar-
ten, die durch lokalisierte Ladungen und Ströme in unendlicher Entfernung
produziert werden, ist es vernünftig, anzunehmen, daß E und B wie 1/r2

im Unendlichen abfallen und somit durch die Maxwell-Gleichungen eindeutig
definiert sind.

Superpositionsprinzip. Eine wichtige Eigenschaft der Maxwell-Gleichun-
gen ist ihre Linearität. Sie beinhaltet wie im Falle gewöhnlicher Differential-
gleichungen das Superpositionsprinzip, nach dem sich Lösungen der Maxwell-
Gleichungen zu neuen Lösungen linear überlagern lassen. Insbesondere setzt
sich die allgemeine Lösung aus der Gesamtheit der homogenen Lösungen
plus einer speziellen inhomogenen Lösung zusammen. Wir werden auf diesen
Punkt in Abschn. 2.2 zurückkommen.

2.1.3 Energie- und Impulserhaltungssatz

Es ist intuitiv klar, daß in elektromagnetischen Feldern Energie gespeichert
ist. In diesem Unterabschnitt bestimmen wir die Energie- und Impulsdichten
des elektromagnetischen Feldes. Zu diesem Zweck betrachten wir ein System,
in dem es Punktteilchen mit den Ladungen qi an den Orten xi sowie elek-
tromagnetische Felder E, B gibt. Mit Hilfe der δ-Funktion lassen sich die
Ladungs- und Stromdichten des Systems in der Weise

ρ(x, t) =
∑

i

qiδ(x − xi) , j(x, t) =
∑

i

qiẋiδ(x − xi) ,

ausdrücken.5

5 Mit dem elektrodynamischen Konzept von ”Punktladungen“ bzw. ihrer Beschrei-
bung durch δ-Funktionen sind prinzipielle Schwierigkeiten verbunden, die in Un-
terabschn. 2.5.1 näher erläutert werden.
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Energieerhaltung. Nach (2.1) wirkt auf das i-te Teilchen die Kraft

F L(xi, t) = qi

(
E(xi, t) +

ẋi

c
× B(xi, t)

)
.

Durch den elektrischen Anteil von F L wird Arbeit an den Teilchen verrichtet,
also die mechanische Energie Emech der Teilchen geändert:

dEmech

dt
=

∑
i

F L(xi, t)ẋi =
∑

i

qiẋiE(xi, t) =
∫

d3xj(x, t)E(x, t) .

Unter Verwendung von (IV) geht diese Gleichung über in

dEmech

dt
=

c

4π

∫
d3xE∇ × B − 1

4π

∫
d3xE

∂E

∂t
. (2.6)

In dieser Energiebilanzgleichung ist nun die Energie des elektromagnetischen
Feldes Eem implizit enthalten. Um dies zu sehen, subtrahieren wir von (2.6)
die Null in Form von (II), multipliziert mit cB/4π. Dies ergibt

dEmech

dt
=

c

4π

∫
d3x(E∇ × B − B∇ × E) −

∫
d3x

∂

∂t

(
E2 + B2

8π

)

= − c

4π

∮
F

(E × B)dF − ∂

∂t

∫
d3x

(
E2 + B2

8π

)
, (2.7)

wobei die Identität

∇(p × q) = q∇ × p − p∇ × q

und der Stokessche Satz verwendet wurden. Zur Interpretation der in (2.7)
stehenden Terme betrachten wir zuerst den Fall eines unendlich ausgedehnten
Volumens, wobei angenommen wird, daß die Felder im Unendlichen stärker
als 1/r abfallen. Gleichung (2.7) reduziert sich dann auf

dEmech

dt
= − ∂

∂t

∫
d3x

(
E2 + B2

8π

)
.

Dies legt es nahe, den Ausdruck

E2 + B2

8π

als die Energiedichte εem des elektromagnetischen Feldes anzusehen. Unter
Verwendung des Gaußschen Satzes folgt weiterhin aus (2.7) für endliche Vo-
lumina

dEmech

dt
= −

∫
d3x

(
∇S +

∂εem
∂t

)
, (2.8)

wobei

S =
c

4π
(E × B)



126 2. Elektrodynamik

der Poynting-Vektor ist und mit der Energiestromdichte des elektromagneti-
schen Feldes identifiziert werden kann. Da (2.8) für beliebige Volumina gilt,
folgt der

Satz 2.4: Energiesatz der Elektrodynamik
(Poyntingsches Theorem)

In einem aus geladenen Teilchen und elektromagnetischen Feldern beste-
henden System gilt die Energiebilanzgleichung

∂εmech

∂t
+

∂εem
∂t

= −∇S ,

mit
∂εmech(x, t)

∂t
= j(x, t)E(x, t)

Zeitl. Ableitung der
mechanischen Energiedichte

εem =
E2(x, t) + B2(x, t)

8π
Elektromagnetische Energiedichte

S(x, t) =
c

4π
E(x, t) × B(x, t)

Poynting-Vektor,
Energiestromdichte.

Das Poyntingsche Theorem stellt eine Art Kontinuitätsgleichung für die Ener-
gie eines Systems dar, nach der die zeitliche Änderung der totalen Energie
(mechanische plus elektromagnetische) in einem Volumen V gleich dem Ener-
giefluß durch die V umschließende Fläche F ist:

d
dt

(Emech + Eem) = −
∮
F

SdF .

Wählt man das Volumen V hinreichend groß, so daß sich alle betrachteten
Ladungen und Felder im Innern der V umgrenzenden Fläche F befinden,
dann verschwindet die rechte Seite dieser Gleichung, und man erhält den
Energiesatz für abgeschlossene Systeme:

Emech + Eem = const . (2.9)

Impulserhaltung. Die Ableitung der Impulsbilanz erfolgt analog zur Ener-
giebilanz. Ausgangspunkt hierbei ist die zeitliche Änderung des mechanischen
Impulses:

dP mech

dt
=

∑
i

dP mech,i

dt
=

∑
i

F L,i(xi, t)

=
∫

d3x

(
ρ(x, t)E(x, t) +

j(x, t)
c

× B(x, t)
)

.

Drückt man in dieser Gleichung ρ und j durch die Felder E und B aus und
symmetrisiert dann durch Addition des Ausdrucks (vgl. (II) und (III))
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1
4π

(
∇ × E +

1
c

∂B

∂t

)
× E +

1
4π

B(∇B) = 0 ,

so erhält man
dP mech

dt
= − 1

4πc

∂

∂t

∫
d3x(E × B) +

1
4π

∫
d3x[E(∇E) + B(∇B)

−E × (∇ × E) − B × (∇ × B)] .

Der Integrand des ersten Terms,

1
4πc

(E × B) =
S

c2 ,

wird mit der Impulsdichte gem des elektromagnetischen Feldes identifiziert.
Die Komponenten des Integranden des zweiten Terms lassen sich jeweils als
Divergenz eines Vektorfeldes schreiben, und es ergibt sich schließlich der

Satz 2.5: Impulssatz der Elektrodynamik

In einem aus geladenen Teilchen und elektromagnetischen Feldern beste-
henden System gilt die Impulsbilanzgleichung[

∂gmech

∂t

]
i

+
[
∂gem

∂t

]
i

= ∇T i , (2.10)

mit

∂gmech(x, t)
∂t

= ρ(x, t)E(x, t) +
j(x, t)

c
× B(x, t)

Zeitl. Abl. der
mechanischen
Impulsdichte

gem(x, t) =
S(x, t)

c2
Elektromagnetische
Impulsdichte

T i = (Ti1, Ti2, Ti3)

Tik =
1
4π

[
EiEk + BiBk − δik

2
(
E2 + B2)] Maxwellscher

Spannungstensor.

Analog zum Energiesatz (2.9) für abgeschlossene Systeme erhält man durch
Integration von (2.10) über ein genügend großes, alle betrachteten Teilchen
und Felder einschließendes Volumen den Impulssatz für abgeschlossene Sy-
steme:

P mech + P em = const .

Im weiteren Verlauf werden wir es desöfteren mit zeitlich oszillierenden E-
und B-Feldern zu tun haben. In diesem Fall ist es sinnvoll, an Stelle von
εem und S deren Mittelung über eine Schwingungsperiode zu betrachten, da
hierbei die oszillierenden Terme wegfallen.
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Definition: Zeitgemittelte elektromagnetische Energiedichte εem
und Energiestromdichte S

Bei oszillierenden Feldern der Art

E(x, t) = Re
[
E(x)e−iωt

]
, B(x, t) = Re

[
B(x)e−iωt

]
betrachtet man üblicherweise die zeitgemittelten Größen εem und S, welche
definiert sind durch

εem =
1
T

t+T∫
t

dtεem =
|E(x)|2 + |B(x)|2

16π
, T =

2π

ω
(2.11)

S =
1
T

t+T∫
t

dtS =
c

8π
Re[E(x) × B∗(x)] . (2.12)

2.1.4 Physikalische Einheiten

Die Maxwell-Gleichungen (I) bis (IV) beschreiben die funktionalen Abhängig-
keiten zwischen den Ladungs- und Stromdichten ρ und j sowie den elektroma-
gnetischen Feldern E und B. Die auftretenden Proportionalitätskonstanten
sind jedoch mit einer gewissen Willkür behaftet und hängen vom verwende-
ten Einheitensystem ab. Vor Festlegung eines Maßsystems könnte man die
Maxwell-Gleichungen unter Einführung von vier Proportionalitätskonstanten
k1, . . . , k4 auch in folgender Form hinschreiben:

∇E(x, t) = 4πk1ρ(x, t)

∇ × E(x, t) + k2
∂B(x, t)

∂t
= 0

∇B(x, t) = 0

∇ × B(x, t) − k3
∂E(x, t)

∂t
= 4πk4j(x, t) .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.13)

Geht man davon aus, daß die Kontinuitätsgleichung in jedem Einheitensy-
stem die Form

∂ρ

∂t
+ ∇j = 0 (2.14)

hat, dann liefert die Kombination der ersten und letzten Gleichung von (2.13)
im Vergleich mit (2.14) die Bedingungsgleichung

k1k3 = k4 .

Eine weitere Einschränkung folgt aus der Erfahrungstatsache, daß sich elek-
tromagnetische Wellen im Vakuum mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Die
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zugehörigen Wellengleichungen erhält man durch Kombination der Rotati-
onsgleichungen von (2.13) zu

∇2
(

E
B

)
− k2k3

∂2

∂t2

(
E
B

)
= 0

und liefern folglich die Bedingung

k2k3 =
1
c2 .

Von den vier Proportionalitätskonstanten sind also nur zwei unabhängig;
ihre Wahl definiert jeweils ein Einheitensystem. Die zwei gebräuchlichsten
Systeme sind das MKSA-System und das Gauß-System. Für sie gilt:

System k1 k2 k3 k4

MKSA
1

4πε0
1 ε0µ0

µ0

4π

Gauß 1
1
c

1
c

1
c

Die Größe ε0 = 8.854 · 10−12 A2s4m−3kg−1 heißt Dielektrizitätskonstante des
Vakuums und µ0 = 1/ε0c

2 Permeabilitätskonstante des Vakuums.
Das MKSA-(Meter, Kilogramm, Sekunde, Ampère)-System ist das um

die Grundgröße ”Strom“ erweiterte MKS-System der Mechanik. Die Einheit

”A (Ampère)“ des Stromes ist dabei über die Kraft definiert, die zwei in
einem gewissen Abstand befindliche stromdurchflossene Leiter aufeinander
ausüben. Da der elektrische Strom in Leitern gleich der Ladungsmenge dq
ist, die pro Zeiteinheit dt durch die Querschnittsfläche des Leiters tritt,

I(t) =
dq

dt
,

folgt für die zusammengesetzte Einheit ”C (Coulomb)“ der Ladung

1 C = 1 As .

Im Gauß-System wird als weitere Grundgröße (zu den drei Grundgrößen Zen-
timeter, Gramm, Sekunde) die Ladungseinheit ”ESE (Elektrostatische Ein-
heit)“ über die Kraft definiert, die zwei statische Ladungen dieser Größe in ei-
nem bestimmten Abstand aufeinander ausüben. Hier folgt die Stromstärke als
eine aus Sekunde und ESE zusammengesetzte Einheit.6 Im Bereich der ma-
kroskopischen Experimentalphysik wird aus praktischen Gründen überwie-
gend das MKSA-System verwendet, während in der Atomphysik, der Kern-
physik und insbesondere in vielen Lehrbüchern der theoretischen Physik das
Gauß-System zur Anwendung kommt. Der große Vorteil des Gauß-Systems
6 Die Konversion verschiedener Einheitensysteme wird ausführlich in [12] dis-

kutiert.
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gegenüber dem MKSA-System (oder anderer Systeme) besteht darin, daß
in ihm die relativistische Struktur der Elektrodynamik aufgrund von v/c-
Faktoren besser zum Ausdruck kommt. Wie später gezeigt wird, transformie-
ren sich E- und B-Felder ineinander, wenn man von einem Inertialsystem zu
einem anderen übergeht. Das Gauß-System trägt dieser Tatsache unmittel-
bar Rechnung, da in ihm E und B dieselbe physikalische Einheit besitzen.
Aufgrund dieser Überlegungen wird in diesem Kapitel durchweg das Gauß-
System verwendet.

Zusammenfassung

• Elektromagnetische Phänomene werden ursächlich durch die Ladungs-
dichte ρ und den Stromdichtevektor j einerseits sowie durch die
elektromagnetischen Felder E, B als deren Wirkung andererseits
beschrieben. Diese Größen sind durch ein System partieller Differential-
gleichungen 1. Ordnung, den Maxwell-Gleichungen, miteinander ver-
knüpft.

• Die Maxwell-Gleichungen definieren zusammen mit der Lorentz-Kraft
die Theorie der klassischen Elektrodynamik.

• Die Maxwell-Gleichungen sind mit der Erhaltung der Ladung in ei-
nem abgeschlossenen System, ausgedrückt durch die Kontinuitätsglei-
chung, im Einklang.

• Zwischen den mechanischen und elektromagnetischen Energie-
bzw. Impulsdichten existieren Bilanzbeziehungen, die sich in Form
von Kontinuitätsgleichungen formulieren lassen. Sowohl die Summe aus
mechanischer und elektromagnetischer Energie als auch die Summe aus
mechanischem und elektromagnetischem Impuls sind in einem abge-
schlossenen System von Ladungen und Feldern erhalten.

• In diesem Kapitel wird ausschließlich das Gauß-System verwendet, da
es die relativistische Struktur der Elektrodynamik am besten zum Aus-
druck bringt.

Anwendungen

20. Magnetische Monopole. Man nehme an, daß es neben den elektri-
schen Ladungs- und Stromdichten ρ = ρe, j = je auch magnetische Ent-
sprechungen ρm, jm gibt, so daß die Maxwell-Gleichungen die in E und B
symmetrische Form

∇E = 4πρe

∇ × E +
1
c

∂B

∂t
= −4π

c
jm
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∇B = 4πρm

∇ × B − 1
c

∂E

∂t
=

4π

c
je

annehmen. Zu zeigen ist: Selbst wenn es magnetische Monopole gäbe, das
Verhältnis zwischen elektrischer und magnetischer Ladung aller Teilchen aber
gleich wäre, behielten die Maxwell-Gleichungen (I) bis (IV) ihre Gültigkeit.
Hinweis: Man betrachte obige Maxwell-Gleichungen unter der Dualitätstrans-
formation⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

E′

B′

ρ′
e

ρ′
m

j′
e

j′
m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cos α − sin α 0 0 0 0
sin α cos α 0 0 0 0

0 0 cos α − sin α 0 0
0 0 sinα cos α 0 0
0 0 0 0 cos α − sin α
0 0 0 0 sin α cos α

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

E
B
ρe
ρm
je
jm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Lösung. Man verifiziert leicht, daß die symmetrisierten Maxwell-Gleichun-
gen unter der angegebenen Dualitätstransformation invariant sind. Da das
elektromagnetische Ladungsverhältnis aller Teilchen nach Voraussetzung kon-
stant ist, können wir α für alle Teilchen so wählen, daß gilt:

ρ′
m = ρe

(
sin α +

ρm

ρe
cos α

)
= 0

und

|j′
m| = |je|

(
sin α +

|jm|
|je| cos α

)
= |je|

(
sin α +

ρm

ρe
cos α

)
= 0 .

Für diesen speziellen Winkel gehen dann obige Maxwell-Gleichungen in die al-
ten Gleichungen (I) bis (IV) über. Mit anderen Worten: Gäbe es magnetische
Monopole bei gleichem elektromagnetischen Ladungsverhältnis aller Teilchen,
dann könnte man die magnetische Ladung auf Null festsetzen. Die eigentlich
interessante Frage im Zusammenhang mit magnetischen Monopolen ist also,
ob es Teilchen mit verschiedenen elektromagnetischen Ladungsverhältnissen
gibt. Wäre dem so, dann müßte man generell die magnetische Ladung zulas-
sen und die Maxwell-Gleichungen in obiger symmetrischer Form diskutieren.
Darüber hinaus ließe sich nach einer quantenmechanischen Überlegung von
Dirac die Quantisierung der elektrischen Ladung erklären.7

21. Leiterschleife mit Plattenkondensator. Man betrachte eine mit ei-
nem Plattenkondensator verbundene Leiterschleife in einem homogenen Ma-
gnetfeld (Abb. 2.3). Das Magnetfeld zeige in die Zeichenebene hinein und
wachse dem Betrag nach zeitlich an. Welche der beiden Kondensatorplatten
wird positiv aufgeladen?

7 Praktisch alle geladene Körper besitzen ganzzahlige Vielfache der Elementarla-
dung e des Elektrons.
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++++++++++++++++

----------------

I

B

F

Abb. 2.3. Leiterschleife mit Plattenkondensator im äußeren Magnetfeld. Die Pfeile
geben die Richtung des induzierten Stromes bzw. des induzierten Magnetfeldes an
für den Fall, daß das äußere Magnetfeld in die Zeichenebene zeigt und mit der Zeit
anwächst

Lösung. Aufgrund des Faradayschen Induktionsgesetzes wird im Leiter ein
Strom induziert. Um diesen Strom zirkuliert nach dem Ampèreschen Gesetz
ein Magnetfeld, dessen Umlaufsinn der Lenzschen Regel entsprechend der
eigentlichen Ursache, also dem Ansteigen des ursprünglichen Magnetfeldes
entgegenwirkt. Der Strom fließt deshalb im mathematisch positiven Sinne,
und die obere Kondensatorplatte wird negativ aufgeladen.8 Die mathemati-
sche Begründung lautet: Betrachtet man die Umlaufspannung im mathema-
tisch positiven Sinne, dann zeigt der Normalenvektor der Fläche F aus der
Zeichenebene heraus, und es gilt

BF = −|B||F | =⇒ V = −1
c

∂B

∂t
F = +

1
c

∂|B|
∂t

|F | > 0 .

Es wird also eine positive Umlaufspannung induziert; der Strom fließt im
mathematisch positiven Sinne.

2.2 Lösungen der Maxwell-Gleichungen in Form
von Potentialen

Die Maxwell-Gleichungen stellen ein System von vier gekoppelten Differen-
tialgleichungen 1. Ordnung für die Felder E und B dar. Nun ist es durch
Einführen eines Vektorpotentials A und eines Skalarpotentials φ möglich, die
Maxwell-Gleichungen in zwei Differentialgleichungen 2. Ordnung zu überfüh-
ren. Oftmals erweist es sich als günstiger, diese Potentiale zu berechnen und
daraus dann die Felder E und B abzuleiten. Dabei stellt sich heraus, daß
die Potentiale nicht eindeutig definiert sind; ganze Klassen von Potentialen

8 Man beachte: Die Richtung des Stromes ist der Bewegungsrichtung der
freien Leitungselektronen mit negativer Ladung entgegengesetzt (technische
Stromrichtung).
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führen zu denselben elektromagnetischen Feldern und sind über Eichtrans-
formationen miteinander verbunden, welche gerade auch in modernen Quan-
tenfeldtheorien eine überaus wichtige Rolle spielen.

Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit der allgemeinen Lösung der Maxwell-
Gleichungen in Form von Potentialen. Nach deren Einführung werden Eich-
transformationen und damit verbundene Eichbedingungen ausführlich dis-
kutiert. Es schließen sich Herleitungen der allgemeinen homogenen und ei-
ner speziellen inhomogenen Lösung (retardierte Potentiale) der Maxwell-
Gleichungen an.

2.2.1 Skalarpotential und Vektorpotential

Die Potentiale A und φ sind in folgender Weise definiert:

Definition: Vektorpotential A, Skalarpotential φ

B(x, t) = ∇ × A(x, t)

E(x, t) +
1
c

∂A(x, t)
∂t

= −∇φ(x, t) .

⎫⎪⎬
⎪⎭ (2.15)

Man überzeugt sich leicht davon, daß durch diese Definitionen die homogenen
Maxwell-Gleichungen (II) und (III) automatisch erfüllt sind. Für die verblei-
benden inhomogenen Maxwell-Gleichungen (I) und (IV) folgen die Potenti-
algleichungen

∇2φ(x, t) +
1
c

∂

∂t
∇A(x, t) = −4πρ(x, t) (2.16)

∇2A(x, t) − 1
c2

∂2A(x, t)
∂t2

− ∇
(

∇A(x, t) +
1
c

∂φ(x, t)
∂t

)
= −4π

c
j(x, t) . (2.17)

Durch Einführen von Potentialen reduziert sich also das Problem des Auffin-
dens von insgesamt sechs Komponenten der Felder E und B auf die Bestim-
mung von insgesamt vier Komponenten von A und φ. Dennoch ist in (2.16)
und (2.17) noch keine Vereinfachung des Problems zu erkennen, da diese Be-
ziehungen nach wie vor in den Feldern A und φ gekoppelt sind. Nun enthalten
die Potentiale jedoch gewisse Eichfreiheiten, die man benutzen kann, um das
Vektorpotential derart zu adjustieren, daß (2.16) und (2.17) entkoppeln. Dies
ist Gegenstand des folgenden Unterabschnittes.

2.2.2 Eichtransformationen

In der Elektrodynamik sind Eichtransformationen in folgender Weise defi-
niert:
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Definition: Eichtransformationen

Transformationen der Art

A(x, t) −→ A′(x, t) = A(x, t) + ∇χ(x, t)

φ(x, t) −→ φ′(x, t) = φ(x, t) − 1
c

∂χ(x, t)
∂t

,

mit einer beliebigen skalaren Funktion χ(x, t) heißen Eichtransformationen.
Sie lassen die elektromagnetischen Felder E und B invariant.

Man beachte, daß alle Feldgleichungen und somit auch alle physikalischen
Vorhersagen unter diesen Eichtransformationen eichinvariant sind. Da die
Potentiale in der Elektrodynamik nicht direkt beobachtbar sind, werden sie
häufig als unphysikalisch angesehen. Diese Aussage ist jedoch nur auf klas-
sischem Level korrekt. Im Rahmen der Quantenmechanik werden wir sehen,
daß es Situationen gibt, in denen das Vektorpotential selbst durchaus ei-
ne Rolle spielt (Quantisierung des magnetischen Flusses, Bohm-Aharanov-
Effekt, Unterabschn. 3.6.2).

Die Wahl der Eichtransformation, also der Eichfunktion χ, hängt im we-
sentlichen vom betrachteten physikalischen Problem ab. Im folgenden stellen
wir die zwei am häufigsten benutzten Eichungen vor, die zu einer großen Ver-
einfachung der inhomogenen Potentialgleichungen (2.16) und (2.17) führen.

Coulomb-Eichung. Die Coulomb-Eichung ist durch folgende Bedingung
definiert:

Definition: Coulomb-Eichung (transversale Eichung)

∇A(x, t) = 0 .

In dieser Eichung folgt für die Potentialgleichungen (2.16) und (2.17)

∇2φ(x, t) = −4πρ(x, t) (Poisson-Gleichung) (2.18)

∇2A(x, t) − 1
c2

∂2A(x, t)
∂t2

= −4π

c
j(x, t) +

1
c
∇∂φ(x, t)

∂t
. (2.19)

Die Lösung der Poisson-Gleichung (2.18) ist durch das instantane Coulomb-
Potential

φ(x, t) =
∫

ρ(x′, t)
|x − x′|d

3x′ (2.20)

gegeben. Man sieht dieser Gleichung unmittelbar an, daß sie mit der Re-
lativitätstheorie unvereinbar ist. Auf beiden Seiten steht nämlich dasselbe
Zeitargument, so daß sich Ladungen am Ort x′ instantan (ohne Zeitverzöge-
rung) auf das Potential φ am Beobachtungspunkt x auswirken. Mit anderen
Worten: Die Coulomb-Eichung ist nicht relativistisch invariant.

Augenscheinlich ist nicht klar, daß die Coulomb-Eichung wirklich zur Ent-
kopplung von (2.16) und (2.17) führt. Um dies zu sehen, benutzen wir den
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Helmholtzschen Integralsatz (2.5) und schreiben den Stromdichtevektor j in
der Form

j(x, t) = jT + jL ,

wobei

jT(x, t) =
1
4π

∇ ×
∫

d3x′ ∇′ × j(x′, t)
|x − x′| (2.21)

jL(x, t) = − 1
4π

∇
∫

d3x′ ∇′j(x′, t)
|x − x′| (2.22)

den transversalen bzw. longitudinalen Anteil von j bezeichnen. Kombinieren
wir nun (2.20) mit der Kontinuitätsgleichung zu

∇∂φ(x, t)
∂t

= −∇
∫ ∇′j(x′, t)

|x − x′| d3x′ ,

so folgt durch Vergleich dieser Gleichung mit (2.22)

∇∂φ

∂t
= 4πjL .

Das heißt die rechte Seite von (2.19) ist proportional zur transversalen Strom-
dichte (2.21), und es folgt aus (2.19) die inhomogene Wellengleichung

∇2A − 1
c2

∂2A

∂t2
= −4π

c
jT .

Dies erklärt, weshalb die Coulomb-Eichung auch ”transversale Eichung“ ge-
nannt wird.

Lorentz-Eichung. Die zweite Klasse von Eichtransformationen, die wir be-
trachten wollen, ist definiert durch:

Definition: Lorentz-Eichung

∇A(x, t) = −1
c

∂φ(x, t)
∂t

.

Diese Transformationen führen zu den in A und φ symmetrischen und ent-
koppelten inhomogenen Wellengleichungen(

∇2 − 1
c2

∂2

∂t2

)
φ(x, t) = −4πρ(x, t)(

∇2 − 1
c2

∂2

∂t2

)
A(x, t) = −4π

c
j(x, t) .

Der große Vorteil der Lorentz-Eichung gegenüber der Coulomb-Eichung liegt
in ihrer relativistischen Invarianz. Dies werden wir in Unterabschn. 2.3.2 ex-
plizit zeigen.
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Existenz der Eichungen. Um zu zeigen, daß die beiden soeben diskutier-
ten Eichungen existieren, bestimmen wir nun die explizite Form der zugehöri-
gen Eichfunktionen χ.

• Coulomb-Eichung: Man hat eine Funktion χ zu finden, so daß

∇A′ = ∇A + ∇2χ = 0 =⇒ ∇2χ = −∇A .

Dies ist wieder die Poisson-Gleichung, welche gelöst wird durch

χ(x, t) =
1
4π

∫ ∇′A(x′, t)
|x − x′| d3x′ .

• Lorentz-Eichung: Hier ist χ derart zu wählen, daß gilt:

∇A′ +
1
c

∂φ′

∂t
= ∇A + ∇2χ +

1
c

∂φ

∂t
− 1

c2

∂2χ

∂t2
= 0

=⇒
(

∇2 − 1
c2

∂2

∂t2

)
χ = −

(
∇A +

1
c

∂φ

∂t

)
.

Die Lösungsfunktion χ dieser inhomogenen Wellengleichung ist nicht ein-
deutig, da man eine beliebige Lösung Λ der zugehörigen homogenen Glei-
chung(

∇2 − 1
c2

∂2

∂t2

)
Λ = 0

zu χ addieren kann. Der durch diese Gleichung definierte Typ von be-
schränkten Eichtransformationen kann immer dazu benutzt werden, um
zu erreichen, daß gilt: φ(x, t) = 0.

Satz 2.6: Maxwell-Gleichungen in Form von Potentialen

Die Maxwell-Gleichungen lassen sich durch Einführen eines Vektorpotenti-
als A und eines Skalarpotentials φ als zwei gekoppelte Differentialgleichun-
gen 2. Ordnung (Potentialgleichungen) schreiben. Mit diesen Potentialen
sind Eichfreiheiten verbunden, die man zur Entkopplung dieser Gleichun-
gen benutzen kann. In der Coulomb-Eichung

∇A(x, t) = 0

lauten die Potentialgleichungen

∇2φ(x, t) = −4πρ(x, t)

∇2A(x, t) − 1
c2

∂2A(x, t)
∂t2

= −4π

c
jT(x, t) ,

mit

jT(x, t) =
1
4π

∇ ×
∫

d3x′ ∇′ × j(x′, t)
|x − x′| .

�
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Die entsprechenden Zusammenhänge in der Lorentz-Eichung

∇A(x, t) = −1
c

∂φ(x, t)
∂t

(2.23)

sind gegeben durch(
∇2 − 1

c2

∂2

∂t2

)
φ(x, t) = −4πρ(x, t)(

∇2 − 1
c2

∂2

∂t2

)
A(x, t) = −4π

c
j(x, t) .

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (2.24)

Allgemeine Lösung der Maxwell-Gleichungen. Mit Hilfe der Eich-
transformationen konnten wir das Problem der Lösung der Maxwell-Glei-
chungen signifikant vereinfachen. Die Wellengleichungen (2.24) des Skalarpo-
tentials sowie für die Komponenten des Vektorpotentials sind alle von der
gleichen Struktur,(

∇2 − 1
c2

∂2

∂t2

)
g(x, t) = −4πf(x, t) , (2.25)

wobei f eine bekannte Quell- bzw. Stromfunktion ist. Dies ist eine lineare
Gleichung, so daß sich ihre Lösung als Superposition der allgemeinen homo-
genen Lösung und einer speziellen inhomogenen Lösung ergibt. Dabei ist zu
beachten, daß die Lösung insgesamt die Lorentz-Eichung zu erfüllen hat.

In den folgenden beiden Unterabschnitten werden wir die allgemeine
Lösung der homogenen sowie eine speziellen Lösung der inhomogenen Wellen-
gleichungen (2.24) in der Lorentz-Eichung (2.23) anhand von (2.25) herleiten.

2.2.3 Allgemeine Lösung der homogenen Wellengleichungen

Im homogenen Fall reduziert sich (2.25) auf(
∇2 − 1

c2

∂2

∂t2

)
ghom(x, t) = 0 . (2.26)

Zur Lösung dieser Gleichung zerlegen wir die gesuchte Funktion ghom in ihre
komplexen Fourier-Komponenten,

ghom(x, t) =
1√
2π

4

∫
d3k

∫
dωei(kx−ωt)g̃(k, ω) , (2.27)

und setzen diesen Ausdruck in (2.26) ein:(
k2 − ω2

c2

)
g̃(k, ω) = 0 .

Demnach ist g̃ notwendigerweise überall Null bis auf ω = ±c|k|, so daß wir
schreiben können:
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g̃(k, ω) = g̃1(k)δ(ω − c|k|) + g̃2(k)δ(ω + c|k|) ,

wobei g̃1, g̃2 frei wählbare komplexe Koeffizientenfunktionen sind. Somit geht
(2.27) über in

ghom(x, t) =
1

(2π)2

∫
d3k

(
g̃1(k)ei[kx−ω(k)t] + g̃2(k)ei[kx+ω(k)t]

)
, (2.28)

mit

ω(k) = c|k| .

Dies ist die allgemeine homogene Lösung von (2.26). Da die Potentiale A und
φ reell sind, ist der Realteil von (2.28) zu betrachten. Es folgt der9

Satz 2.7: Lösungen der homogenen Wellengleichungen

Die Lösungen der homogenen Wellengleichungen (2.24) lauten in ihrer all-
gemeinsten Form

φhom(x, t) = Re
∫

d3kφ̃(k)ei[kx−ω(k)t] , ω(k) = c|k|

Ahom,i(x, t) = Re
∫

d3kÃi(k)ei[kx−ω(k)t] , i = 1, 2, 3 ,

wobei die komplexwertigen Fourier-Koeffizienten φ̃, Ãi durch Anfangsbe-
dingungen z.B. der Art φ(x, 0) = φ0(x), φ̇(x, 0) = ψ0(x), A(x, 0) = A0(x),
Ȧ(x, 0) = B0(x) sowie durch die Lorentz-Bedingung (2.23) fixiert werden.

Die Lösungen φhom und Ahom stellen Wellen dar, die in Abschn. 2.7 näher
untersucht werden.

2.2.4 Spezielle Lösung der inhomogenen Wellengleichungen,
retardierte Potentiale

Die Lösung der inhomogenen Gleichung (2.25) läßt sich ganz allgemein in der
Weise

g(x, t) =
∫

d3x′
∫

dt′G(x, t, x′, t′)f(x′, t′) (2.29)

schreiben, wenn G, die Green-Funktion unseres Problems, der Gleichung(
∇2 − 1

c2

∂2

∂t2

)
G(x, t, x′, t′) = −4πδ(x − x′)δ(t − t′) (2.30)

genügt. Um dieses G zu finden, gehen wir zur fourier-transformierten Glei-
chung von (2.30) über. Mit

9 Wegen Re(a1 + ia2)e±iωt = a1 cos ωt ∓ a2 sin ωt genügt es, sich auf die Lösung
mit e−iωt zu beschränken.
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G(x, t, x′, t′) =
∫

d3k

∫
dωG̃(k, ω)eik(x−x′)eiω(t−t′) (2.31)

und

δ(x − x′)δ(t − t′) =
1

(2π)4

∫
d3k

∫
dωeik(x−x′)eiω(t−t′)

ergibt sich(
−k2 +

ω2

c2

)
G̃(k, ω) = − 1

4π3

=⇒ G̃(k, ω) =
1

4π3

1
k2 − ω2

c2

=
1

8π3

c

k

(
1

ω + ck
− 1

ω − ck

)
, k = |k| .

Hieraus folgt für (2.31)

G(x, t, x′, t′) =
c

(2π)3

∫
d3k

eik∆x

k

×
∫

dωeiω∆t

(
1

ω + ck
− 1

ω − ck

)
, (2.32)

mit

∆x = x − x′ , ∆t = t − t′ .

Offensichtlich besitzt der Integrand in (2.32) zwei Pole 1. Ordnung an den
Stellen ω = ∓ck. Zur Berechnung des ω-Integrals benutzen wir das Cauchy-
Theorem und gehen in gleicher Weise vor, wie für die erzwungene Schwingung
des harmonischen Oszillators in Anwendung 3 vorgeführt wurde. Das heißt
wir wählen wieder einen geschlossenen Halbkreis mit Radius R in der komple-
xen ω-Ebene (siehe Abb. 1.5). Wie in Anwendung 3 ist auch hier zu beachten,
daß für ∆t > 0 (∆t < 0) der obere Weg C (untere Weg C ′) zu wählen ist.
Aufgrund des Kausalitätsprinzips müssen wir weiterhin fordern, daß in (2.29)
die Integration Für ∆t < 0 nichts beiträgt, d.h.

G(x, t, x′, t′) = 0 ∀ t < t′ .

Diese Bedingung können wir mathematisch realisieren, indem wir die Pole in
die obere Halbebene verschieben, also in (2.32) die Ersetzung ck −→ ck ∓ iε
mit 0 < ε 	 1 vornehmen, da dann die Integration für ∆t < 0 in der unteren
Halbebene keinen Beitrag liefert. Für ∆t > 0 folgt somit im Limes ε → 0

G(x, t, x′, t′) =
c

2π2

∫
d3k

eik∆x

k
sin(ck∆t)

=
c

π

∞∫
0

dkk sin(ck∆t)

1∫
−1

d cos θeik|∆x| cos θ

=
2c

π|∆x|

∞∫
0

dk sin(ck∆t) sin(k|∆x|) . (2.33)
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Da der Integrand in (2.33) gerade ist, kann der Integrationsbereich auf das
Intervall [−∞ : ∞] erweitert werden. Mit Hilfe der Variablensubstitution
κ = ck können wir dann schreiben:

G(x, t, x′, t′) =
1

2π|∆x|

∞∫
−∞

dκ

[
eiκ

(
∆t− |∆x|

c

)
− eiκ

(
∆t+ |∆x|

c

)]

=
1

|∆x|
[
δ

(
∆t − |∆x|

c

)
− δ

(
∆t +

|∆x|
c

)]
,

wobei nur der erste Term einen Beitrag liefert, da das Argument der zweiten
δ-Funktion für ∆t > 0 niemals verschwindet. Die explizite Form der gesuchten
Green-Funktion lautet somit

G(x, t, x′, t′) =
δ
(
t′ − t + |x−x′|

c

)
|x − x′| . (2.34)

Diese Funktion wird auch retardierte Green-Funktion genannt, weil sie dem
kausalen Verhalten Rechnung trägt, daß ein am Ort x zur Zeit t beobachteter
Effekt durch eine Störung am Ort x′ zur früheren Zeit t′ = t − |x − x′|/c
verursacht wird. Durch Einsetzen von (2.34) in (2.29) erhält man schließlich
als retardierte Lösung von (2.25) bei Abwesenheit von Randbedingungen

g(x, t) =
∫

d3x′
∫

dt′
f(x′, t′)
|x − x′|δ

(
t′ − t +

|x − x′|
c

)
.

Hieraus folgt unmittelbar der

Satz 2.8: Lösung der inhomogenen Wellengleichungen
in Form retardierter Potentiale

Spezielle Lösungen der inhomogenen Potentialgleichungen (2.24) sind durch
die retardierten Potentiale

φret(x, t) =
∫

d3x′
∫

dt′
ρ(x′, t′)
|x − x′|δ(t

′ − tret)

=
∫

d3x′ ρ(x′, tret)
|x − x′| (2.35)

Aret(x, t) =
1
c

∫
d3x′

∫
dt′

j(x′, t′)
|x − x′|δ(t

′ − tret)

=
1
c

∫
d3x′ j(x′, tret)

|x − x′| , (2.36)

mit

tret = t − |x − x′|
c

(retardierte Zeit)

�
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gegeben. Sie berücksichtigen die aus der Relativitätstheorie folgende Tat-
sache, daß Änderungen der Ladungs- bzw. Stromdichte die Zeit |x − x′|/c
benötigen, um vom Quellpunkt x′ zum Meßpunkt x zu propagieren.

Wie in Anwendung 22 explizit gezeigt wird, erfüllen φret und Aret automa-
tisch die Lorentz-Bedingung (2.23). Die Berücksichtigung etwaiger Randbe-
dingungen wird durch das Hinzufügen geeignet gewählter homogener Lösun-
gen φhom und Ahom realisiert, die ebenfalls der Lorentz-Bedingung zu genügen
haben.

Ersetzt man in (2.35) und (2.36) tret durch tav = t + |x − x′|/c, dann
erhält man die avancierten Potentiale φav und Aav, welche ebenfalls ei-
ne spezielle Lösung der inhomogenen Wellengleichungen (2.24) sind. Die-
se Lösung alleine genommen widerspricht jedoch der o.g. Kausalitätsforde-
rung. Der Unterschied zwischen retardierter und avancierter Lösung, also
(φret,Aret) − (φav,Aav), ist Lösung der homogenen Wellengleichungen und
daher in (φhom,Ahom) enthalten.

Zusammenfassung

• Durch Einführen eines Vektorpotentials und eines Skalarpotentials
können die vier Maxwell-Gleichungen in zwei gekoppelte partielle Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung (Potentialgleichungen) umgeschrieben
werden.

• Diese Potentiale sind nicht eindeutig, sondern besitzen gewisse Eich-
freiheiten, die man zur Entkopplung der Potentialgleichungen benutzen
kann. Die am häufigsten benutzten Eichungen sind die nicht-lorentzinva-
riante Coulomb-Eichung und die lorentzinvariante Lorentz-Eichung.

• Wählt man die Lorentz-Eichung, so erhält man zwei inhomogene Wel-
lengleichungen. Ihre allgemeinste Lösung setzt sich zusammen aus
der homogenen Lösung, die als Superposition ebener monochromati-
scher Wellen geschrieben werden kann, und einer speziellen inhomoge-
nen Lösung in Termen retardierter Potentiale, welche im Einklang
mit dem Kausalitätsprinzip stehen.

• Die Maxwell- und Potentialgleichungen sind eichinvariant.

Anwendungen

22. Retardierte Potentiale und Lorentz-Bedingung. Man zeige, daß
die retardierten Potentiale (2.35) und (2.36) die Lorentz-Bedingung (2.23)
erfüllen.
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Lösung. Zu zeigen ist die Beziehung

∇Aret(x, t) = −1
c

∂

∂t
φret(x, t)

⇐⇒
∫

d3x′∇̂
(

j(x′, tret)
|x − x′|

)
= −

∫
d3x′ ∂

∂tret

(
ρ(x′, tret)
|x − x′|

)
, (2.37)

mit

tret = t − |x − x′|
c

.

Hierbei bedeutet ∇̂ die totale vektorielle Ableitung nach x. Zur Herleitung
dieser Beziehung benötigen wir die Kontinuitätsgleichung

∇′j(x′, tret) = −∂ρ(x′, tret)
∂tret

sowie die Identitäten

∇tret =
1
c
∇|x − x′| = −1

c
∇′|x − x′| = −∇′tret

und

∇̂j(x′, tret) =
∂j(x′, tret)

∂tret
∇tret = −∂j(x′, tret)

∂tret
∇′tret

= −∇̂′
j(x′, tret) + ∇′j(x′, tret)

= −∇̂′
j(x′, tret) − ∂ρ(x′, tret)

∂tret
.

Hiermit läßt sich der linke Integrand in (2.37) folgendermaßen umformen:

∇̂
(

j(x′, tret)
|x − x′|

)
=

|x − x′|∇̂j(x′, tret) − j(x′, tret)∇|x − x′|
|x − x′|2

=
−|x − x′|∇̂′

j(x′, tret) + j(x′, tret)∇′|x − x′|
|x − x′|2

− 1
|x − x′|

∂ρ(x′, t)
∂tret

= −∇̂′
(

j(x′, tret)
|x − x′|

)
− ∂

∂tret

(
ρ(x′, tret)
|x − x′|

)
. (2.38)

Setzt man (2.38) in (2.37) ein, dann verschwindet aufgrund des Gaußschen
Satzes der Divergenzterm, und es folgt die Behauptung.

23. Vektorpotential einer stromdurchflossenen Leiterschleife. Man
betrachte einen dünnen Leiter, der zu zwei Halbkreisen mit den Radien a
und b zusammengebogen ist (Abb. 2.4). Durch diesen Leiter fließe ein zeit-
lich variabler Strom I(t). Man berechne das retardierte Vektorpotential im
Ursprung x = 0.
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a b
x

y

I(t)
1

2

3 4

Abb. 2.4. Stromdurchflossene, zu zwei Halbkreisen zusammengebogene Leiter-
schleife

Lösung. Im Falle von stromdurchflossenen Leitern gilt

jd3x = j|dl|dF = Idl = It(s)ds , t(s) =
dl

ds
,

wobei dl ein Linienelement, dF die Querschnittsfläche und t(s) den (durch
s parametrisierten) Tangentialvektor des Leiters bezeichnet. Die retardier-
ten Vektorpotentiale der einzelnen Leitersegmente im Ursprung lassen sich
hiermit in der Form

Aret,i(0, t) =
1
c

s2∫
s1

ds
I(tret)ti(s)
|0 − li(s)| , ti(s) =

dli(s)
ds

, tret = t − |li(s)|
c

schreiben, mit

l1(s) = b

⎛
⎝ cos s

sin s
0

⎞
⎠ , s1 = 0, s2 = π

l2(s) = a

⎛
⎝ cos s

sin s
0

⎞
⎠ , s1 = π, s2 = 0

l3(s) =

⎛
⎝ s

0
0

⎞
⎠ , s1 = −b, s2 = −a

l4(s) =

⎛
⎝ s

0
0

⎞
⎠ , s1 = a, s2 = b .

Dies führt zu

Aret,1(0, t) =
2I

(
t − b

c

)
c

⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠

Aret,2(0, t) = −2I
(
t − a

c

)
c

⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠



144 2. Elektrodynamik

Aret,3(0, t) = −1
c

⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠ −a∫

−b

ds
I
(
t + s

c

)
s

Aret,4(0, t) =
1
c

⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠ b∫

a

ds
I
(
t − s

c

)
s

.

Insgesamt hat man also

Aret(0, t) =
4∑

i=1

Aret,i(0, t)

=
2
c

⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠

⎡
⎣I

(
t − b

c

)
− I

(
t − a

c

)
+

b∫
a

ds
I
(
t − s

c

)
s

⎤
⎦ .

2.3 Lorentzkovariante10 Formulierung
der Elektrodynamik

Es ist eine experimentelle Tatsache, daß die Elektrodynamik, anders als die
Newtonsche Mechanik, im Einklang mit der speziellen Relativitätstheorie
steht, was sich z.B. darin zeigt, daß die elektrische Ladung eines Teilchens, im
Gegensatz etwa zu seiner Masse, unabhängig von der Teilchengeschwindig-
keit ist. Dies bedeutet, daß sich die Form der Maxwell-Gleichungen (und der
Lorentz-Kraft) unter Lorentz-Transformationen nicht ändert. Man kann dies
explizit zeigen, indem man die Maxwell-Gleichungen in manifest lorentzkova-
rianter Weise schreibt. Hiermit wollen wir uns in diesem Abschnitt beschäfti-
gen.

Nach einer kurzen mathematischen Zwischenbetrachtung über die Trans-
formationseigenschaften von Lorentz-Tensoren bringen wir die Maxwell-Glei-
chungen unter Verwendung des elektromagnetischen Feldstärketensors in lo-
rentzkovariante Form und besprechen das hieraus folgende Transformations-
verhalten elektromagnetischer Felder. Wir zeigen ferner, daß die Lorentz-
Kraft die korrekte relativistische Beschreibung von Teilchenbewegungen lie-
fert. Zum Schluß diskutieren wir die in Unterabschn. 2.1.3 hergeleitete
Energie- und Impulserhaltung mit Hilfe des kovariant verallgemeinerten Max-
wellschen Spannungstensors.

2.3.1 Lorentz-Tensoren

Im Zusammenhang mit der relativistischen Mechanik wurden bereits einige
grundlegende Begriffe der speziellen Relativitätstheorie eingeführt (Unter-
10 Siehe Fußnote 11 auf Seite 106
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abschn. 1.6.1). Im Hinblick auf eine kovariante Formulierung der Elektrody-
namik erweist es sich als günstig, diesen Begriffsapparat zu erweitern und
insbesondere Lorentz-Transformationen in einem allgemeineren mathemati-
schen Rahmen zu betrachten.

Definition: Kontravarianter Tensor n-ter Stufe

Unter einem kontravarianten Tensor n-ter Stufe versteht man die Gesamt-
heit Tα1...αn n-fach indizierter Größen (alle Indizes oben), die sich unter
Lorentz-Transformationen Λα

β in der Weise

T ′α1...αn = Λα1
β1 . . . Λαn

βnT β1...βn

transformieren. Man beachte, daß die Matrix Λα
β kein Tensor ist, da sie

in keinem Inertialsystem definiert ist, sondern den Übergang zwischen zwei
Inertialsystemen beschreibt.

Mit Hilfe des metrischen Tensors gαα′ (siehe (1.64)) lassen sich aus kontrava-
rianten Tensoren die entsprechenden kovarianten Größen (alle Indizes unten)
konstruieren:

Tα1...αn = gα1β1 . . . gαnβn
T β1...βn .

Für das Transformationsverhalten kovarianter Tensoren folgt unter Berück-
sichtigung von Satz 1.35

T ′
α1...αn

= gα1β1 . . . gαnβn
T ′β1...βn

= gα1β1 . . . gαnβnΛβ1
γ1 . . . Λβn

γnT γ1...γn

= gα1β1 . . . gαnβn
Λβ1

γ1 . . . Λβn
γngγ1ε1 . . . gγnεnTε1...εn

= Tε1...εn
[Λ−1]ε1α1

[Λ−1]εn
αn

,

mit

[Λ−1]εα = gαβΛβ
γgγε .

Neben ko- und kontravarianten Tensoren gibt es auch gemischte Tensoren,
deren Indizes oben und unten stehen. Ihr Transformationsverhalten läßt sich
aus dem der ko- bzw. kontravarianten Tensoren herleiten. Man hat z.B. für
einen gemischten Tensor 2-ter Stufe (einmal ko- und einmal kontravariant):

T ′α
β = T ′αγgγβ = Λα

µΛγ
νTµνgγβ = Λα

µΛγ
νTµ

εg
ενgγβ

= Λα
µTµ

ε[Λ−1]εβ .

Für zwei Tensoren A und B sind folgende algebraischen Operationen defi-
niert:

• Addition: aAα1...αn +bBβ1...βn ist ein (kontravarianter) Tensor n-ter Stufe,
sofern a und b Lorentz-Skalare sind.

• Multiplikation: Aα1...αnBβ1...βm ist ein (kontravarianter) Tensor n + m-ter
Stufe.
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• Kontraktion: Aα1...αn

β1...βm
Bβ1...βmγ1...γr ist ein (kontravarianter) Tensor n + r-

ter Stufe. Die Gesamtstufe ist also gegenüber der Multiplikation um die
Zahl der Indizes reduziert, über die summiert wird.

Tensorfelder und Differentialoperatoren. Das bisher Gesagte läßt sich
auf Tensorfelder, also auf Funktionen des Raum-Zeit-Vierervektors xµ, erwei-
tern.

Definition: Kontravariantes Tensorfeld n-ter Stufe

Unter einem kontravarianten Tensorfeld n-ter Stufe versteht man die Ge-
samtheit Tα1...αn(xµ) n-fach indizierter Funktionen von xµ (alle Indizes
oben), die sich unter Lorentz-Transformationen Λα

β in der Weise

T ′α1...αn(x′µ) = Λα1
β1 . . . Λαn

βnT β1...βn([Λ−1]µνx′ν)

transformieren. Hierbei ist zu beachten, daß das Argument entsprechend
mitzutransformieren ist.

Tensorfelder11 können nach ihren Argumenten abgeleitet werden. Für die par-
tielle Ableitung ∂/∂xα gilt wegen xν = [Λ−1]νµx′µ

∂xν

∂x′µ = [Λ−1]νµ =⇒ ∂

∂x′µ =
∂

∂xν

∂xν

∂x′µ =
∂

∂xν
[Λ−1]νµ .

Also transformiert sich
∂

∂xµ
= ∂µ

wie ein kovarianter Vierervektor und dementsprechend

∂

∂xµ
= ∂µ

wie ein kontravarianter Vierervektor. Weiterhin folgt, daß der d’Alembert-O-
perator

� = ∂µ∂µ =
1
c2

∂2

∂t2
− ∇2

ein Lorentz-Skalar ist.

2.3.2 Lorentzkovariante Maxwell-Gleichungen

Da die Kontinuitätsgleichung

∂ρ(x, t)
∂t

+ ∇j(x, t) = 0

11 Im weiteren Verlauf wird zwischen ”Tensor“ und ”Tensorfeld“ sprachlich nicht
weiter unterschieden.
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aus den Maxwell-Gleichungen folgt, von denen wir wissen, daß sie lorentzko-
variant sind, muß diese lorentzinvariant sein. Hieraus folgt, daß die Ladungs-
dichte ρ(x, t) und der Stromdichtevektor j(x, t) die Viererstromdichte

(jµ(x)) =
(

cρ(x, t)
j(x, t)

)
, x = (xµ)

bilden, so daß die Kontinuitätsgleichung in der manifest invarianten Weise

∂µjµ(x) = 0

geschrieben werden kann. Aufgrund der Tatsache, daß die Ladungsdichte die
zeitliche Komponente eines Vierervektors darstellt, folgt unmittelbar, daß
dq = d3xρ = d3xj0/c und somit die Ladung q eines Systems (im Gegensatz
zu seiner Masse) ein Lorentz-Skalar ist.

Betrachten wir nun die inhomogenen Maxwell-Gleichungen (I) und (IV).
Ihre rechten Seiten bilden zusammen den Vierervektor jµ, während die linken
Seiten partielle Ableitungen enthalten. Der einfachste manifest kovariante
Ansatz für diese Gleichungen lautet deshalb

∂µFµν = 4πjµ , (Fµν) =

⎛
⎜⎜⎝

0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0

⎞
⎟⎟⎠ , (2.39)

aus dem für ν = 0 die erste und für ν = i die letzte Maxwell-Gleichung folgt.
Da (I) und (IV) insgesamt 6 Gleichungen ergeben, muß Fµν ein antisymme-
trischer kontravarianter Tensor 2-ter Stufe sein. Um dies zu sehen, betrachten
wir noch einmal die Potentialgleichungen (2.24),

�φ(x, t) = 4πρ(x, t) , �A(x, t) =
4π

c
j(x, t) , (2.40)

in der Lorentz-Eichung (2.23),

∇A(x, t) = −1
c

∂φ(x, t)
∂t

. (2.41)

Da die rechten Seiten von (2.40) wieder den Vierervektor jµ bilden und der
d’Alembert-Operator � ein Lorentz-Skalar ist, müssen notwendigerweise auch
die Potentiale φ und A zu dem Vierervektorpotential

(Aµ(x)) =
(

φ(x, t)
A(x, t)

)
kombinieren, damit (2.40) und (2.41) in die manifest kovariante Form

�Aµ(x) =
4π

c
jµ(x) , ∂µAµ(x) = 0

gebracht werden können. Drückt man jetzt die Definitionsgleichungen (2.15)
der Potentiale durch die kontravarianten Größen ∂µ und Aν aus, dann folgt
durch Vergleich mit (2.39)
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Fµν = ∂µAν − ∂νAµ .

Das heißt Fµν ist in der Tat ein kontravarianter Tensor 2-ter Stufe. Die ver-
bleibenden homogenen Maxwell-Gleichungen (II) und (III) lassen sich eben-
falls durch Einführen des zu Fµν dualen Pseudotensors 2-ter Stufe,

Gµν =
1
2
εµναβFαβ ,

in der kovarianten Weise

∂µGµν = 0

ausdrücken, wobei

εµναβ =

⎧⎨
⎩

+1 falls (µναβ) gerade Permutation von (0123)
−1 falls (µναβ) ungerade Permutation von (0123)
0 sonst

das Levi-Civita-Symbol bezeichnet. Insgesamt folgt der

Satz 2.9: Maxwell-Gleichungen in lorentzkovarianter Form

Da die Elektrodynamik mit der speziellen Relativitätstheorie im Einklang
steht, lassen sich ρ und j sowie φ und A jeweils zu Vierervektoren

(jµ) =
(

cρ
j

)
, (Aµ) =

(
φ
A

)
.

zusammenfassen. Hiermit lauten die Maxwell-Gleichungen in lorentzkova-
rianter Form

∂µFµν(x) =
4π

c
jν

⎧⎨
⎩

ν = 0 : ∇E = 4πρ

ν = i : ∇ × B − 1
c

∂E

∂t
=

4π

c
j

∂µGµν(x) = 0

⎧⎨
⎩

ν = 0 : ∇B = 0

ν = i : ∇ × E +
1
c

∂B

∂t
= 0 ,

mit

(Fµν) =

⎛
⎜⎜⎝

0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0

⎞
⎟⎟⎠ , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

und

Gµν =
1
2
εµναβFαβ .

Der total antisymmetrische Tensor Fµν heißt Feldstärketensor, der total
antisymmetrische Pseudotensor Gµν dualer Feldstärketensor.
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Die homogenen Maxwell-Gleichungen lassen sich auch in der Form

∂αF βγ + ∂γFαβ + ∂βF γα = 0

schreiben. Diese Gleichung ist ebenfalls forminvariant, da sich jeder der Ter-
me in gleicher Weise wie ein gemischter Tensor 3-ter Stufe (einmal ko- und
zweimal kontravariant) transformiert.

2.3.3 Transformationsverhalten elektromagnetischer Felder

Die Transformationseigenschaften der E- und B-Felder sind durch das Trans-
formationsverhalten F ′µν = Λµ

αΛν
βFαβ des zweistufigen Feldstärketensors

Fµν determiniert. Für eine allgemeine Lorentz-Transformation von einem
Inertialsystem K zu einem relativ zu K mit der Geschwindigkeit v bewegten
System K′ ergibt sich für die transformierten E- und B-Felder

E′ = γ
(
E +

v

c
× B

)
− γ2

γ + 1
v(vE)

c2 , γ =
1√

1 − v2

c2

B′ = γ
(
B − v

c
× E

)
− γ2

γ + 1
v(vB)

c2

oder
E′

‖ = E‖ , B′
‖ = B‖

E′
⊥ = γ

(
E⊥ +

v

c
× B

)
, B′

⊥ = γ
(
B⊥ − v

c
× E

)
,

⎫⎬
⎭ (2.42)

wobei ‖ und ⊥ die zu v parallelen bzw. senkrechten Komponenten der Felder
bezeichnen. Wir erkennen hieraus, daß E und B nicht unabhängig vonein-
ander sind. Ein reines E- oder B-Feld in einem System K erscheint in einem
anderen System K′ als Kombination elektrischer und magnetischer Felder. Da
also die Unterscheidung zwischen E- und B-Feldern vom betrachteten Iner-
tialsystem abhängt, sollte man besser vom elektromagnetischen Feld Fµν als
von E und B getrennt sprechen.

Lorentzinvariante. Aufgrund der Überlegungen in Unterabschn. 2.3.1 kann
man aus jedem zweistufigen Tensor durch Kontraktion des Tensors mit sich
selbst u.a. folgende Lorentz-Skalare konstruieren:

TµνT νµ , TµνT ν
γT γµ , TµνT νγTγεT

εµ , . . . .

Im Falle des elektromagnetischen Feldstärketensors Fµν ist die kubische In-
variante Null. Die anderen beiden ergeben

FµνF νµ = 2
(
E2 − B2) = I1 = invariant

FµνF νγFγεF
εµ = 2

(
E2 − B2)2

+ 4(EB)2 = invariant
=⇒ (EB) = invariant .

Hieraus lassen sich einige Folgerungen für die E- und B-Felder ziehen:
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• Gilt in einem Inertialsystem E ⊥ B, dann gilt dies auch in jedem anderen.
Im Falle I1 > 0 gibt es ein Inertialsystem, in dem gilt: B = 0.
Im Falle I1 < 0 gibt es ein Inertialsystem, in dem gilt: E = 0.

• Der erste Punkt gilt auch in umgekehrter Richtung: Falls in einem Inerti-
alsystem E = 0 oder B = 0, dann gilt E ⊥ B in jedem anderen.

• Gilt in einem Inertialsystem |E| = |B|, dann gilt dies auch in jedem ande-
ren.

2.3.4 Lorentz-Kraft und Kovarianz

Nachdem wir die Kompatibilität der Maxwell-Gleichungen mit der speziellen
Relativitätstheorie durch eine lorentzkovariante Formulierung zum Ausdruck
gebracht haben, müssen wir nun noch die durch die Lorentz-Kraft F L be-
schriebene Bewegungsgleichung für ein Teilchen in einem elektromagnetischen
Feld kovariant schreiben. Von ihr können wir zunächst nur annehmen, daß
sie im nichtrelativistischen Grenzfall |ẋ|/c → 0 gilt, also

d
dt

m0ẋ = F L = q

(
E +

ẋ

c
× B

)
. (2.43)

Hier bezeichnet q die Ladung, ẋ die Geschwindigkeit und m0 die Ruhemasse
des Teilchens. Aus Unterabschn. 1.6.4 wissen wir, daß die kovariante Bewe-
gungsgleichung der relativistischen Mechanik gegeben ist durch

dpµ

dτ
=

1√
1 − ẋ2

c2

dpµ

dt
= Fµ ,

mit

(pµ) =
(

cm
mẋ

)
, (Fµ) =

1√
1 − ẋ2

c2

(
cdm

dt

F

)
,

wobei

dτ = dt

√
1 − ẋ2

c2 , m =
m0√
1 − ẋ2

c2

das Eigenzeitdifferential bzw. die relativistische Masse des Teilchens sind. Da
der Ausdruck (2.43) linear in den Feldern E und B sowie der Teilchenge-
schwindigkeit ẋ ist, lautet sein einfachst möglicher kovarianter Ansatz

dpµ

dτ
=

q

c
Fµν dxν

dτ
,

dxµ

dτ
= Vierergeschwindigkeit . (2.44)

Man beachte: Weil q (wie auch c) ein Lorentz-Skalar ist, stehen auf beiden Sei-
ten kontravariante Vierervektoren. Drücken wir jetzt diese Gleichung durch
die Dreiervektoren E, B und ẋ aus, dann ergibt sich
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µ = 0 :
d
dt

m0c
2√

1 − ẋ2

c2

= qEẋ

µ = i :
d
dt

m0ẋ√
1 − ẋ2

c2

= q

(
E +

ẋ

c
× B

)
.

Offenbar liefern die räumlichen µ-Komponenten für |ẋ|/c → 0 den richtigen
nichtrelativistischen Zusammenhang (2.43). Wir folgern hieraus einerseits,
daß der Ansatz (2.44) die richtige relativistische Verallgemeinerung von (2.43)
ist, und andererseits, daß die Lorentz-Kraft F L auch für relativistische Ge-
schwindigkeiten die Teilchenbewegung korrekt beschreibt, wenn in der Bewe-
gungsgleichung die Ersetzung m0 → m vorgenommen wird. Die Gleichung für
die µ=0-Komponente bringt den folgenden Erhaltungssatz zum Ausdruck:
Die zeitliche Änderung der Teilchenenergie ist gleich der Leistung, die das
elektromagnetische Feld auf das Teilchen überträgt.

Satz 2.10: Kovariante Bewegungsgleichung, Lorentz-Kraft

Die relativistische Verallgemeinerung der Newtonschen Bewegungsglei-
chung für ein Teilchen in einem elektromagnetischen Feld lautet in ko-
varianter Notation

dpµ

dτ
=

q

c
Fµν dxν

dτ
.

Die räumlichen Komponenten dieser Gleichung führen auf

d
dt

m0ẋ√
1 − ẋ2

c2

= F L = q

(
E +

ẋ

c
× B

)
,

d.h. F L liefert in allen Ordnungen von |ẋ|/c die korrekte Beschreibung der
Teilchenbewegung.

2.3.5 Energie- und Impulserhaltung

In der Herleitung des Impulssatzes der Elektrodynamik, Satz 2.5, haben wir
den Maxwellschen Spannungstensor

Tik =
1
4π

[
EiEk + BiBk − δik

2
(
E2 + B2)] (2.45)

eingeführt. Seine Viererversion ist der symmetrische Tensor 2. Stufe

Tµν =
1
4π

(
gµαFαβF βν +

1
4
gµνFαβFαβ

)
, (2.46)

dessen räumliche Komponenten gerade das Negative des Dreierspannungs-
tensors sind. Er läßt sich mit Hilfe der elektromagnetischen Energie- und
Impulsdichte εem und gem durch folgende Matrix darstellen:
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(Tµν) =

⎛
⎜⎜⎝

E2 + B2

8π

[
E × B

4π

]T

E × B

4π
−(Tik)

⎞
⎟⎟⎠ =

(
εem [cgem]T

cgem −(Tik)

)
,

mit Tik aus (2.45). Man kann nun mit ein wenig Tensoralgebra zeigen, daß sich
die in den Sätzen 2.4 und 2.5 stehenden differentiellen Erhaltungssätze für
Energie und Impuls durch folgende lorentzkovariante Gleichung ausdrücken
lassen:

∂µTµν = −1
c
F νρjρ

{
ν = 0 : Energieerhaltung, Satz 2.4

ν = i : Impulserhaltung, Satz 2.5.

Betrachten wir jetzt ein System, in dem es keine Ladungen gibt, dann folgt
hieraus

0 = ∂µTµν =
1
c
∂tT

0ν + ∂iT
iν .

Integration dieser Gleichung über ein hinreichend großes Volumen bringt den
zweiten Term auf der rechten Seite zum verschwinden, und es ergibt sich

pν
em =

1
c

∫
d3xT 0ν = const .

Das heißt der Viererimpuls (pµ
em) =

(
Eem/c
P em

)
enthält die Energie sowie

den Impuls des elektromagnetischen Feldes und ist in einem abgeschlossenen
System ohne Ladungen eine Erhaltungsgröße.

Zusammenfassung

• Die Theorie der Elektrodynamik ist eine relativistische Feldtheorie.
Mit Hilfe des elektromagnetischen Feldstärketensors und des dua-
len Feldstärketensors lassen sich die Maxwell-Gleichungen in manifest
lorentzkovarianter Form schreiben.

• Hierbei geht ein, daß Ladungs- und Stromdichte sowie Skalar- und Vek-
torpotential jeweils zu Vierervektorfeldern kombinieren.

• Aus der Lorentz-Kovarianz der Theorie folgt, daß E- und B-Felder beim
Wechsel des Bezugssystems ineinander übergehen, also die Unterschei-
dung zwischen E und B vom betrachteten Inertialsystem abhängt.

• Die Lorentz-Kraft liefert nicht nur im nichtrelativistischen Grenzfall, son-
dern in allen Ordnungen von |ẋ|/c die korrekte Beschreibung der Bewe-
gung von Teilchen in elektromagnetischen Feldern.

• Die Erhaltungssätze für Energie und Impuls lassen sich durch Verwen-
dung des Maxwellschen Spannungstensors in einer lorentzkovarian-
ten Gleichung zusammenfassen.
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Anwendungen

24. Gleichförmig bewegte Ladung. Man berechne das elektromagneti-
sche Feld einer Ladung q, die sich in einem Inertialsystem K mit konstanter
Geschwindigkeit v in positiver x-Richtung bewegt.

Lösung. Der einfachste und eleganteste Lösungsweg besteht darin, zum Ru-
hesystem K′ der Ladung überzugehen, da sich in ihm die E′- und B′-Felder
bzw. die zugehörigen Potentiale φ′, A′ sofort angeben lassen:

(I): ∇′E′(x′, t′) = 4πqδ(x′)

(IV): ∇′ × B′(x′, t′) − 1
c

∂E(x′, t′)
∂t′

= 0

⎫⎪⎬
⎪⎭ =⇒

⎧⎨
⎩ E′(x′, t′) = q

x′

|x′|3
B′(x′, t′) = 0

=⇒ (A′µ(x′)) =

⎛
⎜⎜⎝

φ′(x′, t′)
A′

x(x′, t′)
A′

y(x′, t′)
A′

z(x
′, t′)

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

q
|x′|
0
0
0

⎞
⎟⎟⎠ .

Der Übergang zum ursprünglichen System K wird durch die Lorentz-Trans-
formation

(Λ(1)µ
ν)−1 =

⎛
⎜⎜⎝

γ γv
c 0 0

γv
c γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ , γ =

1√
1 − v2

c2

vermittelt (siehe Unterabschn. 1.6.1). Damit folgt für die Potentiale in K

(Aµ(x′)) =

⎛
⎜⎜⎝

φ(x′, t′)
Ax(x′, t′)
Ay(x′, t′)
Az(x′, t′)

⎞
⎟⎟⎠ = γ

⎛
⎜⎜⎝

q
|x′|
vq

c|x′|
0
0

⎞
⎟⎟⎠ ,

mit ⎛
⎜⎜⎝

ct′

x′

y′

z′

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

γ −γv
c 0 0

−γv
c γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

ct
x
y
z

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

γ(ct − vx
c )

γ(x − vt)
y
z

⎞
⎟⎟⎠

=⇒ φ(x, t) =
γq√

γ2(x − vt)2 + y2 + z2
, A(x, t) =

v

c
φ(x, t)

⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠ .

Für die E- und B-Felder in K erhält man schließlich
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B(x, t) = ∇ × A(x, t) =
vγq

c[γ2(x − vt)2 + y2 + z2]3/2

⎛
⎝ 0

z
−y

⎞
⎠

E(x, t) = −∇φ(x, t) − 1
c

∂A(x, t)
∂t

=
γq

[γ2(x − vt)2 + y2 + z2]3/2

⎛
⎝ x − vt

y
z

⎞
⎠ .

25. Verallgemeinertes Faradaysches Induktionsgesetz. Wie bereits in
Unterabschn. 2.1.2 festgestellt wurde, gilt das Faradaysche Induktionsgesetz∮

C

E(x, t)dl = −1
c

∫
F

dF
∂B(x, t)

∂t
,

wobei C die geschlossene Kontour z.B. einer Leiterschleife und F deren kon-
stante Fläche bezeichnet. Man zeige hiermit und mit Hilfe von (2.42), daß
die Lorentz-Kovarianz der Elektrodynamik das verallgemeinerte Faradaysche
Induktionsgesetz

V (t) =
∮
C′

E′(x′, t)dl′ = −1
c

d
dt

∫
F (t)

dFB(x, t) = −1
c

dΦm(t)
dt

impliziert, wobei sich die gestrichenen Größen auf das Ruhesystem der Leiter-
schleife beziehen.

Lösung. Im ungestrichenen Beobachtungssystem gilt

dΦm

dt
=

∫
F (t)

dF
∂B

∂t
+

∫
dF

dt
B = −c

∮
C(t)

Edl +
∫

dF

dt
B .

Nehmen wir an, daß sich die Leiterschleife mit der konstanten Geschwindig-
keit v bewegt (Abb. 2.5), dann ist dF = v × dldt. Somit folgt

dl dF = v × dldt
vdt

C

Abb. 2.5. Mit konstanter Geschwindigkeit v bewegte Leiterschleife
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dΦm

dt
= −c

∮
C(t)

dl
(
E +

v

c
× B

)

= −c

∮
C(t)

(dl‖ + dl⊥)
(
E‖ + E⊥ +

v

c
× B

)
. (2.47)

‖ und ⊥ indizieren hierbei die zu v parallel bzw. senkrechte Komponenten.
Unter Beachtung von (2.42) und

dl‖ =
1
γ

dl′‖ , dl⊥ = dl′⊥ , γ =
1√

1 − v2

c2

läßt sich die rechte Seite von (2.47) in folgender Weise durch die gestrichenen
Größen ausdrücken:

dΦm

dt
= −c

∮
C′

(
1
γ

dl′‖ + dl′⊥

)(
E‖ + E⊥ +

v

c
× B

)

= −c

∮
C′

(dl′‖ + dl′⊥)
[

1
γ

E‖ +
1
γ

γ
(
E⊥ +

v

c
× B

)]

= − c

γ

∮
C′

dl′(E′
‖ + E′

⊥) .

Es folgt schließlich
dΦm

dt
=

1
γ

dΦm

dt′
= − c

γ

∮
C′

dl′E′(x′, t′)

⇐⇒ dΦm(t)
dt

= −c

∮
C′

dl′E′(x′, t) .

2.4 Strahlungstheorie

Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit elektromagnetischen Strahlungsphäno-
menen, die durch zeitlich veränderliche Ladungs- und Stromdichteverteilun-
gen hervorgerufen werden. Im allgemeinen ist für beliebige Verteilungen die
Berechnung der zugehörigen elektromagnetischen Felder mit Hilfe der retar-
dierten Potentiale nur numerisch durchführbar, da zu jedem Aufpunkt x′

eine retardierte Zeit tret gehört, die auch noch explizit von x′ abhängt. Wir
beschränken uns deshalb auf beschleunigte Punktladungen bzw. Verteilungen
geringer Ausdehnung, für die eine analytische Bestimmung der retardierten
Potentiale möglich ist.

Wir beginnen unsere Diskussion mit der Berechnung der retardierten Po-
tentiale für beliebig bewegte Punktladungen (Liénard-Wiechert-Potentiale)
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und leiten hieraus die zugehörigen E- und B-Felder ab. Wie sich herausstel-
len wird, können diese jeweils als Summe zweier Terme geschrieben werden,
von denen die einen die Felder einer gleichförmig bewegten und die anderen
die Felder einer beschleunigten Ladung beschreiben. Desweiteren berechnen
wir die Energie bzw. Leistung, welche durch die Beschleunigungsanteile der
Felder nach außen abgestrahlt wird, und beschäftigen uns zum Schluß mit
dem Strahlungsfeld örtlich begrenzter Ladungs- und Stromdichteverteilungen
in der Dipolnäherung.

2.4.1 Liénard-Wiechert-Potentiale

Eine Punktladung q mit der Ortsbahn x0(t) und der Geschwindigkeit ẋ0(t)
besitzt die Ladungsdichte- und Stromdichteverteilung

ρ(x, t) = qδ[x − x0(t)] , j(x, t) = qẋ0δ[x − x0(t)] .

Setzt man diese Größen in die retardierten Potentiale (2.35) und (2.36) ein,
so läßt sich die räumliche Integration direkt ausführen, und man erhält

φ(x, t) = q

∫
dt′

1
|x − x0(t′)|δ

(
t′ − t +

|x − x0(t′)|
c

)

A(x, t) =
q

c

∫
dt′

ẋ0(t′)
|x − x0(t′)|δ

(
t′ − t +

|x − x0(t′)|
c

)
.

Bei der zeitlichen Integration ist zu beachten, daß das Argument der δ-
Funktion eine Funktion der Integrationsvariablen t′ ist. In diesem Fall gilt
ganz allgemein∫

dt′g(t′)δ[f(t′)] =
∑

k

g(tk)∣∣∣ df
dt′

∣∣∣
tk

, tk=Nullstellen von f .

Unter Berücksichtigung dieses Punktes folgt der

Satz 2.11: Liénard-Wiechert-Potentiale einer beliebig
bewegten Punktladung

Die retardierten Potentiale einer Punktladung q, die sich auf einer beliebi-
gen Bahnkurve x0(t) mit der Geschwindigkeit ẋ0(t) bewegt, sind durch die
Liénard-Wiechert-Potentiale

φ(x, t) =
q

R(tret) − 1
cR(tret)ẋ0(tret)

A(x, t) =
q

c

ẋ0(tret)
R(tret) − 1

cR(tret)ẋ0(tret)
,

R(tret) = x − x0(tret) , R(tret) = |R(tret)| (2.48)
�
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gegeben. Hierbei bezeichnet R(tret) den Abstandsvektor zwischen Beob-
achtungspunkt x und Teilchenort x0 zur retardierten Zeit

tret = t − |x − x0(tret)|
c

= t − R(tret)
c

. (2.49)

Bevor wir uns der Berechnung der E- und B-Felder zuwenden, zeigen wir,
wie man zu diesem Ergebnis auf etwas elegantere Weise mit Hilfe des lorentz-
kovarianten Formalismus gelangt. Zunächst stellen wir fest, daß

(Rµ) =
(

R
R

)
=

(
c(t − tret)

|x − x0(tret)|
)

ein Vierervektor ist, da nach (2.48) und (2.49) in jedem Inertialsystem gilt:

RµRµ = c2(tret − t)2 − R2(tret) = 0 .

Nun lassen sich die retardierten Potentiale im (gestrichenen) momentanen
Ruhesystem des Teilchens leicht angeben. Sie lauten dort

φ′(x′, t′) =
q

|x′ − x′
0(t

′
ret)|

=
q

R′(t′ret)
, A′(x′, t′) = 0

bzw.

A′µ = q
u′µ

R′
νu′ν , (u′µ) =

⎛
⎜⎜⎝

c
0
0
0

⎞
⎟⎟⎠ , (2.50)

wobei u′µ die Vierergeschwindigkeit im Ruhesystem bezeichnet. Offensichtlich
transformieren sich beide Seiten von (2.50) wie ein kontravarianter Vierervek-
tor, so daß diese Gleichung forminvariant und somit in jedem Inertialsystem
gültig ist. Gehen wir jetzt zum ursprünglichen (ungestrichenen) Inertialsy-
stem über, dann ist

Aµ = q
uµ

Rνuν
, (uµ) =

1√
1 − ẋ2

0
c2

(
c

ẋ0

)
,

woraus sofort die in Satz 2.11 stehenden Potentiale folgen.

Bestimmung der elektromagnetischen Felder. Die Berechnung von

E = −∇φ − 1
c

∂A

∂t
, B = ∇ × A (2.51)

aufgrund von Satz 2.11 erfordert die Kenntnis von ∂tret/∂t und ∇tret, da
die Liénard-Wiechert-Potentiale in Termen der retardierten Zeit tret gegeben
sind, wobei tret überdies auch noch von x abhängt. Zur Bestimmung von
∂tret/∂t und ∇tret rechnen wir:

∂R2

∂tret
= 2R

∂R

∂tret
= 2R

∂R

∂tret
= −2Rẋ0
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=⇒ ∂R

∂t
=

∂R

∂tret

∂tret
∂t

= −Rẋ0

R

∂tret
∂t

(2.52)

R(tret) = c(t − tret) =⇒ ∂R

∂t
= c

(
1 − ∂tret

∂t

)
. (2.53)

Kombiniert man (2.52) und (2.53), dann folgt

∂tret
∂t

=
1

1 − nβ
, mit n =

R

R
, β =

ẋ0

c
. (2.54)

Die Ableitung von R nach seinen Komponenten liefert einerseits

∇R = ∇c(t − tret) = −c∇tret

und andererseits

∇R = ∇|x − x0(tret)| =
R

R
+

∂R

∂tret
∇tret = n − nẋ0∇tret ,

so daß

∇tret =
1
c

n

nβ − 1
. (2.55)

Mit Hilfe von (2.54) und (2.55) – alles an der Stelle tret genommen – lassen
sich nun die Rechnungen in (2.51) ausführen. Nach einigen Zwischenschritten
gelangt man zum

Satz 2.12: E- und B-Felder einer beliebig
bewegten Punktladung

Die elektromagnetischen Felder einer beliebig, mit der Geschwindigkeit ẋ0
bewegten Punktladung q werden beschrieben durch

E(x, t) = q

[
(n − β)(1 − β2)

R2(1 − nβ)3

]
tret

+
q

c

[
n × [(n − β) × β̇]

R(1 − nβ)3

]
tret

= E0(x, t) + Ea(x, t)

B(x, t) = n × E0(x, t) + n × Ea(x, t)

= B0(x, t) + Ba(x, t) ,

mit

n =
R

R
, β =

ẋ0

c
.

Das magnetische Feld steht sowohl zum elektrischen Feld als auch zum Ver-
bindungsvektor zwischen Beobachtungspunkt und retardierter Teilchenpo-
sition senkrecht.

In diesem Satz sind die E- und B-Felder jeweils als Summe zweier Terme an-
gegeben. Die ersten Terme sind unabhängig von der Teilchenbeschleunigung
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β̇ und verhalten sich für große Abstände wie 1/R2, während die zweiten wie
1/R abfallen und für β̇ = 0 verschwinden. E0 und B0 liefern deshalb die
Felder einer gleichförmig bewegten Ladung. Wir können uns hiervon explizit
überzeugen, indem wir zum Beispiel eine Punktladung q betrachten, die sich
entlang der x-Achse mit konstanter Geschwindigkeit v bewegt. Wählen wir
als Beobachtungspunkt den Ursprung, dann ist

x0(t) =

⎛
⎝ vt

0
0

⎞
⎠ , x = 0 , R(tret) = vtret , n =

⎛
⎝−1

0
0

⎞
⎠ , β =

⎛
⎝ v

c
0
0

⎞
⎠

=⇒ E0(0, t) = − q

γ2v2t2ret
(
1 + v

c

)2

⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠ , γ =

1√
1 − β2

.

Die retardierte Zeit berechnet sich zu

tret = t − |x − x0(tret)|
c

= t − vtret
c

=⇒ tret =
t

1 + v
c

,

so daß schließlich folgt:

E0(0, t) = − q

γ2v2t2

⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠ , B0(0, t) = n × E(0, t) = 0 .

Diese Felder entsprechen genau denjenigen aus Anwendung 24 für x = 0. Dort
hatten wir die E- und B-Felder einer gleichförmig in x-Richtung bewegten
Ladung mit Hilfe des lorentzkovarianten Formalismus berechnet.

2.4.2 Strahlungsenergie

In diesem Unterabschnitt berechnen wir die von einer bewegten Punktladung
abgestrahlte Leistung P . Es wird hierbei vorausgesetzt, daß alle Größen zur
retardierten Zeit tret zu nehmen sind. Durch das Flächenelement R2dΩ geht
der Energiestrom bzw. die Leistung dP = SnR2dΩ, also

dP

dΩ
=

dE

dtdΩ
= R2Sn =

cR2

4π
n(E × B) .

Setzt man in diese Gleichung die Felder aus Satz 2.12 ein, so erkennt man
anhand des asymptotischen R-Verhaltens der einzelnen Terme, daß nur die
Kombination Ea × Ba einen Beitrag liefert. Mit anderen Worten: Nur be-
schleunigte Ladungen emittieren Strahlung. Wir haben deshalb

dP

dΩ
=

cR2

4π
n(Ea × Ba) =

q2

4πc

(
n × [(n − β) × β̇]

)2

(1 − nβ)6
.

Vom Standpunkt der Ladung ist es naheliegend, die pro retardiertem Zeitin-
tervall dtret abgestrahlte Energie zu betrachten. Unter Berücksichtigung von
(2.54) ergibt sich diese zu
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dP ′

dΩ
=

dP

dΩ

∂t

∂tret
=

q2

4πc

(
n × [(n − β) × β̇]

)2

(1 − nβ)5
. (2.56)

Um diese Gleichung weiter auszuwerten, betrachten wir zunächst die Grenz-
fälle β 	 1 und β ‖ β̇ und setzen dabei

cos θ =
nβ

β
, cos θ′ =

nβ̇

β̇
.

1. Grenzfall: β 	 1. In diesem Fall reduziert sich (2.56) auf den Ausdruck

dP ′

dΩ
=

dP

dΩ
=

q2

4πc
β̇

2
sin2 θ′ . (2.57)

Offensichtlich ist er von der Richtung der Teilchengeschwindigkeit unabhän-
gig. Die Winkelabhängigkeit dieser Strahlungsleistung ist in Abb. 2.6 darge-
stellt. Führt man die Winkelintegration in (2.57) aus, dann ergibt sich die
Larmorsche Formel

P =
2q2

3c
β̇

2
. (2.58)

θ′
n

β̇

Abb. 2.6. Abgestrahlte Leistung dP/dΩ einer beschleunigten Punktladung im
Grenzfall β � 1. θ′ bezeichnet den Winkel zwischen der Teilchenbeschleunigung β̇
und der Ausstrahlungsrichtung n

2. Grenzfall: β ‖ β̇. Hier ist θ = θ′, und (2.56) geht über in

dP

dΩ
=

q2

4πc
β̇

2 sin2 θ

(1 − β cos θ)5
.

Für die Richtung maximaler Strahlungsemission erhält man hieraus
d

d cos θ

dP

dΩ
= 0 =⇒ cos θmax =

1
3β

(√
15β2 + 1 − 1

)
.
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Das heißt der Strahlungskegel neigt sich bei wachsender Teilchengeschwin-
digkeit immer mehr nach vorne, wie in Abb. 2.7 zu erkennen ist.

θ

n

β, β̇ β, β̇

Abb. 2.7. Abgestrahlte Leistung dP/dΩ einer beschleunigten Punktladung im
Grenzfall β ‖ β̇ für β = 0.5 (links) und β = 0.81 (rechts). Zum maßstabsgerechten
Vergleich ist die rechte Figur um den Faktor 100 zu vergrößern

Lorentzinvariante Verallgemeinerung. Aus dem ersten Spezialfall läßt
sich nun leicht mit Hilfe des lorentzkovarianten Formalismus die abgestrahl-
te Leistung einer Punktladung für beliebige Geschwindigkeiten bestimmen.
Da sowohl die Energie E als auch die Zeit t (bis auf die Konstante c) 0-
Komponenten von Vierervektoren sind, ist P = dE/dt ein Lorentz-Skalar.
Um den ersten Spezialfall auf beliebige β zu erweitern, reicht es deshalb aus,
einen Lorentz-Skalar zu finden, der für β 	 1 in (2.58) übergeht. Zu diesem
Zweck drücken wir (2.58) durch den nichtrelativistischen Impuls pnr aus und
verallgemeinern das Resultat in invarianter Weise, indem wir pnr und dt durch

den Viererimpuls (pµ) = cm0√
1−β2

(
1
β

)
bzw. die Eigenzeit dτ = dt

√
1 − β2

ersetzen:

P =
2q2

3m2
0c

3

dpnr

dt

dpnr

dt
−→ − 2q2

3m2
0c

3

dpµ

dτ

dpµ

dτ
.

Die rechte Seite dieser Gleichung ist ganz offensichtlich ein Lorentz-Skalar,
und man überzeugt sich leicht davon, daß sie im Grenzfall β 	 1 mit (2.58)
identisch ist. Für beliebige Teilchengeschwindigkeiten folgt daher der

Satz 2.13: Strahlungsleistung einer beliebig
bewegten Punktladung

Die Strahlungsleistung einer beliebig, mit der Geschwindigkeit ẋ0 bewegten
Punktladung q ist gegeben durch

�
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P =
2q2

3c
γ6

[
β̇

2 − (β × β̇)2
]

, β =
ẋ0

c
, γ =

1√
1 − β2

.

Diese Gleichung impliziert: Nur beschleunigte Ladungen emittieren Strah-
lung.

Die mit einer beschleunigten Ladung verbundene Strahlungsleistung P redu-
ziert die kinetische Energie dieses Teilchens. Man spricht daher auch von
Strahlungsverlusten. Diese treten z.B. bei Linear- oder Kreisbeschleunigern
auf. Auch Röntgenstrahlen sind eine Form von Strahlungsverlusten. Sie wer-
den erzeugt, indem in einer Elektronenröhre eine hohe Spannung zwischen
Anode und Kathode angelegt wird. Die Elektronen werden beim Durchlau-
fen dieser Potentialdifferenz beschleunigt und treffen mit hoher Energie auf
die Anode. Beim Aufprall werden sie stark gebremst (|β̇| groß) und strahlen
elektromagnetische Energie (Bremsstrahlung) ab.

2.4.3 Dipolstrahlung

Wir wollen nun das Strahlungsfeld eines Systems von zeitlich veränderlichen
Ladungs- und Stromdichteverteilungen berechnen, die in der Weise

ρ(x, t), j(x, t) =

{
beliebig für |x| ≤ R0

0 für |x| > R0

auf ein Gebiet mit dem Radius R0 beschränkt sind. Aufgrund der Linearität
der Maxwell-Gleichungen reicht es aus, sich auf jeweils eine zeitliche Fourier-
Komponente dieser Verteilungen zu beschränken, die sinusförmig mit der Zeit
variiert,

ρ(x, t) = ρ(x)e−iωt , j(x, t) = j(x)e−iωt ,

wobei zu beachten ist, daß sich die physikalischen Größen durch Realteilbil-
dung ergeben. Das zugehörige retardierte Vektorpotential ist gegeben durch

Aret(x, t) =
1
c

∫
d3x

j(x′, tret)
|x − x′| = Aret(x)e−iωt ,

mit

Aret(x) =
1
c

∫
d3x′ j(x′)eik|x−x′|

|x − x′| , k =
ω

c
. (2.59)

Aufgrund von (IV) und (2.15) folgt hieraus für die E- und B-Felder im
äußeren Bereich |x| > R0

B(x, t) = B(x)e−iωt , B(x) = ∇ × Aret(x)

E(x, t) = E(x)e−iωt , E(x) =
i
k

∇ × B(x) .

⎫⎪⎬
⎪⎭ (2.60)
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Zur weiteren Auswertung von (2.59) nehmen wir an, daß gilt: R0 	 |x|, λ,
wobei λ = 2π/k die Wellenlänge des durch (2.60) beschriebenen Strahlungs-
feldes bezeichnet. Unter dieser Voraussetzung ist es erlaubt, den in (2.59)

stehenden Ausdruck eik|x−x′|
|x−x′| in folgender Weise zu entwickeln:

|x − x′| = |x|
(

1 +
x′2

x2 − 2
xx′

x2

)1/2

≈ |x|
(

1 − 2
xx′

x2

)1/2

≈ |x|
(

1 − xx′

x2

)

≈ |x|
(

1 +
xx′

x2

)−1

(2.61)

=⇒ eik|x−x′|

|x − x′| ≈ eik|x|e−ikxx′/|x|

|x|
(

1 +
xx′

x2

)
≈ eikr

r
e−iknx′

, (2.62)

mit

r = |x| , n =
x

|x| .

Wegen 2π/k � R0 ⇐⇒ k 	 2π/R0 können wir desweiteren die Langwellen-
bzw. Dipolnäherung vornehmen:

e−iknx′ ≈ 1 − iknx′ + . . . ≈ 1 . (2.63)

Unter Berücksichtigung dieser Approximationen geht (2.59) über in

Aret(x) =
1
c

eikr

r

∫
d3x′j(x′) .

Der Integrand dieser Gleichung läßt sich unter Zuhilfenahme der Konti-
nuitätsgleichung

∇j(x, t) = −∂ρ(x, t)
∂t

=⇒ ∇j(x) = iωρ(x) (2.64)

und der Identität (j∇′)x′ = j umformen zu∫
d3x′j(x′) =

∫
d3x′[j(x′)∇′]x′ = −

∫
d3x′x′[∇′j(x′)]

= −iω
∫

d3x′x′ρ(x′) ,

so daß folgt:

Aret(x) = −ikp
eikr

r
, (2.65)

wobei

p =
∫

d3x′x′ρ(x′) , p(t) =
∫

d3x′x′ρ(x′)e−iωt
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das elektrische Dipolmoment der Ladungsverteilung bezeichnet. Offensichtlich
beschreibt (2.65) eine auslaufende Kugelwelle, deren Wellenzahl k = ω/c
durch die Frequenz der Ladungsverteilung bestimmt ist. Setzen wir nun (2.65)
in (2.60) ein, dann erhält man schließlich den

Satz 2.14: E- und B-Felder einer zeitlich oszillierenden
Ladungs- und Stromdichteverteilung

Gegeben sei eine auf den Bereich r = |x| < R0 beschränkte Ladungs- und
Stromdichteverteilung

ρ(x, t) = Re
[
ρ(x)e−iωt

]
, j(x, t) = Re

[
j(x)e−iωt

]
.

Die zugehörigen elektromagnetischen Felder sind dann für R0 	 r, 2πc/ω
in der Dipolnäherung gegeben durch

B(x, t) = Re
[
B(x)e−iωt

]
, E(x, t) = Re

[
E(x)e−iωt

]
,

mit

B(x) =
eikr

r
k2

(
1 − 1

ikr

)
(n × p)

E(x) =
eikr

r

{
k2[(n × p) × n] +

1
r

(
1
r

− ik
)

[3n(np) − p]
}

.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (2.66)

Hierbei ist n = x/|x| und

p =
∫

d3x′x′ρ(x′) , p(t) = pe−iωt (2.67)

das elektrische Dipolmoment der Ladungsverteilung.

Das E-Feld besitzt offenbar sowohl eine longitudinale als auch eine transver-
sale Komponente relativ zur Ausbreitungsrichtung n, während das B-Feld
transversal zu n polarisiert ist. Es ist instruktiv, dieses Ergebnis für zwei
Spezialfälle zu untersuchen:

• Fern- oder Strahlungszone: R0 	 λ 	 r. Hierfür vereinfacht sich (2.66)
zu

B(x) =
eikr

r
k2(n × p) , E(x) =

eikr

r
k2(n × p) × n = B(x, t) × n .

E und B bilden mit n in dieser Reihenfolge ein orthogonales Dreibein. Die
zeitgemittelte Energiestromdichte berechnet sich zu

S =
c

8π
Re(E × B∗) =

ck4

8πr2 [(n × p)(n × p∗)]n

und zeigt in Richtung von n, also von der oszillierenden Ladungsverteilung
radial nach außen. Für die zeitgemittelte Strahlungsleistung folgt somit

dP

dΩ
= r2nS =

ck4

8π
(n × p)(n × p∗) . (2.68)
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Das Verhalten E,B ∼ 1/r ist charakteristisch für Strahlungsfelder. Es
impliziert, daß die Strahlungsleistung im Limes r → ∞ unabhängig von r
ist, d.h., daß Strahlung nach außen abgegeben wird.

• Nahzone: R0 	 r 	 λ. In diesem Fall gilt

kr 	 1 =⇒ 1
krrm

� 1
rm

, eikr ≈ 1 ,

und (2.66) reduziert sich auf

B(x) =
ik
r2 (n × p) , E(x) =

3n(np) − p

r3 .

Ignorieren wir den Term e−iωt, so ist das elektrische Feld gleich dem eines
elektrostatischen Dipols (siehe Unterabschn. 2.5.2). Das magnetische Feld
ist um den Faktor kr 	 1 kleiner als das elektrische, d.h. die Felder in der
Nahzone sind dominant elektrischer Natur.

Berücksichtigt man in (2.63) den nächstführenden Term −iknx′, dann wer-
den die Felder (2.66) um magnetische Dipol- und elektrische Quadrupolfelder
erweitert. Im allgemeinen werden die verschiedenen Strahlungsfelder mit E1
(elektrisches Dipolfeld), E2 (elektrisches Quadrupolfeld), M1 (magnetisches
Dipolfeld) usw. bezeichnet.

Zusammenfassung

• Die Liénard-Wiechert-Potentiale beschreiben die retardierten Poten-
tiale einer beliebig bewegten Punktladung. Die hierzu gehörenden E-
und B-Felder lassen sich jeweils als Summe zweier Terme schreiben, von
denen die ersten die Felder einer gleichförmig bewegten Ladung beschrei-
ben, während die zweiten proportional zur Teilchenbeschleunigung sind.

• In die Strahlungsleistung einer beliebig bewegten Punktladung gehen
nur die Beschleunigungsterme ein, woraus folgt, daß ausschließlich be-
schleunigte Ladungen Strahlung emittieren.

• Einen interessanten Spezialfall stellen räumlich begrenzte und zeitlich
oszillierende Ladungs- und Stromdichteverteilungen dar, für die sich die
zugehörigen elektromagnetischen Felder in der Dipolnäherung leicht
berechnen lassen.

Anwendungen

26. Lineare Dipolantenne. Man betrachte eine stromdurchflossene lineare
Dipolantenne der Länge L, die entlang der z-Achse von z = −L/2 bis z = L/2
ausgerichtet ist (Abb. 2.8). Der Strom habe in der Mitte den Wert I0 und
falle zu beiden Enden linear auf Null ab:
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∼

z

y

x

n

−L
2

L
2

θ

ϕ

Abb. 2.8. Dipolantenne. Durch einen Wechselstrom werden die beiden Drähte
abwechselnd positiv und negativ aufgeladen

I(z)e−iωt = I0

(
1 − 2|z|

L

)
e−iωt , L 	 λ =

2πc

ω
.

Wie groß ist die zeitgemittelte Strahlungsleistung der Antenne in der Fern-
zone?

Lösung. Aus der Kontinuitätsgleichung (2.64) folgt für die lineare Ladungs-
dichte ρ′(z) (Ladung pro Einheitslänge)

ρ′(z) = − i
ω

dI(z)
dz

= ±2iI0

ωL
,

wobei das obere (untere) Vorzeichen für positive (negative) z gilt. Das Di-
polmoment (2.67) ist parallel zur z-Achse und hat den Wert

p =

L/2∫
−L/2

dzzρ′(z) =
iI0L

2ω
.

Für die zeitgemittelte Winkelverteilung (2.68) der Strahlungsleistung in der

Fernzone erhält man mit n =

⎛
⎝ cos ϕ sin θ

sin ϕ sin θ
cos θ

⎞
⎠

dP

dΩ
=

I2
0 (ωL)2

32πc3 sin2 θ .

Integration dieser Gleichung über die Winkel ergibt die totale Strahlungsleis-
tung

P =
I2
0 (ωL)2

12c3 .
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27. Kreisförmig bewegte Punktladung. Wie groß ist die Strahlungsleis-
tung einer Punktladung q in der Fernzone, die sich mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit ω auf einem Kreis mit Radius r0 (r0 	 λ = 2πc/ω) in der
xy-Ebene bewegt?

Lösung. Die Ladungsdichte für dieses Problem lautet

ρ(x, t) = qδ[x − x0(t)] , x0(t) = r0

⎛
⎝ cos ωt

sin ωt
0

⎞
⎠ .

Hieraus ergibt sich das Dipolmoment

p(t) = q

∫
d3x′x′δ[x′ − x0(t)] = qx0(t) = Re

[
pe−iωt

]
, p = qr0

⎛
⎝ 1

i
0

⎞
⎠ ,

welches in dieser Form die richtige, in (2.67) vorausgesetzte Zeitabhängigkeit

besitzt. Setzen wir nun p in (2.68) ein, dann folgt mit n =

⎛
⎝ cos ϕ sin θ

sin ϕ sin θ
cos θ

⎞
⎠

dP

dΩ
=

ω4q2r2
0

8πc3

(
1 + cos2 θ

)
=⇒ P =

ω4q2r2
0

3c3 .

2.5 Zeitunabhängige Elektrodynamik

Hat man es mit statischen Ladungs- und Stromdichten zu tun, dann zer-
fallen die vier Maxwell-Gleichungen in zwei entkoppelte Gleichungssysteme,
welche die Grundgleichungen der Elektrostatik und Magnetostatik bilden. In
vielen Lehrbüchern der Elektrodynamik werden diese statischen Gleichungen
(aus historischen Gründen) vor den allgemeinen Maxwell-Gleichungen disku-
tiert und phänomenologisch begründet. Entsprechend unserem axiomatisch-
deduktiv orientierten Ansatz gehen wir den umgekehrten Weg und betrachten
den statischen Fall von vornherein als ein Spezialfall der Gleichungen (I) bis
(IV). Aus den Ergebnissen der vorherigen Abschnitte lassen sich dann durch
Elimination jeglicher Zeitabhängigkeiten viele der statischen physikalischen
Gesetzmäßigkeiten leicht ableiten.

Nach der Herleitung der aus vorigen Abschnitten folgenden Beziehungen
für den elektro- und magnetostatischen Fall diskutieren wir die Multipolent-
wicklung statischer Potentiale für große Entfernungen. Desweiteren betrach-
ten wir mit elektrischen Leitern verbundene Randwertprobleme der Elektro-
statik, sowohl im Rahmen des formalen Green-Funktionen-Kalküls als auch
mit Hilfe praktischer Berechnungsmethoden. Zum Schluß wenden wir uns
einem Standardbeispiel für magnetostatische Feldverteilungsprobleme zu.
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2.5.1 Elektrostatik und Magnetostatik

Sind Ladungs- und Stromdichte zeitlich konstant, dann fallen aus den Max-
well-Gleichungen alle Zeitabhängigkeiten heraus, und es liegt der statische
Fall der Elektrodynamik vor:

Definition: Statischer Fall der Elektrodynamik
(Elektrostatik, Magnetostatik)

Im statischen Fall der Elektrodynamik entkoppeln die Maxwell-
Gleichungen (I) bis (IV) in zwei Differentialgleichungssysteme:

∇E(x) = 4πρ(x)

∇ × E(x) = 0

}
Elektrostatik (2.69)

∇B(x) = 0

∇ × B(x) =
4π

c
j(x)

⎫⎪⎬
⎪⎭Magnetostatik . (2.70)

Das erste System bildet die Grundgleichungen der Elektrostatik, das zweite
die der Magnetostatik. Aufgrund der Zeitunabhängigkeit der Ladungsdichte
reduziert sich die Kontinuitätsgleichung auf

∇j(x) = 0 .

Das heißt es existiert kein Nettoladungsfluß.

Da es sich beim statischen Fall um einen Spezialfall der Elektrodynamik
handelt, können wir viele der aus (2.69) und (2.70) folgenden statischen
Gesetzmäßigkeiten aus den allgemein gültigen Beziehungen vorheriger Ab-
schnitte ableiten. Wir wollen dies tun, indem wir die in Frage kommenden
Abschnitte nacheinander durchgehen. Aus Abschn. 2.2 können alle Defini-
tionen und Sätze übernommen werden, wenn überall die Zeitabhängigkeit
entfernt wird.

Definition: Statisches Skalarpotential φ
und statisches Vektorpotential A

Skalarpotential φ und Vektorpotential A sind im statischen Fall implizit
definiert durch

E(x) = −∇φ(x) , B(x) = ∇ × A(x) .

E und B sind invariant unter den Eichtransformationen

A(x) −→ A′(x) = A(x) + ∇χ(x)
φ(x) −→ φ′(x) = φ(x) + const .
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Offenbar sind im statischen Fall die Coulomb- und die Lorentz-Eichung iden-
tisch und führen deshalb auf dieselben Potentialgleichungen, deren Lösungen
aus den Sätzen 2.7 und 2.8 ersichtlich sind:

Satz 2.15: Statische Maxwell-Gleichungen
in Form von Potentialen

Im statischen Fall führt die Coulomb- und Lorentz-Eichung ∇A(x) = 0
auf die Potentialgleichungen

∇2φ(x) = −4πρ(x) (Statische Poisson-Gleichung)

∇2A(x) = −4π

c
j(x) .

Ihre allgemeine homogene Lösung lautet

φhom(x) = Re
∫

d3kφ̃(k)eikx , Ahom,i(x) = Re
∫

d3kÃi(k)eikx .

Eine inhomogene Lösung der Potentialgleichungen ist

φ(x) =
∫

d3x′ ρ(x′)
|x − x′| , A(x) =

1
c

∫
d3x′ j(x′)

|x − x′| . (2.71)

Da keine Zeitabhängigkeit vorhanden ist, macht es hier natürlich keinen Sinn,
bei der inhomogenen Lösung von ”retardierten Potentialen“ zu sprechen. Zu-
sammen mit B = ∇ × A folgt aus der letzten Gleichung dieses Satzes der

Satz 2.16: Biot-Savartsches Gesetz

Bei gegebener Stromdichte berechnet sich das magnetische Induktionsfeld
wie folgt:

B(x) =
1
c

∫
d3x′j(x′) × x − x′

|x − x′|3 .

Die lorentzkovariante Formulierung der Elektrodynamik (Abschn. 2.3) läßt
sich natürlich nicht auf den statischen Fall übertragen, denn in der Relati-
vitätstheorie stellt die Zeit eine zu den drei Raumrichtungen gleichwertige
Dimension dar. Da der statische Fall jedoch keine Zeitabhängigkeiten be-
inhaltet, kann er sich nur auf ein Inertialsystem beziehen. In Abschn. 2.4
besitzen nur die ersten beiden Sätze 2.11 und 2.12 statische Analoga, die wir
wie folgt zusammenfassen:

Satz 2.17: Potentiale und Felder einer statischen, in x0
ruhenden Punktladung q (Coulomb-Gesetz)

φ(x) =
q

|x − x0| , E(x) = q
x − x0

|x − x0|3 , A(x) = 0 , B(x) = 0 .



170 2. Elektrodynamik

Wie vernünftigerweise zu erwarten ist, stellen die Potentiale dieses Satzes
einen Spezialfall von (2.71) für ρ(x) = qδ(x − x0) und j(x) = 0 dar. Die
weiteren Sätze 2.13 und 2.14 in Abschn. 2.4 setzen ausschließlich bewegte
Ladungen voraus und liefern deshalb für den statischen Fall keinen Beitrag.

Elektrostatische Feldenergie und Selbstenergieproblem. Betrachten
wir als nächstes eine ruhende Ladungsverteilung ρ(x). Mit ihr ist nach Satz
2.4 die elektromagnetische (in diesem Fall: elektrostatische) Feldenergie

Eem =
1
8π

∫
d3xE2(x)

=
1
8π

∫
d3x[∇φ(x)]∇φ(x) =

1
2

∫
d3xρ(x)φ(x)

verbunden, wobei φ das von der Ladungsdichte selbst erzeugte elektrostati-
sche Potential bezeichnet. Setzen wir nun in diese Gleichung das φ aus Satz
2.15 ein, dann folgt

Eem =
1
2

∫
d3x

∫
d3x′ ρ(x)ρ(x′)

|x − x′| . (2.72)

Hierbei ist zu beachten, daß diese Formel nur für eine kontinuierliche La-
dungsverteilung Sinn macht. Hat man es nämlich mit einem System von
diskreten Punktladungen qi an den Orten xi zu tun, also

ρ(x) =
∑

i

qiδ(x − xi) ,

dann geht (2.72) über in

Eem =
1
2

∑
i,j

∫
d3x

∫
d3x′ qiqjδ(x − xi)δ(x′ − xj)

|x − x′|

=
1
2

∑
i,j

qiqj

|xi − xj | . (2.73)

Offenbar liefern in dieser Summe die Terme mit i = j divergente Beiträge.
Sie entsprechen der Selbstenergie der Ladungen qi aufgrund ihrer eigenen
Felder an ihren Aufenthaltsorten xi. Die Ursache dieses unphysikalischen
Sachverhaltes liegt im Konzept der Punktladung, das durch Verwendung der
δ-Funktion zum Ausdruck kommt. Die Elektrodynamik – als eine klassische
Feldtheorie – ist nicht bis hinunter zu kleinsten Abständen gültig! Im Hin-
blick auf eine grobe Abschätzung des Gültigkeitsbereiches der Elektrody-
namik ist es vernünftig, anzunehmen, daß die Selbstenergie eines Teilchens
in der Größenordnung seiner Ruheenergie liegt. Nehmen wir weiterhin an,
daß das Teilchen, z.B. ein Elektron, eine endliche Ausdehnung R0 hat, dann
ist seine Selbstenergie von der Größenordnung e2/R0, und wir können R0
abschätzen durch

e2

R0
≈ mec

2 =⇒ R0 ≈ e2

mec2 = 2.8 · 10−15 m ,
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wobei e die Ladung und me die Ruhemasse des Elektrons bezeichnet. Dies
ist der sog. klassische Elektronradius. Aus der Quantenmechanik wissen wir
allerdings, daß Quanteneffekte noch auf einer sehr viel größeren Längenskala
eine Rolle spielen, die von der Größenordnung h̄2/(mee

2) = 0.5 · 10−10 m
(Bohrscher Radius) ist. Wir müssen uns offensichtlich damit abfinden, daß
das Selbstenergieproblem innerhalb der Elektrodynamik nicht gelöst werden
kann. Den hierfür adäquaten Rahmen liefert die Quantenelektrodynamik, eine
Quantenfeldtheorie, welche die klassische Elektrodynamik und die relativisti-
sche Quantenmechanik in sich vereinigt.

Subtrahiert man von (2.73) die unphysikalischen Selbstenergiebeiträge,
so erhält man die potentielle Energie einer diskreten Ladungsverteilung, die
sich aus den Wechselwirkungsenergien zwischen den verschiedenen Ladungen
zusammensetzt:

Eem =
1
2

∑
i�=j

qiqj

|xi − xj | .

2.5.2 Multipolentwicklung statischer Potentiale und Felder

Im folgenden betrachten wir statische Ladungs- und Stromdichteverteilun-
gen, die auf einen Bereich |x| ≤ R0 örtlich begrenzt sind. Unter dieser Vor-
aussetzung ist es möglich, die zugehörigen Potentiale und Felder in großen
Entfernungen |x| � R0 approximativ zu berechnen. Das hierzu verwendete
Verfahren heißt Multipolentwicklung. Sowohl das Skalar- als auch das Vektor-
potential besitzen nach Satz 2.15 dieselbe 1/|x−x′|-Abhängigkeit, die wir in
folgender Weise um x′ = 0 entwickeln:

1
|x − x′| =

1
|x| +

∑
i

x′
i

∂

∂x′
i

1
|x − x′|

∣∣∣∣∣
x′=0

+
1
2

∑
i,j

x′
ix

′
j

∂

∂x′
i

∂

∂x′
j

1
|x − x′|

∣∣∣∣∣∣
x′=0

+ . . . .

Unter Berücksichtigung von

∂

∂x′
i

1
|x − x′|

∣∣∣∣
x′=0

= − ∂

∂xi

1
|x − x′|

∣∣∣∣
x′=0

= − ∂

∂xi

1
|x|

folgt

1
|x − x′| =

1
|x| +

∑
i

x′
ixi

|x|3 +
1
2

∑
i,j

x′
ix

′
j

(
3xixj

|x|5 − δij

|x|3
)

+ . . . . (2.74)

Elektrostatische Multipolentwicklung. Setzen wir diese Entwicklung in
(2.71) ein, so ergibt sich in den ersten drei führenden Ordnungen für φ:
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• Elektrisches Monopolmoment (Ladung):

φ0(x) =
1

|x|
∫

d3x′ρ(x′) =
Q

|x| , Q =
∫

d3x′ρ(x′) .

Das heißt: Von weiter Entfernung betrachtet verhält sich eine statische
Ladungsverteilung wie eine Punktladung.

• Elektrisches Dipolmoment:

φ1(x) =
x

|x|3
∫

d3x′x′ρ(x′) =
xp

|x|3 , p =
∫

d3x′x′ρ(x′) .

Hierbei bezeichnet p das elektrische Dipolmoment der Ladungsverteilung.

• Elektrisches Quadrupolmoment:

φ2(x) =
∑
i,j

3xixj − |x|2δij

2|x|5
∫

d3x′x′
ix

′
jρ(x′) .

Dieser Ausdruck läßt sich vereinfachen, indem man die Null in Form von∑
i,j

3xixj − |x|2δij

6|x|5
∫

d3x′|x′|2δijρ(x′)

subtrahiert, so daß

φ2(x) =
∑
i,j

3xixj − |x|2δij

6|x|5
∫

d3x′(3x′
ix

′
j − |x′|2δij)ρ(x′)

=
∑
i,j

3xixj − |x|2δij

6|x|5 Qij . (2.75)

Dabei definiert

Qij =
∫

d3x′(3x′
ix

′
j − |x′|2δij)ρ(x′)

das elektrische Quadrupolmoment. Da Qij spurlos ist, verschwindet der
zweite Term in (2.75), und wir erhalten schließlich

φ2(x) =
∑
i,j

xixj

2|x|5 Qij .

Satz 2.18: Multipolentwicklung des Skalarpotentials

Das Skalarpotential einer auf den Bereich |x| ≤ R0 begrenzten statischen
Ladungsverteilung ρ(x) läßt sich für große Abstände |x| � R0 in der Weise

φ(x) =
Q

|x| +
xp

|x|3 +
1
2

∑
i,j

xixj

|x|5 Qij + . . . (2.76)

entwickeln, mit
�



2.5 Zeitunabhängige Elektrodynamik 173

Q =
∫

d3x′ρ(x′) (el. Monopolmoment, Ladung)

p =
∫

d3x′x′ρ(x′) (el. Dipolmoment)

Qij =
∫

d3x′(3x′
ix

′
j − |x′|2δij)ρ(x′) (el. Quadrupolmoment) .

Die zum Mono- und Dipolmoment gehörenden elektrischen Felder lauten

EMo(x) = Q
x

|x|3 , EDi(x) =
3x(xp) − p|x|2

|x|5 .

Die Matrix Qij verhält sich unter orthogonalen Transformationen wie ein
Tensor 2. Stufe und besitzt 9 Komponenten. Aufgrund ihrer Symmetrieei-
genschaften (Qij = Qji, Q11 + Q22 + Q33 = 0) sind nur fünf von ihnen un-
abhängig. Geht man zum Hauptachsensystem von Qij über, dann reduziert
sich die Zahl unabhängiger Komponenten sogar auf zwei.

Der nächstführende Term in der Entwicklung (2.76) enthält das Oktupol-
moment. Es besteht aus einem Tensor 3. Stufe mit 27 Komponenten, von
denen ebenfalls nur einige unabhängig voneinander sind. Sollte es notwen-
dig sein, höhere Dipolmomente zu berechnen, dann liefert die Multipolent-
wicklung in sphärischen Koordinaten den wesentlich leichteren Ansatz. Wir
diskutieren dies in Anwendung 28.

Magnetostatische Multipolentwicklung. Unter Mitnahme der ersten
beiden Terme in (2.74) ergibt sich aus (2.71) für A:

• Magnetisches Monopolmoment:

A0(x) =
1

c|x|
∫

d3x′j(x′) .

Wegen ∇j = 0 gilt für jede skalar- oder vektorwertige Funktion f(x′)

0 =
∫

d3x′f(x′)∇′j(x′) = −
∫

d3x′[∇′f(x′)]j(x′) . (2.77)

Setzen wir f(x′) = x′, dann folgt:
∫

d3x′j = 0 =⇒ A0(x) = 0. Das heißt
die Stromdichteverteilung j besitzt keinen Monopolanteil.

• Magnetisches Dipolmoment:

A1(x) =
1

c|x|3
∫

d3x′(xx′)j(x′) .

Dieser Ausdruck läßt sich mit Hilfe der Integralbeziehung (2.77) in folgen-
der Weise umformen:

f(x′) = x′
kx′

l =⇒
∫

d3x′(x′
ljk + x′

kjl) = 0

=⇒
∫

d3x′x′
ljk =

1
2

∫
d3x′(x′

ljk − x′
kjl)
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=⇒
∑

l

∫
d3x′xlx

′
ljk =

1
2

∑
l

∫
d3x′(xlx

′
ljk − xlx

′
kjl)

=⇒
∫

d3x′(xx′)j =
1
2

∫
d3x′ [(xx′)j − x′(xj)]

= −1
2
x ×

∫
d3x′x′ × j (2.78)

=⇒ A1(x) =
µ × x

|x|3 , µ =
1
2c

∫
d3x′x′ × j .

Hierbei bezeichnet µ das magnetische Dipolmoment.

Satz 2.19: Multipolentwicklung des Vektorpotentials

Das Vektorpotential einer auf den Bereich |x| ≤ R0 begrenzten statischen
Stromdichteverteilung j(x) läßt sich für große Abstände |x| � R0 in der
Weise

A(x) =
µ × x

|x|3 + . . .

entwickeln, mit

µ =
1
2c

∫
d3x′x′ × j(x′) (magn. Dipolmoment) .

Im Gegensatz zum Skalarpotential besitzt das statische Vektorpotential
keinen Monopolanteil. Das zugehörige magnetische Dipolfeld ist

BDi(x) =
3x(xµ) − µ|x|2

|x|5
und besitzt dieselbe Struktur wie das elektrische Dipolfeld.

Offenbar verschwinden manche Momente in der Multipolentwicklung von φ
und A, falls die Ladungs- bzw. Stromdichteverteilung eine räumliche Sym-
metrie besitzt. Zum Beispiel verschwindet das elektrische Monopolmoment,
wenn eine gleiche Zahl negativer und positiver Ladungen vorhanden ist. Das
elektrische Dipolmoment verschwindet, wenn zu jedem Dipol ein gleich großer
entgegengesetzter Dipol existiert, usw.

Magnetischer Dipol im äußeren Magnetfeld. Wir berechnen nun die
Kraft und das Drehmoment auf einen magnetischen Dipol in einem äußeren
Magnetfeld B. Dabei setzen wir wieder voraus, daß die Stromdichteverteilung
j um x = 0 örtlich begrenzt ist und ferner, daß das Magnetfeld örtlich nur
schwach variiert. Entwickelt man das Magnetfeld um den Ursprung,

B(x′) = B(0) + (x′∇)B(x)|x=0 + . . . ,

dann kann man für die Kraft F auf die Stromdichteverteilung schreiben:
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F =
1
c

∫
d3x′j(x′) × B(x′)

=
1
c

∫
d3x′j(x′)︸ ︷︷ ︸

=0

×B(0) +
1
c

∫
d3x′j(x′) × (x′∇)B(x)|x=0

=
1
c

∫
d3x′j(x′) × (x′∇)B(x)|x=0

=
1
c

[∫
d3x′(∇x′)j(x′)

]
× B(x)|x=0 .

Diese Gleichung läßt sich mit Hilfe von (2.78) weiter auswerten, wenn dort x
durch den ∇-Operator ersetzt wird, der bezüglich der x′-Integration ebenfalls
einen konstanten Vektor darstellt. Es folgt dann

F = − 1
2c

[
∇ ×

∫
d3x′x′ × j(x′)

]
× B(x)|x=0

= −(∇ × µ) × B(x)|x=0 = ∇[µB(x)]|x=0 − µ [∇B(x)]|x=0︸ ︷︷ ︸
=0

= ∇[µB(x)]|x=0 .

Für das Drehmoment N von µ ergibt sich in niedrigster Ordnung

N =
1
c

∫
d3x′x′ × [j(x′) × B(0)]

=
1
c

∫
d3x′ {[x′B(0)]j(x′) − [x′j(x′)]B(0)}

=
1
c

∫
d3x′[x′B(0)]j(x′) − B(0)

c

∫
d3x′x′j(x′) . (2.79)

Unter Zuhilfenahme von

∇(x′2j) = 2x′j + x′2∇j = 2x′j

und dem Gaußschen Satz erkennt man, daß der zweite Term in (2.79) ver-
schwindet. Bei nochmaliger Verwendung von (2.78) folgt schließlich

N =
1
c

∫
d3x′[x′B(0)]j(x′) = −B(0) ×

∫
d3x′ x

′ × j(x′)
2c

= µ × B(0).

Satz 2.20: Magnetischer Dipol im äußeren Magnetfeld

Gegeben sei ein magnetischer Dipol µ einer um x = 0 begrenzten statischen
Stromdichteverteilung sowie ein örtlich schwach variierendes Magnetfeld B.
Kraft und Drehmoment auf µ sind dann gegeben durch

F = ∇[µB(x)]|x=0 , N = µ × B(0) .
�
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Für die Energie des magnetischen Dipols folgt

W = −
∫

dxF = −µB(0) .

2.5.3 Randwertprobleme der Elektrostatik I

In der Elektrostatik wird man oftmals mit folgender Problemstellung kon-
frontiert: Gegeben sei ein Volumen V , das von einer Fläche F begrenzt wird.
Innerhalb von V sei eine statische Ladungsverteilung ρ gegeben. Gesucht ist
das Skalarpotential φ und das zugehörige elektrische Feld E innerhalb von
V . Ist keine begrenzende Fläche vorhanden (bzw. das Volumen unendlich
groß), dann können wir die Lösung des Problems sofort aus der statischen
Poisson-Gleichung angeben:

φ(x) =
∫

d3x′ ρ(x′)
|x − x′| . (2.80)

Die Anwesenheit einer begrenzenden Fläche impliziert dagegen gewisse Rand-
bedingungen, die bei der Lösung zu berücksichtigen sind. In diesem Fall ist
die inhomogene Lösung (2.80) um eine homogene Lösung zu erweitern, welche
die Einhaltung der Randbedingungen garantiert.

Im folgenden beschäftigen wir uns mit der Lösung solcher Randwertpro-
bleme, wobei wir voraussetzen, daß es sich bei der begrenzenden Fläche um
einen elektrischen Leiter handelt. Hierunter versteht man Materialien (in der
Regel Metalle), in denen es frei bewegliche Ladungen gibt. Solche Ladun-
gen führen i.a. zu zeitabhängigen Feldern. In einem abgeschlossenen System
stellt sich aber nach einer gewissen Zeit ein zeitunabhängiger Zustand ein,
für den wir uns ausschließlich interessieren. Für ihn gilt innerhalb von Lei-
tern E = 0. Andernfalls gäbe es nämlich Kräfte auf die Ladungen, und es
käme zu Ladungsverschiebungen innerhalb der Leiter, die im Widerspruch
zum statischen Fall stehen.12

Wir beginnen unsere Diskussion mit der Klärung der Frage, welche Stetig-
keitsbedingungen das elektrische Feld E an leitenden Flächen zu erfüllen hat.
Hierzu denken wir uns einen leitenden Körper, in dessen Grenzfläche wir ein
Volumenelement ∆V bzw. Flächenelement ∆F mit der Höhe h hineinlegen
(Abb. 2.9). Wendet man den Gaußschen Satz auf die Divergenzgleichung und
den Stokesschen Satz auf die Rotationsgleichung in (2.69) an, dann tragen
im Limes h → 0 jeweils nur die zur Grenzfläche parallelen Flächenelemente
δF bzw. Linienelemente δl bei, und man erhält

(E2 − E1)nδF = 4πδq , (E2 − E1)tδl = 0 .

12 Aufgrund der im Kristallgitter gebundenen Ladungsträger gilt diese Aussage
streng genommen nur für das über viele atomare Längeneinheiten gemittelte
elektrische Feld. Für unsere Zwecke brauchen wir jedoch diesen Punkt hier nicht
weiter zu berücksichtigen. Er wird im nächsten Abschnitt eingehend diskutiert.
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∆V

∆F

n

E2

E1 = 0

h

h

δF

δl

Abb. 2.9. Zur Festlegung der Integrationsgebiete an der Grenzfläche eines elektri-
schen Leiters

Wegen E1 = 0 folgt der

Satz 2.21: Stetigkeitsbedingungen bei Leitern

An der Grenzfläche F eines Leiters gelten folgende Stetigkeitsbedingungen
für das elektrostatische Feld E bzw. für das zugehörige Skalarpotential φ:

• Die Tangentialkomponenten von E verschwinden:

E(x)t = 0 ⇐⇒ φ(x) = const , x ∈ F .

• Die Normalkomponente von E ist proportional zur Oberflächenladungs-
dichte σ (Ladung/Einheitsfläche) des Leiters:

E(x)n = 4πσ(x) ⇐⇒ ∂φ

∂n
(x) = −4πσ(x) , x ∈ F .

Hierbei ist n der in den Vakuumbereich zeigende Normalenvektor und t ein
Tangentialvektor der Grenzfläche. ∂/∂n steht für n∇.

Falls die Oberflächenladungsdichte der begrenzenden Leiterfläche gegeben ist,
ist die Ladungsverteilung im gesamten Raum bekannt; denn ρ in V wird als
gegeben vorausgesetzt, und im Leiter gilt wegen E = 0: ρ = ∇E/4π = 0. In
diesem Fall läßt sich die gesuchte Lösung wieder mit Hilfe von (2.80) bestim-
men.

Dirichletsche und Neumannsche Randbedingungen. Oftmals ist an
Stelle der Oberflächenladungsdichte lediglich das Oberflächenpotential ge-
geben. Es erweist sich dann als günstig, die statische Poisson-Gleichung in
eine Integraldarstellung zu bringen, in der das Oberflächenpotential und des-
sen Normalableitung explizit auftreten. Ausgangspunkt hierzu ist die zweite
Greensche Identität (A.2). Setzt man in ihr ψ(x′) = 1/|x−x′| ein und inter-
pretiert φ als das elektrostatische Potential, dann ergibt sich unter Berück-
sichtigung von ∇′2|x − x′|−1 = −4πδ(x − x′) und ∇′2φ(x′) = −4πρ(x′)
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V

d3x′
[
−4πφ(x′)δ(x − x′) +

4π

|x − x′|ρ(x′)
]

=
∮
F

dF ′
[
φ(x′)

∂

∂n′
1

|x − x′| − 1
|x − x′|

∂φ(x′)
∂n′

]
.

Liegt der Beobachtungspunkt x innerhalb von V , dann folgt weiter

φ(x) =
∫
V

d3x′ ρ(x′)
|x − x′|

+
1
4π

∮
F

dF ′
[

1
|x − x′|

∂φ(x′)
∂n′ − φ(x′)

∂

∂n′
1

|x − x′|
]

, (2.81)

andernfalls ist φ(x) = 0. Offenbar geht diese Gleichung, wie eingangs
erwähnt, im Limes V → ∞ in den bekannten Ausdruck (2.80) über. Gilt
andererseits im gesamten Volumen V : ρ(x) = 0, dann ist φ(x) allein durch
seine Werte und Ableitungen auf der Oberfläche F determiniert. Man unter-
scheidet nun aufgrund von (2.81) zwei Arten von Randbedingungen:

• Dirichletsche Randbedingung:13 φ(x)|x∈F = φ0(x).

• Neumannsche Randbedingung:
∂φ(x)

∂n

∣∣∣∣
x∈F

= −4πσ(x).

Jede dieser Bedingungen führt zu eindeutigen Lösungen. Dies läßt sich fol-
gendermaßen zeigen: Nehmen wir an, es existieren zur Poisson-Gleichung
∇2φ = −4πρ zwei Lösungen φ1 und φ2, die beide einer Dirichletschen oder
Neumannschen Randbedingung genügen. Dann gilt für u = φ1 − φ2

∇2u(x)
∣∣
x∈V

= 0 , u(x)|x∈F = 0 ,
∂u(x)

∂n

∣∣∣∣
x∈F

= 0 . (2.82)

Aufgrund der ersten Greenschen Identität (A.1) gilt weiterhin mit ψ = φ = u∫
V

d3x
[
u∇2u + (∇u)2

]
=

∮
F

dFu
∂u

∂n
=⇒

∫
V

d3x(∇u)2 = 0

=⇒ ∇u = 0 ,

d.h. u ist innerhalb von V konstant. Hieraus folgt zusammen mit (2.82) für
die Dirichletsche Randbedingung: φ1 = φ2 und für die Neumannsche Rand-
bedingung: φ1 = φ2 + const. Ein Beispiel für die Eindeutigkeit der Lösungen
ist das Problem des Faradayschen Käfigs. Er besteht aus einer beliebig ge-
formten geschlossenen Metallfläche, in dessen Innern es keine Ladungen gibt,
d.h.
13 Man beachte, daß diese Randbedingung eine Verallgemeinerung der ersten, in

Satz 2.21 stehenden Bedingung ist, da hier φ nicht (wie beim Metall) auf dem
Rand einen konstanten Wert haben muß.
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∇2φ(x)
∣∣
x∈V

= 0 , φ(x)|x∈F = const .

Offensichtlich ist φ(x)|x∈V = const eine Lösung und – wegen der Eindeutig-
keit – bereits die gesuchte.

Formale Lösung elektrostatischer Randwertprobleme durch Green-
Funktionen. Im allgemeinen existiert keine Lösung für das gleichzeitige
Vorhandensein einer Dirichletschen und Neumannschen Randbedingung, da
es für beide Probleme getrennt eine eindeutige Lösung gibt, die i.a. ver-
schieden sind. Insofern ist die Integraldarstellung (2.81) ungünstig, da dort
beide Randbedingungen auftreten. Es bietet sich daher an, diese Gleichung
so umzuschreiben, daß eine der beiden Randbedingungen in ihr nicht mehr
vorkommt. Zur Herleitung von (2.81) haben wir in der zweiten Greenschen
Identität ψ(x′) = 1/|x − x′| gesetzt, da sie eine Lösung von ∇′2ψ(x′) =
−4πδ(x − x′) ist. Dieses ψ ist jedoch nur eine spezielle Green-Funktion G,
welche die Gleichung

∇′2G(x, x′) = −4πδ(x − x′)

löst. Die allgemeine Lösung lautet vielmehr

G(x, x′) =
1

|x − x′| + g(x,x′) ,

wobei g innerhalb von V die Laplace-Gleichung

∇′2g(x,x′) = 0

erfüllt. Wiederholen wir jetzt, ausgehend von der zweiten Greenschen Iden-
tität, unsere Argumentation mit ψ = G, dann erhalten wir

φ(x) =
∫
V

d3x′ρ(x′)G(x,x′)

+
1
4π

∮
F

dF ′
[
G(x, x′)

∂φ(x′)
∂n′ − φ(x′)

∂G(x,x′)
∂n′

]
.

Mittels der Funktion g haben wir nun die Freiheit, G auf dem Rand so zu
wählen, daß eine der beiden Randbedingungen verschwindet:

• Dirichletsche Randbedingung: Hier setzen wir

G(x, x′)|x′∈F = 0 .

Dann ist

φ(x) =
∫
V

d3x′ρ(x′)G(x,x′) − 1
4π

∮
F

dF ′φ(x′)
∂G(x,x′)

∂n′

eine Lösung des Problems, sofern wir eine Lösung der Laplace-Gleichung
mit der Randbedingung
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g(x,x′)|x′∈F = − 1
|x − x′|

besitzen.

• Neumannsche Randbedingung: In Analogie zum Dirichlet-Problem ist
man versucht, ∂G/∂n′|x′∈F = 0 zu setzen. Dieser Ansatz ist jedoch unver-
einbar mit

∇′2G(x, x′) = −4πδ(x − x′) =⇒
∮
F

dF ′ ∂G

∂n′ = −4π .

Man hat deshalb richtigerweise

∂G

∂n′

∣∣∣∣
x′∈F

= −4π

F

zu wählen. Sofern wir nun in der Lage sind, eine Lösung der Laplace-
Gleichung mit der Randbedingung

∂g(x,x′)
∂n′

∣∣∣∣
x′∈F

= −4π

F
− ∂

∂n′
1

|x − x′|
zu finden, ist

φ(x) =
∫
V

d3x′ρ(x′)G(x, x′) +
1
4π

∮
F

dF ′G(x, x′)
∂φ(x′)

∂n′ + 〈φ〉F

eine Lösung des Neumann-Problems, wobei 〈φ〉F = 1
F

∮
F

dF ′φ(x′) den Mit-

telwert von φ auf der Oberfläche F bedeutet.

Satz 2.22: Randwertprobleme in der Elektrostatik

Ein Volumen V werde durch eine Fläche F begrenzt. Innerhalb von V sei
die Ladungsdichte ρ bekannt. Weiterhin gelte

G(x, x′) =
1

|x − x′| + g(x,x′) .

Man betrachtet dann üblicherweise zwei Arten von Randwertproblemen:

• Dirichlet-Problem: Das elektrostatische Potential φ ist auf F gegeben:
φ(x)|x∈F = φ0(x). Hier lautet die Lösung innerhalb von V

φ(x)|x∈V =
∫
V

d3x′ρ(x′)G(x, x′) − 1
4π

∮
F

dF ′φ(x′)
∂G(x,x′)

∂n′ ,

mit

∇′2g(x,x′)
∣∣
x′∈V

= 0 , g(x,x′)|x′∈F = − 1
|x − x′| . (2.83)

�
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• Neumann-Problem: Die Normalableitung von φ ist auf F gegeben:
∂φ(x)

∂n

∣∣∣
x∈F

= −4πσ(x). Innerhalb von V ist die zugehörige Lösung

φ(x) =
∫
V

d3x′ρ(x′)G(x,x′) +
1
4π

∮
F

dF ′G(x, x′)
∂φ(x′)

∂n′ + 〈φ〉F ,

mit

∇′2g(x,x′)
∣∣
x′∈V

= 0 ,
∂g(x,x′)

∂n′

∣∣∣∣
x′∈F

= −4π

F
− ∂

∂n′
1

|x − x′| .(2.84)

Offensichtlich bringt die Verwendung des Green-Funktionen-Kalküls auf der
einen Seite eine Vereinfachung mit sich, da die Randbedingungen nicht mehr
von den speziellen Dirichlet- bzw. Neumann-Randwerten abhängen. Auf der
anderen Seite erweist es sich oft als schwierig, die Funktion g (und damit G)
mit dem richtigen Randwertverhalten (2.83) bzw. (2.84) zu finden.

Die Funktion g(x,x′) löst die Laplace-Gleichung innerhalb des Volumens
V . Sie stellt daher das Potential einer außerhalb von V liegenden Ladungsver-
teilung dar. Diese externe Ladungsverteilung ist gerade so beschaffen, daß die
Greensche Funktion auf dem Rand F die Werte G = 0 bzw. ∂G/∂n′ = −4π/F
annehmen kann. Bei vielen Randwertproblemen mit relativ einfacher Geome-
trie kann man deshalb so vorgehen, daß man eine Ladungsverteilung außer-
halb von V so bestimmt, daß sie zusammen mit den Ladungen in V ein Po-
tential ergeben, das die vorgegebenen Bedingungen auf F erfüllt. Man nennt
dieses Verfahren die Methode der Bildladungen, welche u.a. Gegenstand des
nächsten Unterabschnitts ist.

2.5.4 Randwertprobleme der Elektrostatik II

In diesem Unterabschnitt greifen wir zwei Standardbeispiele aus der großen
Vielzahl der in Lehrbüchern der Elektrodynamik diskutierten elektrostati-
schen Randwertprobleme heraus. Das erste Beispiel illustriert die Verwen-
dung der Methode der Bildladungen, das zweite beinhaltet die Lösung der
Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten.

Punktladung vor geerdeter Metallkugel. Wir betrachten eine geerde-
te Metallkugel mit dem Radius R im Feld einer Punktladung q, die sich im
Abstand a > R zum Kugelmittelpunkt befindet (Abb. 2.10). Gesucht ist das
elektrostatische Potential außerhalb der Kugel (d.h. innerhalb von V ) sowie
die influenzierte Ladungsdichte σ auf der Kugeloberfläche. Aufgrund der Er-
dung ist das Kugelpotential gleich dem Erdpotential (φ0 = 0). Innerhalb von
V ist die Poisson-Gleichung

∇2φ(x) = −4πδ(x − aex)

mit der Dirichletschen Randbedingung
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x

y

R

b

q′n

xn

ex

a

q

Abb. 2.10. Geerdete Metallkugel vor einer Punktladung

φ(x)||x|=R = 0 (2.85)

zu lösen. Wir verwenden hierzu die Methode der Bildladungen und versuchen
eine geeignete Ladungsverteilung außerhalb von V (d.h. innerhalb der Kugel)
so zu plazieren, daß die Randbedingung (2.85) erfüllt ist. Aus Symmetrie-
gründen ist es naheliegend, einen Ansatz zu machen, bei dem die Bildladung
eine Punktladung q′ ist, die sich im Abstand b < R auf der x-Achse befindet,
also

φ(x) =
q

|xn − aex| +
q′

|xn − bex| , xn = x .

Somit folgt auf dem Rand der Kugel

φ(x)||x|=R =
q

R
∣∣n − a

Rex

∣∣ +
q′

b
∣∣R

b n − ex

∣∣ .

Obige Randbedingung ist offenbar erfüllt, wenn wir

b =
R2

a
, q′ = −Rq

a

setzen. Das elektrostatische Potential innerhalb und außerhalb der Kugel
lautet deshalb

φ(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

q

|xn − aex| − Rq

a
∣∣∣xn − R2

a ex

∣∣∣ für x ∈ V

0 für x �∈ V .

(2.86)

Bei Verwendung von

∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=R

= −4πσ(x)

erhält man die auf der Kugeloberfläche influenzierte Ladungsdichte (d.h. die
aus der Erde auf die Kugeloberfläche geflossene Ladung) zu
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σ(γ) = − q

4πaR

(
1 − R2

a2

)
[
1 − 2R

a cos γ + R2

a2

]3/2 ,

wobei γ den Winkel zwischen n und ex bezeichnet. Wie man es vernünf-
tigerweise erwartet, besitzt diese Verteilung ein Maximum bei γ = 0, also
in Richtung der Punktladung q. Die Integration von σ über die gesamte
Kugeloberfläche ergibt in Übereinstimmung mit dem Gaußschen Gesetz die
Bildladung q′.

Ausgehend von diesen Ergebnissen können wir unsere Aufgabenstellung
ein wenig erweitern und danach fragen, wie das elektrostatische Potential bei
einer isolierten Kugel mit dem Radius R und der Ladung Q im Feld einer im
Abstand a > R zum Kugelmittelpunkt befindlichen Punktladung q aussieht.
Hierzu betrachten wir zunächst wieder den geerdeten Fall, für den wir die
Verteilung der influenzierten Ladung q′ gerade berechnet haben. Nehmen wir
jetzt die Erdung weg und bringen auf die nun isolierte Kugel die Restladung
Q − q′ an, dann wird sich diese gleichmäßig auf der Kugeloberfläche vertei-
len, da zwischen q′ und q bereits ein Kräftegleichgewicht herrscht. Die Ladung
Q−q′ wird daher in V so wirken, als sei sie im Kugelmittelpunkt konzentriert.14

Das in (2.86) berechnete Potential in V wird somit um den entsprechenden
Term erweitert, so daß

φ(x)|x∈V =
q

|xn − aex| − Rq

a
∣∣∣xn − R2

a ex

∣∣∣ +
Q + Rq

a

|x| .

Metallkugel im homogenen elektrischen Feld, Laplace-Gleichung in
Kugelkoordinaten. Bevor wir uns der konkreten Problemstellung zuwen-
den, gehen wir kurz auf die Lösung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordina-
ten ein. Sie wird immer dann gebraucht, wenn es sich um kugelsymmetrische
Probleme handelt, bei denen im betrachteten Volumen V keine Ladungen
vorhanden sind. Die Laplace-Gleichung lautet in Kugelkoordinaten

1
r

∂2

∂r2 (rφ) +
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂φ

∂θ

)
+

1
r2 sin2 θ

∂2φ

∂ϕ2 = 0 .

Sie geht mit dem Ansatz

φ(x) =
U(r)

r
P (θ)Q(ϕ)

über in

PQ
d2U

dr2 +
UQ

r2 sin θ

d
dθ

(
sin θ

dP

dθ

)
+

UP

r2 sin2 θ

d2Q

dϕ2 = 0 .

Multiplikation dieser Gleichung mit r2 sin2 θ/(UPQ) liefert
14 Man zeigt dies in vollständiger Analogie zur Berechnung des Gravitationspoten-

tials einer Hohlkugel in Unterabschn. 1.5.3, wobei die Massen durch Ladungen
und die Gravitationskraft durch die Coulomb-Kraft zu ersetzen sind.
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r2 sin2 θ

[
1
U

d2U

dr2 +
1

r2 sin θP

d
dθ

(
sin θ

dP

dθ

)]
+

1
Q

d2Q

dϕ2 = 0 . (2.87)

Der letzte Term besitzt nur eine ϕ-Abhängigkeit und ist deshalb konstant:

1
Q

d2Q

dϕ2 = −m2 = const .

Ähnliche Überlegungen führen zu zwei separaten Gleichungen in U und P :

d2U

dr2 − l(l + 1)
r2 U = 0 , l = const

1
sin θ

d
dθ

(
sin θ

dP

dθ

)
+

[
l(l + 1) − m2

sin2 θ

]
P = 0 .

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (2.88)

Ohne Beweis stellen wir fest, daß für physikalisch sinnvolle Lösungen die
Konstanten l und m nur die ganzzahligen Werte

l = 0, 1, 2, . . . , m = −l, −l + 1, . . . , l − 1, l

annehmen können. Die Lösungen von (2.88) sind gegeben durch

U(r) = Arl+1 + Br−l , Q(ϕ) = e±imϕ .

Die Substitution x = cos θ in (2.87) führt auf die Legendresche Differential-
gleichung (siehe Abschn. A.6)

d
dx

(
(1 − x2)

dP

dx

)
+

(
l(l + 1) − m2

1 − x2

)
P = 0 ,

deren Lösung die Legendre-Funktionen Pl,m(x) sind. Wir erhalten somit ins-
gesamt den

Satz 2.23: Lösung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

Die Lösung der Laplace-Gleichung ∇2φ(x) = 0 in Kugelkoordinaten lautet

φ(x) =
∞∑

l=0

l∑
m=−l

[
Almrl + Blmr−l−1] eimϕPl,m(cos θ) .

Besitzt das betrachtete Problem eine azimutale Symmetrie (keine ϕ-
Abhängigkeit), dann ist m = 0, und es folgt

φ(x) =
∞∑

l=0

[
Alr

l + Blr
−l−1]Pl(cos θ) , (2.89)

wobei Pl = Pl,0 die Legendre-Polynome bezeichnen.

Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen wenden wir uns nun folgender
konkreter Aufgabenstellung zu: Gesucht ist das Potential außerhalb einer
geerdeten Metallkugel, die in ein anfänglich homogenes elektrisches Feld
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E0 = E0ez gebracht wird. Legen wir den Ursprung unseres Koordinatensy-
stems in den Kugelmittelpunkt, dann ist das Problem azimutalsymmetrisch,
so daß (2.89) zur Anwendung kommt. Die Koeffizienten Al und Bl werden
durch folgende Randbedingungen determiniert:

• Bei z → ∞ ist das elektrische Feld gleich dem ursprünglichen Feld:

φ(z → ∞) = −E0r cos θ =⇒ A1 = −E0 , Al �=1 = 0 .

• Auf dem Rand der Kugel verschwindet das Potential:

φ(R, θ) = 0 =⇒ B1 = E0R
3 , Bl �=1 = 0 .

Es folgt schließlich

φ(r, θ) =

⎧⎨
⎩E0 cos θ

(
−r +

R3

r2

)
für r > R

0 für r < R .

Das zugehörige elektrische Feld für x = 0 ist in Abb. 2.11 dargestellt. Für die
influenzierte Oberflächenladungsdichte ergibt sich

σ(θ) = − 1
4π

∂φ

∂r

∣∣∣∣
r=R

=
3
4π

E0 cos θ .

Offenbar verschwindet das Integral von σ über die gesamte Kugeloberfläche,
woraus folgt, daß insgesamt keine Ladung influenziert wird. Es ist deshalb bei
dieser Aufgabe nicht notwendig, zwischen einer geerdeten und einer isolierten
Kugel zu unterscheiden.

z

y

Abb. 2.11. Elektrisches Feld in Anwesenheit einer Metallkugel, die in ein anfäng-
lich in z-Richtung verlaufendes homogenes Feld gebracht wird
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2.5.5 Feldverteilungen in der Magnetostatik

Innerhalb der Magnetostatik betrachten wir als erstes den zur Elektro-
statik analogen Fall bei der Lösung von Randwertproblemen. Wir nehmen
an, daß im betrachteten Volumen V keine Ströme vorhanden sind. Dann ist
∇ × B = 0, so daß sich B als Gradient eines Skalarfeldes schreiben läßt:

B(x) = ∇ψ(x) , j(x) = 0 , x ∈ V .

Zusammen mit ∇B = 0 folgt hieraus in V wieder die Laplace-Gleichung

∇2ψ(x) = 0 ,

deren Lösung sich unter Beachtung etwaiger Dirichletscher oder Neumann-
scher Randbedingungen im Prinzip in gleicher Weise konstruieren läßt, wie
in den letzten beiden Unterabschnitten besprochen wurde.

Im elektrostatischen Fall wurde davon ausgegangen, daß es sich bei der
V begrenzenden Fläche um einen Leiter handelt, so daß das elektrostati-
sche Feld innerhalb des Leiters verschwindet, wenn man von den elektrischen
Feldern absieht, die durch die im Leiterkristall gebundenen Ladungsträger
hervorgerufen werden und sich in guter Näherung auf makroskopischem Le-
vel wegmitteln. Die analoge Situation in der Magnetostatik bestünde in einer
Begrenzung, in der das magnetostatische Feld verschwindet. Dieses Szena-
rio ist jedoch i.a. unrealistisch, da die aufgrund der gebundenen Ladungen
hervorgerufenen elektrischen und magnetischen Dipolmomente einen sich auf
makroskopischer Skala nicht wegmittelnden Strom und somit ein B-Feld im
begrenzenden Material erzeugen. Die Bestimmung von Randbedingungen in
der Magnetostatik erfordert deshalb eine Diskussion der Polarisation und
Magnetisierung von Materie, die wir im nächsten Abschnitt behandeln wer-
den.
Magnetfeld einer stromdurchflossenen Spule. Wir diskutieren nun ein
typisches Feldverteilungsproblem in der Magnetostatik, nämlich die Bestim-
mung des Magnetfeldes einer (unendlich) langen stromdurchflossenen Spule.
Zur Vorbereitung betrachten wir zuerst einen kreisförmigen dünnen Leiter-
draht mit dem Radius R, durch den ein konstanter elektrischer Strom I fließt
(Abb. 2.12 links), und fragen nach dem induzierten magnetischen Feld B weit
außerhalb des Leiters sowie in einem beliebigen Punkt auf der z-Achse. Zur
Beantwortung der ersten Frage können wir Satz 2.19 heranziehen, da sich
die Leiterschleife bei großen Abständen |x| � R wie ein magnetischer Dipol
verhält. Dieser berechnet sich unter Verwendung von

d3x′j(x′) = It(s)ds , t(s) =
dl(s)
ds

= R

⎛
⎝− sin s

cos s
0

⎞
⎠ , l(s) = R

⎛
⎝ cos s

sin s
0

⎞
⎠

zu

µ =
I

2c

2π∫
0

dsl(s) × t(s) =
πIR2

c

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ .
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x

z

y

R

I

x

z

Abb. 2.12. Kreisförmiger stromdurchflossener Leiterdraht (links) und sein magne-
tisches Dipolfeld (rechts)

Für das magnetische Dipolfeld ergibt sich hieraus

B(x) =
IπR2

c

3zx − ez|x|2
|x|5 , |x| � R .

Sein Verlauf ist in Abb. 2.12 rechts dargestellt. Die zweite Frage läßt sich
bequem mit Hilfe des Biot-Savartschen Gesetzes, Satz 2.16, lösen:

B(0, 0, z) =
I

c

2π∫
0

dst(s) × zez − l(s)
|zez − l(s)|3 =

2πIR2

c
√

R2 + z23

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ . (2.90)

Betrachten wir nun eine längs der z-Achse gewundene stromdurchflossene
Spule der Länge L, die wir uns vereinfachend aus N übereinander gelegten
Kreisleitern zusammengesetzt denken (Abb. 2.13 links). Aufgrund von Abb.
2.12 rechts ist intuitiv klar, daß sich im Limes L → ∞ innerhalb der Spule ein
Magnetfeld in z-Richtung ausbildet, während das Feld außerhalb der Spule
verschwindet. Ohne Beweis stellen wir fest, daß das innere Feld überdies
homogen ist. Man erhält seinen Wert im Ursprung, indem man in (2.90) für
z jeweils die z-Koordinaten der einzelnen Leiterschleifen einsetzt und diese
Beiträge aufsummiert. Liegen die Leiterschleifen sehr dicht beieinander, dann
kann die Summe in der Weise∑

−→ n

∫
dz , n =

N

L
, N = Zahl der Spulenwindungen

durch ein Integral ersetzt werden, und wir erhalten

B(0) =
2πIR2n

c

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ L/2∫

−L/2

dz√
R2 + z23 =

2πILn

c
√

R2 + L2

4

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠
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L→∞=
4πIn

c

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ = B(

√
x2 + y2 < R, z) . (2.91)

Zu diesem Ergebnis gelangt man übrigens auch leicht mit Hilfe des Ampère-
schen Gesetzes (2.4). Legen wir nämlich den Integrationsweg wie in Abb. 2.13
rechts angedeutet, dann umfaßt er auf der Teillänge l Nl Windungen, d.h.
der Strom I fließt Nl mal durch das Integrationsgebiet. Bei Vernachlässigung
des äußeren Magnetfeldes folgt dann∮

Bdl = |B|l =
4πINl

c
=⇒ |B| =

4πINl

cl
=

4πIn

c
.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

L
2

−L
2

z z

l B
Nl Windungen

Abb. 2.13. Links: idealisierte Spule, die aus übereinander liegenden Kreisleiter-
segmenten zusammengesetzt ist. Rechts: zur Festlegung des Integrationsweges bei
der Bestimmung der Magnetfeldstärke innerhalb der Spule

Zusammenfassung

• Im Falle zeitunabhängiger Ladungs- und Stromdichteverteilungen zerfal-
len die Maxwell-Gleichungen in zwei entkoppelte Differentialgleichungs-
systeme. Sie definieren jeweils die Grundgleichungen der Elektrostatik
und der Magnetostatik.

• Die aus den vorigen Abschnitten hergeleiteten Beziehungen lassen sich
auf den statischen Fall durch Elimination jeglicher Zeitabhängigkei-
ten übertragen. Insbesondere sind hierbei die Coulomb- und Lorentz-
Eichung identisch und führen auf statische Poisson-Gleichungen in
den Skalar- und Vektorpotentialen.

�
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• Sind die statischen Ladungs- und Stromdichteverteilungen auf einen klei-
nen Bereich örtlich begrenzt, dann lassen sich die zugehörigen Skalar- und
Vektorpotentiale für große Abstände in Potenzen von 1/|x| entwickeln
(Multipolentwicklung). Im Gegensatz zum Skalarpotential enthält das
Vektorpotential in Übereinstimmung mit (III) keinen Monopolanteil.

• In der Elektrostatik unterscheidet man innerhalb von Randwertpro-
blemen üblicherweise zwischen Dirichletschen und Neumannschen
Randbedingungen, die jeweils verschiedenen Stetigkeitsbedingungen
des E-Feldes an (leitenden) Grenzflächen entsprechen. Beide Randbe-
dingungen getrennt führen jeweils zu eindeutigen Lösungen, die sich mit
Hilfe des Green-Funktionen-Kalküls formal angeben lassen. Aus diesem
Kalkül gewinnt man eine in vielen Fällen praktisch anwendbare Methode
zur Lösung von Randwertproblemen, nämlich die Methode der Bild-
ladungen.

• Aufgrund der i.a. permanenten Polarisierung und Magnetisierung von
Materie, lassen sich Randwertprobleme in der Magnetostatik nur bei ge-
nauerer Kenntnis der Eigenschaften des begrenzenden Materials disku-
tieren.

• Innerhalb einer langgestreckten, stromdurchflossenen Spule ist das indu-
zierte Magnetfeld homogen und proportional zur Stromstärke sowie zur
Windungsdichte der Spule.

Anwendungen

28. Multipolentwicklung in sphärischer Darstellung. Wie lautet die
Multipolentwicklung des elektrostatischen Potentials φ in der sphärischen
Darstellung und welcher Zusammenhang besteht zwischen den einzelnen kar-
tesischen und sphärischen Momenten?

Lösung. Unter Verwendung der Kugelkoordinaten

x = r

⎛
⎝ cos ϕ sin θ

sin ϕ sin θ
cos θ

⎞
⎠ , x′ = r′

⎛
⎝ cos ϕ′ sin θ′

sin ϕ′ sin θ′

cos θ′

⎞
⎠

gilt nach (A.15)

1
|x − x′| =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

4π

2l + 1
r′l

rl+1 Y ∗
l,m(θ′, ϕ′)Yl,m(θ, ϕ) ,

woraus sich aufgrund von (2.71) folgende Darstellung für das Skalarpotential
ergibt:
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φ(x) =
∞∑

l=0

l∑
−l

4π

2l + 1
ql,m

rl+1 Yl,m(θ, ϕ) .

Die Entwicklungskoeffizienten

ql,m =
∫

d3x′r′lρ(x′)Y ∗
l,m(θ′, ϕ′)

sind die elektrischen Multipolmomente in der sphärischen Darstellung. Ist die
Ladungsdichte reell, dann sind die Momente mit m < 0 aufgrund von (A.13)
über ql,−m = (−1)mq∗

l,m mit den entsprechenden Momenten mit m > 0 ver-
bunden. Drücken wir die ersten paar Momente durch kartesische Koordinaten
aus,

q0,0 =
1
4π

∫
d3x′ρ(x′) =

1
4π

Q

q1,1 = −
√

3
8π

∫
d3x′(x′ − iy′)ρ(x′) = −

√
3
8π

(px − ipy)

q1,0 =

√
3
4π

∫
d3x′z′ρ(x′) =

√
3
4π

pz ,

dann erkennt man den Zusammenhang zwischen sphärischen und kartesi-
schen Momenten: Das sphärische l=0-Moment entspricht dem kartesischen
Monopolmoment, die sphärischen l=1-Momente beinhalten die kartesischen
Dipolmomentkomponenten usw.

29. Kapazität eines Plattenkondensators. Man betrachte einen Kon-
densator, bestehend aus zwei leitenden Platten der Fläche F , die im Abstand
d parallel zueinander angeordnet sind (Abb. 2.14). Auf der einen Platte sei
die Ladung Q, auf der anderen die Ladung −Q aufgebracht. Man bestimme
die Potentialdifferenz (Spannung) zwischen den beiden Platten, wobei der
elektrische Feldverlauf außerhalb des Kondensators zu vernachlässigen ist.

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

Q −Q

x

d

F

E

Abb. 2.14. Geladener Plattenkondensator
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Lösung. An beiden Kondensatorplatten gelten die Randbedingungen

exE(x = 0) = exE(x = d) =
4πQ

F
=⇒ ∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=0

=
∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=d

= −4πQ

F
.

Offensichtlich werden diese Bedingungen (und ∇2φ = 0 innerhalb des Kon-
densators) durch den Ansatz

φ(x) = −4πQ

F
x =⇒ E(x) =

4πQ

F

⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠

erfüllt. Für die Spannung an den Kondensatorplatten folgt somit

V =
4πQ

F

d∫
0

dx = −[φ(x = d) − φ(x = 0)] =
Q

C
, C =

F

4πd
. (2.92)

Hierbei bedeutet C die Kapazität des Kondensators. Sie ist eine nur von der
Kondensatorgeometrie abhängige Größe und beschreibt die Aufnahmefähig-
keit des Kondensators von Ladung bei vorgegebener Spannung. Bei einer
zeitlichen Änderung der Ladungen auf dem Kondensator bleibt (2.92) unter
gewissen Umständen gültig, nämlich dann, wenn in (II) der Induktionsterm
1
c

∂B
∂t vernachlässigen werden kann (quasistatische Näherung). In diesem Fall

sind (I) und (II) formgleich zu den elektrostatischen Gleichungen (2.69).

30. Selbstinduktivität einer Spule. Gegeben sei eine zylindrisch gewun-
dene Spule mit der Windungszahl N und der Länge L, durch die ein zeitlich
variierender Strom I(t) fließt. Man berechne mit Hilfe des Faradayschen In-
duktionsgesetzes die an den Spulenenden induzierte Spannung in der quasi-
statischen Näherung.

Lösung. Wenn in (IV) der Verschiebestrom 1
c

∂E
∂t vernachlässigt werden kann

(quasistatische Näherung), dann sind (III) und (IV) formgleich zu den magne-
tostatischen Gleichungen (2.70). In dieser Näherung gilt dann wegen (2.91)
für das magnetische Feld innerhalb der Spule im Falle eines zeitlich variie-
renden Stromes

B(t) =
4πI(t)N

cL

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ .

Die Spannung an den Spulenenden ist gleich der N -fachen Spannung, die
durch das Magnetfeld in einer der Leiterschleifen erzeugt wird. Zusammen
mit (2.2) folgt

V (t) = −N

c

∫
F

dF
∂B(t)

∂t
= −S

dI

dt
, S =

4π2R2N2

c2L
.

Offenbar ist S eine nur von der Spulengeometrie abhängige Größe. Sie wird
Selbstinduktivität der Spule genannt.
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2.6 Elektrodynamik in Materie

Die Maxwell-Gleichungen und das Lorentz-Kraftgesetz sind grundlegende Na-
turgesetze mit einem weiten Gültigkeitsbereich. Sie gelten insbesondere auch
in Materie. Dort werden die fundamentalen mikroskopischen Felder E und
B sowohl durch frei bewegliche Ladungen, als auch durch die intrinsischen
Dipolmomente gebundener Teilchen (Elektronen, Protonen und Neutronen)
hervorgerufen. Allerdings sind hierbei die Maxwell-Gleichungen (I) bis (IV)
aufgrund der großen Teilchenzahl (≈ 1023) praktisch nicht anwendbar. Ist
man mehr an elektromagnetischen Phänomenen in Materie auf makroskopi-
scher Längenskala interessiert, dann ist es vernünftig, anzunehmen, daß die
detaillierte Kenntnis der Ladungs- und Stromdichteverteilungen sowie der
Felder E und B nicht notwendig ist. Von Interesse sind vielmehr die über
viele atomare Längeneinheiten gemittelten makroskopischen Größen.

Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit der Formulierung der makroskopi-
schen Elektrodynamik in Materie. Es wird gezeigt, wie man makroskopische
Erscheinungen mit Hilfe der makroskopischen Maxwell-Gleichungen beschrei-
ben kann, in denen an Stelle der mikroskopischen Verteilungen und Felder
geeignete räumlich gemittelte Ausdrücke treten. In diese Gleichungen ge-
hen die Eigenschaften des betrachteten Materials in Form der Polarisation
und der Magnetisierung ein, und wir werden sehen, daß sich in vielen Fällen
empirisch ein linearer Zusammenhang zwischen diesen Größen und den ma-
kroskopischen Feldern herstellen läßt. Zum Schluß diskutieren wir die Stetig-
keitsbedingungen makroskopischer Felder an Grenzflächen.

2.6.1 Makroskopische Maxwell-Gleichungen

Um zu einer makroskopischen Formulierung der Elektrodynamik zu gelangen,
benötigen wir als erstes ein geeignetes räumliches Mittelungsverfahren für
die mikroskopischen Größen ρ, j, E und B. Einen sinnvollen Ansatz hierfür
bietet die

Definition: Makroskopischer Mittelwert 〈· · ·〉
Der makroskopische Mittelwert 〈G(x, t)〉 eines Feldes G(x, t) ist durch seine
Faltung mit einer geeigneten Funktion f(x) definiert,

〈G(x, t)〉 =
∫

d3x′G(x′, t)f(x − x′) ,

wobei f folgende Eigenschaften besitzt:

• f(x) ist bei x = 0 lokalisiert.

• Bezeichnet a die mikroskopische Längenskala (z.B. atomarer Abstand)
und b die makroskopische Längenskala (z.B. 1 cm), dann gilt für die
Breite ∆ von f : a 	 ∆ 	 b.
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Durch diese Definition ist gewährleistet, daß sich einerseits die i.a. uninteres-
santen atomaren Fluktuationen herausmitteln und andererseits die interessie-
renden räumlichen Abhängigkeiten auf makroskopischer Skala nicht verloren
gehen. Desweiteren vertauschen Mittelung und partielle Ableitungen. Für die
Zeitableitung ist dies trivial und für Ortsableitungen folgt es aus

∂ 〈G(x, t)〉
∂x

=
∫

d3x′G(x′, t)
∂f(x − x′)

∂x

= −
∫

d3x′G(x′, t)
∂f(x − x′)

∂x′

=
∫

d3x′ ∂G(x′, t)
∂x′ f(x − x′)

=
〈

∂G(x, t)
∂x

〉
.

Wenden wir nun das Mittelungsverfahren auf die homogenen Maxwell-Glei-
chungen (II) und (III) an, dann folgen die makroskopischen Gleichungen

∇ × 〈E(x, t)〉 +
1
c

∂ 〈B(x, t)〉
∂t

= 0 , ∇ 〈B(x, t)〉 = 0 .

Eine entsprechende Mittelung der inhomogenen Maxwell-Gleichungen (I) und
(IV) erfordert einige Vorüberlegungen: Wie eingangs bereits erwähnt wurde,
setzen sich die in Materie befindlichen Ladungen aus zwei Anteilen zusam-
men. Der eine Teil resultiert aus den in Atomen und Molekülen gebundenen
Teilchen, wobei die Atome und Moleküle selbst nach außen elektrisch neutral
sind. Der andere Teil ist durch Ladungen gegeben, die sich annähernd frei
im Kristallgitter bewegen können. Wir können deshalb Ladungs- und Strom-
dichte in jeweils einen gebundenen neutralen (nt) und einen freien (fr) Anteil
aufspalten:

ρ(x, t) = ρnt(x, t) + ρfr(x, t) , ρnt(x, t) =
∑

i

ρi[x − xi(t), t] (2.93)

j(x, t) = jnt(x, t) + jfr(x, t) , jnt(x, t) =
∑

i

ji[x − xi(t), t] . (2.94)

Hierbei bezeichnet die in ρnt stehende Komponente ρi die Ladungsverteilung
einer am Ort xi befindlichen neutralen Einheit, also etwa die Ladungsvertei-
lung von Kern und Hülle eines insgesamt ungeladenen Atoms. Für sie gilt∫

d3x′ρi(x′, t) = 0 .

Da sowohl die freien als auch die gebundenen Ladungen Erhaltungsgrößen
sind, gelten für sie die Kontinuitätsgleichungen

∂ρfr(x, t)
∂t

+ ∇jfr(x, t) = 0 ,
∂ρnt(x, t)

∂t
+ ∇jnt(x, t) = 0 . (2.95)

Betrachten wir die Faltungsfunktion f nur bis zur linearen Ordnung,
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f(x − x′) ≈ f(x) + x′∇′ f(x − x′)|x′=0 = f(x) − x′∇f(x) ,

dann ergibt die Mittelung über ρnt

〈ρnt(x, t)〉 =
∑

i

∫
d3x′ρi(x′ − xi)f(x − x′)

=
∑

i

∫
d3x′′ρi(x′′)f(x − xi − x′′)

=
∑

i

f(x − xi)
∫

d3x′′ρi(x′′)︸ ︷︷ ︸
0

−
∑

i

∇f(x − xi)
∫

d3x′′x′′ρi(x′′)

= −
∑

i

pi∇f(x − xi) , pi =
∫

d3x′′x′′ρi(x′′) ,

wobei pi das elektrische Dipolmoment der neutralen Ladungsverteilung ρi

ist. Eine weitere Umformung liefert

〈ρnt(x, t)〉 = −
∑

i

pi∇f(x − xi)

= −∇
∫

d3x′′ ∑
i

piδ(x′′ − xi)f(x − x′′)

= −∇ 〈P (x, t)〉 . (2.96)

Hierbei ist

〈P (x, t)〉 =

〈∑
i

piδ(x − xi)

〉
=

mittleres elektr. Dipolmoment
Volumen

die mittlere Polarisation, d.h. die mittlere Dichte der elektrischen Dipolmo-
mente der neutralen Ladungsverteilungen. Wir sind nun in der Lage, die Mit-
telungsprozedur für die Maxwell-Gleichung (I) auszuführen. Unter Berück-
sichtigung von (2.93) und (2.96) erhält man

∇ 〈E(x, t)〉 = 4π 〈ρfr(x, t)〉 − 4π∇ 〈P (x, t)〉 .

Zur Mittelung der verbleibenden Maxwell-Gleichung (IV) ist eine zu 〈ρnt〉
korrespondierende Rechnung für 〈jnt〉 nötig. Betrachten wir auch hier nur
die Faltungsfunktion f in linearer Ordnung, dann ist

〈jnt(x, t)〉 =
∑

i

∫
d3x′ji(x′ − xi)f(x − x′)

=
∑

i

∫
d3x′′ji(x′′)f(x − xi − x′′)
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=
∑

i

f(x − xi)
∫

d3x′′ji(x′′)

−
∑

i

∫
d3x′′ji(x′′)(x′′∇)f(x − xi) . (2.97)

Der erste Term läßt sich unter Verwendung von ji = (ji∇′′)x′′ und (2.95)
umformen zu∑

i

f(x − xi)
∫

d3x′′ji(x′′) =
∑

i

f(x − xi)
∫

d3x′′(ji∇′′)x′′

= −
∑

f(x − xi)
∫

d3x′′(∇′′ji)x′′

=
∑

i

f(x − xi)
∫

d3x′′ ∂ρi

∂t
x′′

=
∂ 〈P (x, t)〉

∂t
.

Zur Auswertung des zweiten Terms in (2.97) betrachten wir zunächst nur
einen Summanden und eine Komponente (ji)k = jk und vernachlässigen
etwaige Quadrupolmomente:∫

d3x′′jk(x′′∇) =
∫

d3x′′jk

∑
l

x′′
l ∂l

=
∑
l,n

∫
d3x′′x′′

l ∂′′
n(x′′

kjn)∂l −
∑

l

∫
d3x′′x′′

l x′′
k(∇′′j)︸ ︷︷ ︸

Quadrupol ≈ 0

∂l

= −
∑

l

∫
d3x′′x′′

kjl∂l .

Bei Verwendung der Integralbeziehung∫
d3x′′g(x′′)∇′′j(x′′) = −

∫
d3x′′[∇′′g(x′′)]j(x′′)

folgt weiterhin

g(x′′) = x′′
kx′′

l =⇒
∫

d3x′′(x′′
l jk + x′′

kjl) = −
∫

d3x′′x′′
kx′′

l ∇′′j︸ ︷︷ ︸
Quadrupol ≈ 0

=⇒
∫

d3x′′jk(x′′∇) =
1
2

∑
l

∫
d3x′′(x′′

l jk∂l − x′′
kjl∂l)

=
1
2

(∫
d3x′′[x′′ × j(x′′)] × ∇

)
k

.

Damit geht schließlich der zweite Term in (2.97) über in
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−
∑

i

∫
d3x′′ji(x′′)(x′′∇)f(x − xi) = −c

∑
i

µi × ∇f(x − xi) ,

wobei

µi =
1
2c

∫
d3x′′x′′ × ji(x′′)

das magnetische Dipolmoment des neutralen Stromes ji bezeichnet. Insge-
samt können wir für 〈jnt〉 schreiben:

〈jnt(x, t)〉 =
∂ 〈P (x, t)〉

∂t
+ c∇ × 〈M(x, t)〉 . (2.98)

Hierbei ist

〈M(x, t)〉 =

〈∑
i

µiδ(x − xi)

〉
=

mittleres magn. Dipolmoment
Volumen

die mittlere Magnetisierung, d.h. die mittlere Dichte der magnetischen Di-
polmomente der neutralen Ströme. Unter Berücksichtigung von (2.94) und
(2.98) führt nun die Mittelung der Maxwell-Gleichung (IV) zu

∇ 〈B(x, t)〉 − 1
c

∂ 〈E(x, t)〉
∂t

=
4π

c
〈jfr(x, t)〉 +

4π

c

∂ 〈P (x, t)〉
∂t

+ 4π∇ × 〈M(x, t)〉 .

Wir fassen die bisherigen Überlegungen wie folgt zusammen:

Satz 2.24: Makroskopische Maxwell-Gleichungen

Die makroskopischen Maxwell-Gleichungen in Materie lauten

∇ 〈D(x, t)〉 = 4π 〈ρfr(x, t)〉 (I’)

∇ × 〈E(x, t)〉 +
1
c

∂ 〈B(x, t)〉
∂t

= 0 (II’)

∇ 〈B(x, t)〉 = 0 (III’)

∇ × 〈H(x, t)〉 − 1
c

∂ 〈D(x, t)〉
∂t

=
4π

c
〈jfr(x, t)〉 . (IV’)

Hierbei sind

〈D〉 = 〈E〉 + 4π 〈P 〉 , 〈P 〉
⎧⎨
⎩=

mittleres elektr. Dipolmoment
Volumen

= mittlere Polarisierung

die elektrische Verschiebung oder elektrische Induktion und

〈H〉 = 〈B〉 − 4π 〈M〉 , 〈M〉
⎧⎨
⎩=

mittleres magn. Dipolmoment
Volumen

= mittlere Magnetisierung
�
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die magnetische Feldstärke. 〈P 〉 und 〈M〉 sind mit den neutralen Ladungs-
und Stromdichteverteilungen 〈ρnt〉 und 〈jnt〉 verbunden über

〈ρnt(x, t)〉 = −∇ 〈P (x, t)〉
〈jnt(x, t)〉 =

∂ 〈P (x, t)〉
∂t

+ c∇ × 〈M(x, t)〉 .

Die makroskopischen Gleichungen (I’) bis (IV’) implizieren die makrosko-
pische Kontinuitätsgleichung

∂ 〈ρfr(x, t)〉
∂t

+ ∇ 〈jfr(x, t)〉 = 0 .

Zum genaueren Verständnis dieses Satzes beachte man die folgenden Punkte:

• Die makroskopischen Maxwell-Gleichungen enthalten ausschließlich ma-
kroskopische, gemittelte Größen.

• Die elektrische Verschiebung 〈D〉 setzt sich zusammen aus dem (von au-
ßen angelegten und durch die freien Ladungen induzierten) mittleren elek-
trischen Feld 〈E〉 plus der mittleren Polarisierung 〈P 〉 des betrachteten
Materials, die i.a. auch vom äußeren Feld 〈E〉 abhängt.

• Die magnetische Feldstärke 〈H〉 beschreibt das (von außen angelegte und
durch die freien Ströme induzierte) mittlere Magnetfeld 〈B〉, abzüglich der
mittleren Magnetisierung 〈M〉 des betrachteten Materials, die i.a. auch
vom äußeren Feld 〈B〉 abhängt.15

• Die makroskopischen Maxwell-Gleichungen besitzen eine ähnliche Struk-
tur wie die mikroskopischen Gleichungen (I) bis (IV). Sie sind jedoch im
Gegensatz zu (I) bis (IV) nicht fundamental, sondern stark phänomenolo-
gisch inspiriert. Insbesondere sind sie nicht lorentzkovariant formulierbar.
Sie gelten vielmehr nur in einem Inertialsystem, in dem nämlich die Materie
im Mittel ruht.

Makroskopische Lorentz-Kraft. Wir können natürlich unser Mittelungs-
verfahren auch auf die Lorentz-Kraft anwenden und erhalten so die gemit-
telte Kraft 〈F L〉, die die gemittelten Felder 〈E〉 und 〈B〉 auf eine Ladung q
ausüben:

〈F L(x, t)〉 = q

(
〈E(x, t)〉 +

ẋ

c
× 〈B(x, t)〉

)
.

15 Es sei hier auf eine semantische Inkonsistenz hingewiesen: Das grundlegende ma-
gnetische Feld B besitzt die unglückliche Bezeichnung ”magnetische Induktion“,
während das Materialfeld H ”magnetische Feldstärke“ genannt wird. Somit ver-
halten sich B und H sprachlich umgekehrt zu den Feldern E und D; für B und
H wäre die umgekehrte Bezeichnung sprachlich angemessener.
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Makroskopische Energiebilanz. Da die makroskopische Lorentz-Kraft
〈F L〉 strukturgleich zur mikroskopischen Kraft F L ist, können wir die in
Unterabschn. 2.1.3 vorgeführten Herleitungen mit den entsprechenden Erset-
zungen übernehmen. Das Ergebnis läßt sich in folgender Form ausdrücken:

∂ 〈εmech〉
∂t

+
∂ 〈εem〉

∂t
= −∇ 〈S〉 ,

mit
∂ 〈εmech〉

∂t
= 〈jfr〉 〈E〉

∂ 〈εem〉
∂t

=
〈E〉 〈Ḋ〉 + 〈H〉 〈Ḃ〉

4π

〈S〉 =
c

4π
〈E〉 × 〈H〉 .

⎫⎪⎬
⎪⎭ (2.99)

Nomenklatur. Es ist allgemein üblich, in den makroskopischen Beziehun-
gen die Mittelungsklammern und den Index fr fortzulassen. Wir werden im
folgenden diese Konvention übernehmen, wobei wir noch einmal mit Nach-
druck auf die verschiedenen Interpretationen der in den mikroskopischen und
makroskopischen Gleichungen stehenden Ausdrücke hinweisen.

2.6.2 Materialgleichungen

Um die Maxwell-Gleichungen in Materie anwenden zu können, benötigen wir
explizite Ausdrücke für die Polarisation und die Magnetisierung in Termen
der makroskopischen elektromagnetischen Felder. Es ist klar, daß diese Be-
ziehungen in erster Linie von der mikroskopischen Struktur des betrachteten
Materials abhängen und somit im Rahmen der Quantenmechanik und der
Quantenstatistik auszuarbeiten sind. Man kann jedoch auch innerhalb der
Elektrodynamik phänomenologische Modellansätze machen, deren Gültigkeit
sich im Experiment zu beweisen hat. Beschränkt man sich auf isotrope (keine
bevorzugte Raumrichtung) und homogene (kein ausgezeichneter Raumpunkt)
Materialien, dann ist ein vernünftiger Ansatz der folgende:16

P (x, t) = P 0 +
∫

d3x′dt′α(|x − x′|, t − t′)E(x′, t′)

M(x, t) = M0 +
∫

d3x′dt′β(|x − x′|, t − t′)B(x′, t′) ,

wobei α und β skalare orts- und zeitabhängige Funktionen sind. In den mei-
sten Fällen kann die Ortsabhängigkeit von α und β vollständig vernachlässigt
werden, da sie höchstens auf mikroskopischer Skala (einige atomare Längen-
einheiten) signifikant ist und somit weit unterhalb der hier interessierenden
makroskopischen Skala liegt. Wir haben dann
16 Ein zu B (E) proportionaler Term in P (M) ist wegen des falschen Spiegelungs-

verhaltens auszuschließen.
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P (x, t) = P 0 +
∫

dt′α(t − t′)E(x, t′)

M(x, t) = M0 +
∫

dt′β(t − t′)B(x, t′) .

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (2.100)

Dieser Ansatz trägt insbesondere den empirisch festzustellenden Hysteresis-
Effekten bei ferroelektrischen und ferromagnetischen Materialien Rechnung,
bei denen die Polarisation und Magnetisierung von der ”Vorgeschichte“ des
angelegten E- bzw. B-Feldes abhängt. Lassen wir solche Stoffe außer Acht,
dann zeigt sich, daß in einem weiten Feldstärkebereich und sogar für Wechsel-
felder mit nicht zu hoher Frequenz der Ansatz (2.100) oftmals durch folgende
lineare Zusammenhänge zwischen P und E sowie M und B ersetzt werden
kann:

P = χeE , M = χmB . (2.101)

χe und χm bezeichnen hierbei die elektrische Suszeptibilität bzw. magnetische
Suszeptibilität des betrachteten Materials. Hieraus ergeben sich zwischen den
Feldern E und D sowie B und H die Beziehungen

D = εE , ε = 1 + 4πχe

B = µH , µ = 1 + 4πχm ,

}
(2.102)

wobei die Materialkonstanten ε und µ Dielektrizitätskonstante bzw. Permea-
bilitätskonstante heißen. Im weiteren Verlauf werden wir auf kompliziertere
funktionale Abhängigkeiten nicht weiter eingehen, sondern uns ausschließ-
lich auf die linearen Zusammenhänge (2.101) und (2.102) beschränken. Im
allgemeinen unterscheidet man folgende elektrische Materialien:

• Dielektrika: In diesen Stoffen werden elektrische Dipole durch Anlegen ei-
nes elektrischen Feldes induziert. Sie resultieren aus Verschiebungen der
Elektronhüllen gegenüber den Atomkernen sowie der positiven Ionen ge-
genüber den negativen.

• Paraelektrika: Paraelektrische Materialien besitzen permanente elektrische
Dipole, die sich in Anwesenheit eines elektrischen Feldes ausrichten. Ohne
elektrisches Feld sind die Richtungen der Dipole aufgrund der Wärmebe-
wegung statistisch verteilt. Im Gegensatz zu dielektrischen Substanzen ist
χe temperaturabhängig.

• Ferroelektrika: Ferroelektrische Stoffe besitzen permanente elektrische Di-
pole, die sich in Anwesenheit eines elektrischen Feldes ausrichten. Mit wach-
sender Feldstärke steigt die Polarisation sehr stark an, erreicht einen Sätti-
gungswert, verschwindet beim Abschalten des Feldes nicht völlig und wird
erst durch ein Gegenfeld beseitigt (elektrische Hysteresis). Oberhalb einer
kritischen Temperatur geht diese Eigenschaft verloren, und das Material
wird paraelektrisch.
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Für dielektrische und paramagnetische Substanzen gilt stets χe > 0, ε > 0.
Analog zu den elektrischen Materialien klassifiziert man magnetische Sub-
stanzen wie folgt:

• Diamagneten: Diamagneten sind charakterisiert durch χm < 0. Es wer-
den magnetische Dipole durch Anlegen eines Magnetfelds induziert. Nach
der Lenzschen Regel sind diese Dipole so orientiert, daß sie dem äußeren
Magnetfeld entgegenwirken (daher χm < 0).

• Paramagneten: Paramagneten haben permanente magnetische Dipole, die
sich in Anwesenheit eines äußeren Magnetfeldes ausrichten. Ohne Magnet-
feld sind die Richtungen der Dipole statistisch verteilt. Im Gegensatz zu
Diamagneten ist χm positiv und temperaturabhängig.

• Ferromagneten: Ferromagnetische Substanzen besitzen permanente mag-
netische Dipole, die sich bei Anlegen eines äußeren Magnetfeldes ausrich-
ten. Der Zusammenhang zwischen Magnetisierung und Magnetfeld ist nicht
linear, und es kommt ähnlich wie bei Ferroelektrika zu magnetischen Hy-
steresis-Effekten. Bei Überschreiten einer kritischen Temperatur gehen die
ferromagnetischen Eigenschaften verloren, und das Material wird parama-
gnetisch.

2.6.3 Stetigkeitsbedingungen an Grenzflächen

Wir untersuchen nun das Verhalten der makroskopischen Felder E, B, D und
H an einer Grenzfläche, die zwei unterschiedliche Medien 1 und 2 voneinander
trennt. Hierzu können wir der Argumentation aus Unterabschn. 2.5.3 folgen,
indem wir wieder ein Volumenelement ∆V bzw. Flächenelement ∆F der Höhe
h in die Grenzebene hineinlegen (Abb. 2.15). Die Anwendung des Gaußschen
Satzes auf (I’) und (III’) liefert dann im Limes h → 0

(D2 − D1)n = 4πσ , σ =
δq

δF
(B2 − B1)n = 0 ,

Medium 2

Medium 1

∆V ∆F

δF
δl

h h

n
t

Abb. 2.15. Zur Festlegung der Integrationsgebiete an einer zwei Medien trennen-
den Grenzfläche
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wobei n den in das Medium 2 zeigenden Normalenvektor und σ die Flächen-
ladungsdichte der Grenzfläche bezeichnet. Die Anwendung des Stokesschen
Satzes auf (IV’) ergibt∫

∆F

dF∇ × H =
∮
C

dsH =
1
c

∫
∆F

dF
∂D

∂t
+

4π

c

∫
∆F

dFj .

Nehmen wir an, daß die Größe ∂D/∂t an der Grenzfläche endlich ist, dann
geht dieser Beitrag mit h gegen Null, und wir erhalten

t(H2 − H1) =
4π

c
J , J =

i

δl
,

wobei t einen Tangentialvektor der Grenzfläche, i den senkrecht zu t durch
∆F fließenden Strom und J die zugehörige Oberflächenstromdichte
(Strom/Länge=(Ladung/Fläche)×Geschwindigkeit) bezeichnet. Eine ent-
sprechende Rechnung ergibt für (II’)

t(E2 − E1) = 0 .

Satz 2.25: Stetigkeitsbedingungen an Grenzflächen

An einer zwei Medien 1 und 2 trennenden Grenzfläche gelten folgende Ste-
tigkeitsbedingungen für die makroskopischen elektromagnetischen Felder:

n(D2 − D1) = 4πσ , σ = Oberflächenladungsdichte
n(B2 − B1) = 0

t(H2 − H1) =
4π

c
J , J = Oberflächenstrom (senkrecht zu n und t)

t(E2 − E1) = 0 ,

wobei n den in das Medium 2 zeigenden Normalenvektor und t einen Tan-
gentialvektor der Grenzfläche bezeichnet.

Zusammenfassung

• Makroskopische elektrodynamische Phänomene in Materie werden durch
die makroskopischen Maxwell-Gleichungen beschrieben, in denen
die über viele atomare Längeneinheiten räumlich gemittelten Felder
E = 〈E〉, B = 〈B〉, D = 〈D〉 und H = 〈H〉 sowie die freien Ladungs-
und Stromdichteverteilungen ρ = 〈ρfr〉 und j = 〈jfr〉 vorkommen.

• Diese Gleichungen sind im Gegensatz zu den mikroskopischen Beziehun-
gen (I) bis (IV) nicht fundamental sondern phänomenologischer Natur.

�
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• Die im Material gebundenen neutralen Ladungs- und Stromdichtevertei-
lungen lassen sich durch die Polarisierung P = 〈P 〉 und die Magne-
tisierung M = 〈M〉 beschreiben und sind in den Feldern D und H
enthalten.

• Für eine große Klasse von Materialien gilt näherungsweise ein linearer
Zusammenhang zwischen P und E sowie zwischen M und B, so daß sich
mit Hilfe der Dielektrizitätskonstanten ε und der Permeabilitäts-
konstanten µ schreiben läßt: D = εE, B = µH.

• Die Anwendung des Gaußschen und Stokesschen Satzes auf die makrosko-
pischen Maxwell-Gleichungen liefert Stetigkeitsbedingungen für die ma-
kroskopischen elektromagnetischen Felder an Grenzflächen.

Anwendungen

31. Dielektrische Kugel im homogenen elektrischen Feld. Gegeben
sei eine ladungsfreie Kugel mit dem Radius R und der Dielektrizitätskonstan-
ten ε, die in ein anfänglich homogenes elektrisches Feld E0 = E0ez gebracht
wird. Man berechne das elektrostatische Potential in- und außerhalb der Ku-
gel sowie das zugehörige E-Feld.

Lösung. Nach Voraussetzung sind innerhalb (Bereich I) und außerhalb (Be-
reich II) der Kugel keine freien Ladungen vorhanden. Das Problem besteht
deshalb im Lösen der Laplace-Gleichung in beiden Bereichen unter Beachtung
von entsprechenden Randbedingungen. Legen wir den Koordinatenursprung
in den Mittelpunkt der Kugel, dann liegt eine azimutale Symmetrie vor, und
wir können aufgrund von Satz 2.23 ansetzen:

φI(x) =
∞∑

l=0

Alr
lPl(cos θ)

φII(x) =
∞∑

l=0

[
Blr

l + Clr
−l−1]Pl(cos θ) .

(Aufgrund der Ladungsfreiheit der Kugel kann das innere Potential im Ur-
sprung nicht singulär werden.) Die Koeffizienten Al, Bl und Cl bestimmen
sich aus folgenden Randbedingungen:

• Im Limes |x| → ∞ ist das E-Feld gleich dem Ursprünglichen Feld:

∇φII||x|→∞ = −E0 =⇒ B1 = −E0 , Bl �=1 = 0 .
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• Die Tangentialkomponenten von E sind auf der Kugeloberfläche stetig:

∂φI

∂θ

∣∣∣∣
r=R

=
∂φII

∂θ

∣∣∣∣
r=R

=⇒ A1 = −E0 +
C1

R3 , Al =
Cl

R2l+1 , l �= 1 .

• Die Normalkomponenten von D sind auf der Kugeloberfläche stetig:

ε
∂φI

∂r

∣∣∣∣
r=R

=
∂φII

∂r

∣∣∣∣
r=R

=⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

εA1 = −E0 − 2C1

R3

εlAl = −(l + 1)
Cl

R2l+1 , l �= 1 .

Hieraus folgt

A1 = −E0
3

ε + 2
, C1 = E0R

3 ε − 1
ε + 2

, Al �=1 = Cl �=1 = 0 .

Wir haben somit insgesamt

φI(x) = −E0
3

ε + 2
r cos θ

φII(x) = −E0r cos θ + E0
ε − 1
ε + 2

R3

r2 cos θ .

Das zugehörige E-Feld ist in Abb. 2.16 dargestellt. Innerhalb der Kugel ergibt
sich ein konstantes elektrisches Feld der Größe EI = 3

ε+2E0 < E0 in z-
Richtung. Außerhalb der Kugel hat man das ursprüngliche Feld plus dem Feld
eines in z-Richtung orientierten elektrischen Dipols p = E0R

3(ε − 1)/(ε + 2).

z

y

I

II

Abb. 2.16. Elektrisches Feld in Anwesenheit einer dielektrischen Kugel, die in ein
anfänglich in z-Richtung verlaufendes homogenes Feld gebracht wird
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32. Permeable Kugelschale im homogenen Magnetfeld. Gegeben sei
eine Kugelschale mit innerem Radius a, äußerem Radius b und der Permea-
bilitätskonstanten µ, die in ein anfänglich homogenes Magnetfeld B0 = B0ez

gebracht wird (Abb. 2.17 links). Man berechne das Magnetfeld B in den
Bereichen I, II und III.

z

y

a
b

B0

I
II

III

z

y

Abb. 2.17. Magnetfeld in Anwesenheit einer hochpermeablen Kugelschale, die in
ein anfänglich in z-Richtung verlaufendes homogenes Feld gebracht wird

Lösung. Da keine Ströme anwesend sind, gilt in allen drei Bereichen
∇ × B = 0, so daß sich B als Gradient eines Skalarfeldes ψ darstellen läßt:

B(x) = −∇ψ(x) .

Wegen ∇B = 0 folgt hieraus in allen drei Bereichen die zu lösende Laplace-
Gleichung

∇2ψ(x) = 0 .

Unser Ansatz für das Skalarpotential ψ lautet deshalb

ψI(x) =
∞∑

l=0

αlr
lPl(cos θ)

ψII(x) =
∞∑

l=0

[
βlr

l + γlr
−l−1]Pl(cos θ)

ψIII(x) = −B0r cos θ +
∞∑

l=0

δlr
−l−1Pl(cos θ) ,

wobei bereits die Bedingung B(|x| → ∞) = B0 berücksichtigt ist. Man
erhält die Konstanten αl, βl, γl und δl aus folgenden Randbedingungen:
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• Die Tangentialkomponenten von H sind bei r = a und r = b stetig:

∂ψI

∂θ

∣∣∣∣
r=a

=
1
µ

∂ψII

∂θ

∣∣∣∣
r=a

,
1
µ

∂ψII

∂θ

∣∣∣∣
r=b

=
∂ψIII

∂θ

∣∣∣∣
r=b

.

• Die Normalkomponenten von B sind bei r = a und r = b stetig:

∂ψI

∂r

∣∣∣∣
r=a

=
∂ψII

∂r

∣∣∣∣
r=a

,
∂ψII

∂r

∣∣∣∣
r=b

=
∂ψIII

∂r

∣∣∣∣
r=b

.

Nach einiger Rechnung ergibt sich hieraus

α1 = − 9µB0

(2µ + 1)(µ + 2) − 2a3

b3 (µ − 1)2
, αl �=1 = 0

β1 = − 3(2µ + 1)B0

(2µ + 1)(µ + 2) − 2a3

b3 (µ − 1)2
, βl �=1 = 0

γ1 = − 3a3(µ − 1)B0

(2µ + 1)(µ + 2) − 2a3

b3 (µ − 1)2
, γl �=1 = 0

δ1 =
(2µ + 1)(µ − 1)(b3 − a3)B0

(2µ + 1)(µ + 2) − 2a3

b3 (µ − 1)2
, δl �=1 = 0 .

Außerhalb der Kugel ist das Potential äquivalent zum ursprünglichen Feld
B0 plus dem Feld eines in z-Richtung orientierten magnetischen Dipols der
Größe δ1. Im inneren Bereich hat man ein konstantes Magnetfeld der Größe
−α1 in z-Richtung. Insbesondere ist für µ � 1

α1 = − 9B0

2µ
(
1 − a3

b3

) .

Das innere Magnetfeld wird demnach durch eine hochpermeable Kugelschale
(mit µ ≈ 103 bis 106) selbst bei relativ kleiner Schalendicke stark redu-
ziert. Dieser magnetische Abschirmungseffekt ist das magnetische Analogon
zur elektrischen Abschirmung innerhalb eines Faradayschen Käfigs und ist in
Abb. 2.17 rechts dargestellt.

2.7 Elektromagnetische Wellen

Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit der Ausbreitung elektromagnetischer
Wellen. Ausgehend von den makroskopischen Maxwell-Gleichungen werden
die Eigenschaften von ebenen monochromatischen Wellen in nichtleitenden
Medien diskutiert. Unter Beachtung der Stetigkeitsbedingungen an Grenz-
flächen folgern wir hieraus das Reflexions- und Brechungsgesetz. Desweiteren
betrachten wir aus ebenen Wellen zusammengesetzte Wellenpakete sowie de-
ren ”Zerfließen“ in dispersiven Medien. Wir erweitern unsere Betrachtungen
auf die Wellenausbreitung in leitenden Medien. Hierbei treten komplexe Wel-
lenvektoren auf, die zu Dämpfungseffekten führen. Am Ende besprechen wir
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als konkretes Anwendungsbeispiel die Wellenpropagation in einem zylindrisch
geformten Hohlleiter.

2.7.1 Ebene Wellen in nichtleitenden Medien

Man betrachte ein nichtleitendes homogenes isotropes Medium, das durch die
Dielektrizitätskonstante ε und die Permeabilitätskonstante µ charakterisiert
ist. Für die folgenden Betrachtungen nehmen wir an, daß beide Größen reell
und positiv sind, wobei sie durchaus von der Wellenfrequenz ω abhängig sein
dürfen. Mit

D = εE , B = µH

lauten die quellfreien (ρ = 0, j = 0) makroskopischen Maxwell-Gleichungen

ε∇E = 0 , ∇ × E +
1
c

∂B

∂t
= 0

∇B = 0 , ∇ × B

µ
− ε

c

∂E

∂t
= 0 .

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (2.103)

Für ε = µ = 1 wird hiermit rein formal auch der Vakuumfall berücksichtigt.
Es sei jedoch auch hier noch einmal daran erinnert, daß im Vakuum die
mikroskopischen E- und B-Felder eine andere Interpretation besitzen, als die
gemittelten makroskopischen Felder. Kombiniert man unter Berücksichtigung
der Divergenzgleichungen die Rotationsgleichungen miteinander, so erhält
man die in E und B symmetrischen Wellengleichungen

∇2E − 1
v2

∂2E

∂t2
= 0 , ∇2B − 1

v2

∂2B

∂t2
= 0 , v =

c√
εµ

, (2.104)

wobei die ebenfalls frequenzabhängige Größe v die Dimension einer Geschwin-
digkeit hat. Zur Lösung der Wellengleichungen zu einer bestimmten Frequenz
ω machen wir den Ansatz

E(x, t) = E0ei(kx−ωt) , B(x, t) = B0ei(kx−ωt) . (2.105)

Diese Felder beschreiben ebene monochromatische, d.h. unifrequente Wellen,
die sich in Richtung des Wellenvektors k ausbreiten, wobei die physikalischen
Felder jeweils durch den Realteil gegeben sind. Durch Einsetzen dieser Glei-
chungen in (2.104) erhält man folgenden Zusammenhang zwischen ω und k
(Dispersionsrelation):

ω2 =
c2k2

εµ
=

c2k2

n2 , n =
√

εµ , (2.106)

mit dem frequenzabhängigen Brechungsindex n des betrachteten Mediums.
Aufgrund obiger Voraussetzung ist n und damit auch ω sowie k reell,17

17 Ein komplexes n und damit k führt zu exponentiell gedämpften Wellen (dissi-
pative Effekte).
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während die Amplitudenvektoren E0,B0 i.a. komplexwertig sind. Gleichung
(2.106) bestimmt die Lösungen (2.105) noch nicht vollständig. Setzen wir
nämlich (2.105) in die Maxwell-Gleichungen (2.103) ein, so ergeben sich die
zusätzlichen Beziehungen

kE0 = 0 , k × E0 =
ω

c
B0

kB0 = 0 , k × B0 = −εµ
ω

c
E0 ,

woraus folgt:

k ⊥ E0,B0 , B0 =
c

ω
k × E0 . (2.107)

Das heißt k,E0,B0 bilden in dieser Reihenfolge ein orthogonales Dreibein.
Demnach handelt es sich also in (2.105) um transversale Wellen, bei denen die
Schwingungsrichtungen E0,B0 senkrecht zur Ausbreitungsrichtung k stehen.

Energie und Impuls. Unter Berücksichtigung von (2.99) lauten die zu
(2.11) und (2.12) analogen Gleichungen für die zeitgemittelten Größen S
und εem

S =
c

8πµ
Re [E0 × B∗

0] =
c

8π

√
ε

µ
|E0|2k̂ , k̂ =

k

|k|
εem =

1
16π

[
ε|E0|2 +

1
µ

|B0|2
]

=
ε

8π
|E0|2 .

Teilt man beide Größen durch einander, so ergibt sich die Geschwindigkeit
des Energieflusses in Ausbreitungsrichtung:

S

εem
=

c√
εµ

k̂ = vk̂ .

Wir können also v mit der Phasengeschwindigkeit vϕ identifizieren, welche
diejenige Geschwindigkeit angibt, mit der sich Wellenzüge konstanter Phase
in Richtung k ausbreiten:

kx − ωt = const =⇒ |k|(|x| − vϕt) = const , vϕ =
ω

|k| .

Neben der Frequenz ω und der Phasengeschwindigkeit vϕ ist ein weiteres
Charakteristikum ebener monochromatischer Wellen die Wellenlänge λ. Sie
gibt die Länge zwischen Punkten gleicher Phase (in Ausbreitungsrichtung)
zu einem festen Zeitpunkt an:

|k|(|x| + λ) = |k||x| + 2π =⇒ λ =
2π

|k| .
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Polarisation. Aufgrund der Linearität der Wellengleichungen ergibt die li-
neare Überlagerung (Superposition) von Lösungen wieder eine Lösung. Wir
wollen nun zwei spezielle Lösungen zur selben Frequenz ω der Form

E1(x, t) = E1e1ei(kx−ωt) , B1(x, t) =
c

ω
k × E1(x, t)

E2(x, t) = E2e2ei(kx−ωt) , B2(x, t) =
c

ω
k × E2(x, t)

betrachten, wobei e1 und e2 reelle orthogonale Einheitsvektoren bezeichnen.
Diese Felder beschreiben linear polarisierte Wellen, da ihre Schwingungsrich-
tungen für alle Zeiten entlang der Polarisationsvektoren ei bzw. k̂ × ei ver-
laufen. Die Superposition der beiden E-Felder führt zu der neuen Lösung

E(x, t) = (e1E1 + e2E2)ei(kx−ωt) = (e1|E1|eiδ1 + e2|E2|eiδ2)ei(kx−ωt) ,

deren physikalischer Anteil gegeben ist durch

ReE(x, t) = e1|E1| cos(kx − ωt + δ1) + e2|E2| cos(kx − ωt + δ2).(2.108)

Für die B-Felder gilt Entsprechendes. Der letzte Ausdruck läßt sich je nach
Größe der Phasen δ1, δ2 und der Amplituden |E1|, |E2| nach drei Polarisati-
onszuständen klassifizieren:

• Elliptische Polarisation: δ1 �= δ2. Dies ist der allgemeinste Fall. Betrach-
tet man einen festen Ort, dann rotiert der elektrische Feldvektor
ReE(x = const, t) auf einer Ellipse in der durch e1 und e2 aufgespannten
Ebene mit der Periode T = 2π/ω.

• Zirkulare Polarisation: δ2 = δ1 ± π/2, |E1| = |E2|. Für diesen Spezialfall
lautet (2.108)

ReE(x, t) = |E1| [e1 cos(kx − ωt + δ1) ∓ e2 sin(kx − ωt + δ1)] .

Das heißt ReE(x = const, t) beschreibt einen Kreis mit dem Radius |E1|.
Der Umlaufsinn ist dabei je nach Vorzeichen von δ2 − δ1 = ±2π
(+): positiv (links zirkular polarisiert, positive Helizität),
(−): negativ (rechts zirkular polarisiert, negative Helizität).

• Lineare Polarisation: δ1 = δ2. Hier wird (2.108) zu

ReE(x, t) = (e1|E1| + e2|E2|) cos(kx − ωt + δ1) .

ReE(x = const, t) bewegt sich also entlang einer Geraden in der e1e2-
Ebene.

Satz 2.26: Ebene Wellen in nichtleitenden Medien

Ebene monochromatische elektromagnetische Wellen in nichtleitenden Me-
dien (ε, µ reell) werden durch die Realteile der transversalen Felder

E(x, t) = E0ei(kx−ωt) , B(x, t) = B0ei(kx−ωt)

beschrieben, mit
�
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ω2 =
c2k2

n2 , n =
√

εµ , k ⊥ E0B0 , B0 =
c

ω
k × E0 ,

ω, k, n reell , E0,B0 komplex .

Kenngrößen dieser Wellen sind die Frequenz ω, welche über die für das
betrachtete Medium charakteristische Dispersionsrelation mit dem Wellen-
vektor k verbunden ist, die Phasengeschwindigkeit vϕ = ω/|k| sowie die
Wellenlänge λ = 2π/|k|. Durch Superposition zweier linear polarisierter
Wellen erhält man i.a. elliptisch polarisierte Felder. Spezialfälle der ellipti-
schen Polarisation sind die lineare und die zirkulare Polarisation.

2.7.2 Reflexion und Brechung

In diesem Unterabschnitt wird untersucht, wie sich ebene monochromatische
Wellen an einer in der xy-Ebene verlaufenden Grenzfläche verhalten, die zwei
Medien mit unterschiedlichen Brechungsindizes n =

√
εµ und n′ =

√
ε′µ′ von-

einander trennt (siehe Abb. 2.18). Hierzu ist es sinnvoll, folgenden Ansatz für
die E- und B-Felder der einfallenden, der durch die Grenzfläche hindurch-
tretenden (gebrochenen) und der an der Grenzfläche reflektierten Wellen zu
machen:

z

y

ϕ ϕ′′

ϕ′

k k′′

k′n
n′ =

√
ε′µ′

n =
√

ε, µ

Abb. 2.18. Reflexion und Brechung elektromagnetischer Wellen an einer zwei Me-
dien trennenden Grenzfläche

• Einfallende Wellen:

E(x, t) = E0ei(kx−ωt) , B(x, t) =
c

ω
k × E(x, t)

k ⊥ E0 , ω2 =
c2k2

n2 .
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• Gebrochene Wellen:

E′(x, t) = E0ei(k′x−ω′t) , B′(x, t) =
c

ω′ k
′ × E′(x, t)

k′ ⊥ E′
0 , ω′2 =

c2k′2

n′2 .

• Reflektierte Wellen:

E′′(x, t) = E′′
0ei(k′′x−ω′′t) , B′′(x, t) =

c

ω′′ k
′′ × E′′(x, t)

k′′ ⊥ E′′
0 , ω′′2 =

c2k′′2

n2 .

Dieser Ansatz erfüllt die in den betrachteten Medien geltenden Wellenglei-
chungen (2.104) inklusive der aus den Maxwell-Gleichungen folgenden Ortho-
gonalitätsbeziehungen (2.107). Nach Satz 2.25 müssen darüber hinaus gewisse
Stetigkeitsbedingungen an der Grenzfläche (z = 0) für die Tangential(t)- und
Normal(n)-Komponenten der Felder erfüllt sein. Sie lauten in Abwesenheit
von Oberflächenladungen und -strömen

[Et, Ht, Bn, Dn]z=0 stetig . (2.109)

Man erkennt leicht, daß diese Bedingungen nur dann für alle Zeiten zu erfüllen
sind, wenn (bis auf ganzzahlige Vielfache von 2π, die wir ohne Beschränkung
der Allgemeinheit nicht zu berücksichtigen brauchen) gilt:

[kx − ωt = k′x − ω′t = k′′x − ω′′t]z=0 .

Für x = 0 folgt hieraus weiter

ω = ω′ = ω′′ =⇒ |k| = |k′′|
und für t = 0

[kx = k′x = k′′x]z=0 .

Die letzte Beziehung bedeutet, daß alle Wellenvektoren in einer Ebene liegen
müssen, die z.B. durch den Wellenvektor k der einfallenden Welle und dem
Normalenvektor n der Grenzfläche aufgespannt wird. Definiert man nun die
Winkel ϕ, ϕ′ und ϕ′′ wie in Abb. 2.18 angedeutet durch

ky = |k| sin ϕ , k′
y = |k′| sin ϕ′ , k′′

y = |k| sin ϕ′′ ,

dann erhält man den

Satz 2.27: Reflexions- und Brechungsgesetz

Treffen ebene unifrequente Wellen auf eine, zwei unterschiedliche Medien
(n, n′) trennende Grenzfläche, dann gilt:

• Einfallende, reflektierte und gebrochene Wellen haben dieselbe Frequenz.

• Die Beträge der Wellenvektoren der einfallenden und reflektierten Wellen
sind gleich.

�
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• Der Einfallswinkel ist gleich dem Ausfallwinkel:

ϕ = ϕ′′ (Reflexionsgesetz) .

• Zwischen Einfalls- und Brechungswinkel sowie den Brechungsindizes der
beiden Medien gilt

sin ϕ′

sin ϕ
=

n

n′ (Brechungsgesetz) .

Totalreflexion. Treten die elektromagnetischen Wellen vom optisch dich-
teren ins optisch dünnere Medium über (n > n′), dann gilt nach dem Bre-
chungsgesetz

sin ϕ =
n′

n
sin ϕ′ < 1 .

Das heißt es gibt einen Einfallswinkel

ϕTR = arcsin
n′

n
,

bei dem der Brechungswinkel den Wert π/2 annimmt und sich die ”gebro-
chenen“ Wellen entlang der Grenzschicht ausbreiten. Für größere Winkel
ϕ > ϕTR werden die einfallenden Wellen vollständig reflektiert (siehe Anwen-
dung 33). Durch die Bestimmung dieses Grenzwinkels ϕTR, ab dem Totalre-
flexion eintritt, läßt sich z.B. die optische Dichte eines unbekannten Mediums
experimentell messen.

Intensitätsbeziehungen. Im Gegensatz zum Reflexions- und Brechungsge-
setz hängen die Intensität und Polarisation der reflektierten und gebrochenen
Wellen wesentlich vom Vektorcharakter der Wellen ab. Um dies zu sehen,
schreiben wir die Stetigkeitsbedingungen (2.109) noch einmal explizit an:

(E0 + E′′
0 − E′

0)t = 0[
1
µ

(k × E0 + k′′ × E′′
0) − 1

µ′ k
′ × E′

0

]
t = 0

(k × E0 + k′′ × E′′
0 − k′ × E′

0)n = 0

[ε(E0 + E′′
0) − ε′E′

0]n = 0 ,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.110)

wobei n =

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ den Normalenvektor und t =

⎛
⎝ t1

t2
0

⎞
⎠ einen Tangentialvek-

tor der Grenzfläche bezeichnen. Zur weiteren Auswertung dieser Gleichungen
ist es instruktiv, zwei Spezialfälle zu betrachten, bei denen die einfallenden
Wellen jeweils in verschiedenen Richtungen linear polarisiert sind:
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a) Senkrechte Polarisation: Der Polarisationsvektor des einfallenden elek-
trischen Feldes stehe senkrecht zu der von n und k aufgespannten Einfalls-
ebene (Abb. 2.19). In diesem Fall können wir für die vektoriellen Größen

z

y

ϕ ϕ

ϕ′

k k′′

k′

E E′′

E′

n
n′ =

√
ε′µ′

n =
√

ε, µ

Abb. 2.19. Reflexion und Brechung elektromagnetischer Wellen, deren E-Feld
senkrecht zur Einfallsebene polarisiert ist

der E-Felder ansetzen:

k =

⎛
⎝ 0

k2
k3

⎞
⎠ , k′ =

⎛
⎝ 0

k2
k′
3

⎞
⎠ , k′′ =

⎛
⎝ 0

k2
−k3

⎞
⎠

E0 =

⎛
⎝E1

0
0

⎞
⎠ , E′

0 =

⎛
⎝E′

1
E′

2
E′

3

⎞
⎠E′′

0 =

⎛
⎝E′′

1
E′′

2
E′′

3

⎞
⎠ ,

mit

0 = k2E
′
2 + k′

3E
′
3 (k′E′

0 = 0)

0 = k2E
′′
2 − k3E

′′
3 (k′′E′′

0 = 0) .

}
(2.111)

Die erste und letzte Beziehung in (2.110) beinhalten die Gleichungen

0 = E′′
2 − E′

2

0 = εE′′
3 − ε′E′

3

und bilden mit (2.111) ein homogenes Gleichungssystem für die vier Un-
bekannten E′

2, E
′
3, E

′′
2 , E′′

3 , dessen einzige Lösung die Triviallösung

E′
2 = E′

3 = E′′
2 = E′′

3 = 0

ist. Das heißt auch die reflektierten und gebrochenen E-Felder sind in glei-
cher Richtung polarisiert, wie das einfallende Feld. Die verbleibenden Glei-
chungen in (2.110) bilden ein inhomogenes Gleichungssystem für E′

1, E
′′
1
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und k′
3, woraus sich die Fresnelschen Formeln für elektromagnetische Wel-

len ergeben, die senkrecht zur Einfallsebene polarisiert sind:

E′
1

E1
=

2n cos ϕ

n cos ϕ + µ
µ′

√
n′2 − n2 sin2 ϕ

E′′
1

E1
=

n cos ϕ − µ
µ′

√
n′2 − n2 sin2 ϕ

n cos ϕ + µ
µ′

√
n′2 − n2 sin2 ϕ

. (2.112)

b)Parallele Polarisation: Der Polarisationsvektor des einfallenden elektri-
schen Feldes sei parallel zu der von n und k aufgespannten Einfallsebene
polarisiert (Abb. 2.20). Hierfür setzen wir an:

z

y

ϕ ϕ

ϕ′

k k′′

k′

E E′′

E′

n
n′ =

√
ε′µ′

n =
√

ε, µ

Abb. 2.20. Reflexion und Brechung elektromagnetischer Wellen, deren E-Feld
parallel zur Einfallsebene polarisiert ist

k = k

⎛
⎝ 0

sin ϕ
cos ϕ

⎞
⎠ , k′ = k′

⎛
⎝ 0

sin ϕ′

cos ϕ′

⎞
⎠ , k′′ = k

⎛
⎝ 0

sin ϕ
− cos ϕ

⎞
⎠ ,

E0 = E0

⎛
⎝ 0

− cos ϕ
sin ϕ

⎞
⎠ , E′

0 = E′
0

⎛
⎝ 0

− cos ϕ′

sin ϕ′

⎞
⎠ , E′′

0 = E′′
0

⎛
⎝ 0

cos ϕ
sin ϕ

⎞
⎠ .

Die Tangentialgleichungen in (2.110) liefern dann ein inhomogenes Glei-
chungssystem für E′

0 und E′′
0 ,

cos ϕ′E′
0 + cos ϕE′′

0 = cos ϕE0

k′

µ′ E
′
0 − k

µ
E′′

0 =
k

µ
E0 ,

dessen Lösung gegeben ist durch
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E′
0

E0
=

2nn′ cos ϕ
µ
µ′ n′2 cos ϕ + n

√
n′2 − n2 sin2 ϕ

E′′
0

E0
=

µ
µ′ n

′2 cos ϕ − n
√

n′2 − n2 sin2 ϕ

µ
µ′ n′2 cos ϕ + n

√
n′2 − n2 sin2 ϕ

. (2.113)

Dies sind die Fresnelschen Formeln für den parallelen Polarisationsfall.

Brewster-Winkel. Es gibt offenbar einen Winkel, den sog. Brewster-Win-
kel, für den die Amplitude der reflektierten Welle in (2.113) im Fall b) ver-
schwindet. Dieser ist für µ = µ′ gegeben durch

ϕB = arctan
n′

n
.

(Im Fall a) ist (2.112) immer ungleich Null.) Da nichtpolarisierte Wellen
in beide Polarisationsrichtungen a) und b) aufgeteilt werden können, gibt
es keine reflektierten Wellen mit E′′

0 parallel zur Einfallsebene, wenn der
Einfallswinkel gleich dem Brewster-Winkel ist. Die reflektierten Wellen sind
also in diesem Fall senkrecht zur Einfallsebene linear polarisiert. Dieser Effekt
läßt sich z.B. zur Herstellung von linear polarisiertem Licht ausnutzen.

2.7.3 Überlagerung von Wellen, Wellenpakete

In realistischen Situationen hat man es nie mit den in den letzten Unterab-
schnitten diskutierten idealisierten elektromagnetischen Wellen mit definier-
ter Frequenz und definiertem Wellenvektor zu tun, sondern mit Lichtimpulsen
mit einem endlichen, wenn auch sehr schmalen Frequenz- bzw. Wellenlängen-
bereich. Da die Wellengleichungen (2.104) linear sind, lassen sich Lichtimpulse
(Wellenpakete) mit vorgegebenem Frequenzbereich durch Superposition von
ebenen monochromatischen Wellen konstruieren. Hierdurch ergeben sich u.a.
folgende, bisher unberücksichtigte Effekte:

• Ist das betrachtete Medium dispersiv – d.h. der (reelle) Brechungsindex be-
sitzt eine Frequenzabhängigkeit –, dann ist die Phasengeschwindigkeit für
jede der superponierten Wellen verschieden. Hieraus folgt, daß sich die ein-
zelnen Wellenkomponenten im Medium unterschiedlich schnell ausbreiten,
wodurch sich ihre relative Phasenlage ändert. Dies führt zu einer mit der
Zeit wachsenden Verzerrung des Wellenpaketes. Desweiteren werden die
Wellenanteile an einer Grenzfläche zwischen zwei Medien unterschiedlich
stark gebrochen und laufen deshalb auseinander.18

• In einem dispersiven Medium ist die Geschwindigkeit, mit der sich das Wel-
lenpaket ausbreitet, die sog. Gruppengeschwindigkeit vg, i.a. verschieden

18 Dieser Effekt ist z.B. für die spektrale Aufteilung eines Lichtstrahls in einem
Prisma verantwortlich.
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von den Phasengeschwindigkeiten vϕ der einzelnen Wellen. Die Gruppen-
geschwindigkeit bestimmt den Energietransport und die Signalgeschwin-
digkeit des Wellenpaketes.

• In einem dissipativen Medium – d.h. der Brechungsindex ist komplex –
treten Dämpfungseffekte auf. Hierbei kann es vorkommen, daß die Grup-
pengeschwindigkeit größer ist als die Lichtgeschwindigkeit c. Da aber die
Ausbreitung des Wellenpaketes durch Absorption begrenzt ist, steht vg > c
nicht im Widerspruch zur Relativitätstheorie, nach der c die maximale
Signalgeschwindigkeit darstellt.

Um zu verstehen, was der Begriff ”Gruppengeschwindigkeit“ bedeutet, be-
trachten wir die Propagation eines Wellenpaketes in einem Medium. Der
Einfachheit halber nehmen wir an, daß es sich in z-Richtung ausbreitet, und
beschränken uns auf eine Komponente des E-Feldes, die wir mit ψ bezeich-
nen. Die allgemeinste Form lautet dann

ψ(z, t) =
1√
2π

∞∫
−∞

dkA(k)ei[kz−ω(k)t] . (2.114)

Desweiteren setzen wir folgende, ganz allgemein gehaltene Dispersionsrelation
zwischen ω und k voraus:

ω =
ck

n(ω)
⇐⇒ ω = ω(k) .

Für t = 0 ist (2.114) gerade die Fourier-Darstellung der Funktion ψ(z, 0), mit
den Fourier-Komponenten

A(k) =
1√
2π

∞∫
−∞

dzψ(z, 0)e−ikz . (2.115)

Falls die Verteilung A(k) ein scharfes Maximum um k0 besitzt, ist es gerecht-
fertigt, ω(k) in einer Taylor-Reihe um k0 zu entwickeln:

ω(k) = ω(k0) +
dω

dk

∣∣∣∣
k0

(k − k0) +
1
2

d2ω

dk2

∣∣∣∣
k0

(k − k0)2 + . . .

= ω0 + vg(k − k0) + γ(k − k0)2 + . . . , (2.116)

mit

ω0 = ω(k0)

vg =
dω

dk

∣∣∣∣
k0

(Gruppengeschwindigkeit)

γ =
1
2

d2ω

dk2

∣∣∣∣
k0

(Dispersionsparameter) .

Setzen wir in der linearen Näherung (2.116) in (2.114) ein, dann ergibt sich
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ψ(z, t) ≈ 1√
2π

ei(vgk0−ω0)t

∞∫
−∞

dkA(k)ei(kz−vgkt)

≈ ei(vgk0−ω0)tψ(z − vgt, 0) .

Die Intensität dieser Welle ist

|ψ(z, t)|2 = |ψ(z − vgt, 0)|2 .

In der linearen Näherung wird also das Wellenpaket ohne Änderung seiner
Form, d.h. ohne Dispersion mit der Gruppengeschwindigkeit vg in z-Richtung
verschoben. Für lineare Dispersionsrelationen ω ∼ |k| (nichtdispersive Medi-
en) wie z.B. im Vakuumfall ist diese Näherung sogar exakt. Geht man im
dispersiven Fall über die lineare Näherung hinaus, dann ändert das Wellen-
paket im Laufe der Zeit seine Form; es fließt auseinander. Dieser Effekt wird
in führender Ordnung durch den Dispersionsparameter γ beschrieben. Die
Gruppengeschwindigkeit gibt hierbei die Geschwindigkeit des Schwerpunktes
des Wellenpaketes an.
Wellenpaket in einem dispersiven Medium. Zur Illustration von Dis-
persionseffekten wollen wir nun die in z-Richtung verlaufende Propagation
eines eindimensionalen Lichtimpulses in einem Medium ohne Näherungen
berechnen, dem folgende Dispersionsrelation zu Grunde liegen soll:

ω(k) = ν

(
1 +

a2k2

2

)
.

ν ist hierbei eine konstante Frequenz und a eine konstante Länge. Wie weiter
unten deutlich wird, kann letztere als charakteristische Wellenlänge für das
Auftreten von Dispersionseffekten interpretiert werden. Für die Form des
anfänglichen Lichtimpulses zur Zeit t = 0 nehmen wir eine Gauß-Verteilung
an:

ψ(z, 0) = e− z2

2∆2 eik0z .

Hieraus ergibt sich nach (2.115) folgende Verteilung der zugehörigen Fourier-
Amplituden:

A(k) =
1√
2π

∞∫
−∞

dze− z2

2∆2 e−i(k−k0)z = ∆e− ∆2(k−k0)2

2 .

Nach (2.114) berechnet sich die Form des Lichtimpulses zu einem späteren
Zeitpunkt t zu

ψ(z, t) =
1√
2π

∞∫
−∞

dkA(k)ei[kz−ω(k)t]

=
∆√
2π

∞∫
−∞

dke− ∆2(k−k0)2

2 ei
[
kz−ν

(
1+ a2k2

2

)
t
]
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=
∆√
2π

e
−
(

∆2k2
0

2 +iνt

) ∞∫
−∞

dke− α(t)
2 k2+k(∆2k0+iz) , (2.117)

mit

α(t) = ∆2 + iνa2t .

Die Integration in (2.117) läßt sich mit Hilfe einer quadratischen Ergänzung
ausführen, und man erhält schließlich

ψ(z, t) =
∆√
α(t)

exp
(

− (z − νa2tk0)2

2α(t)

)
exp

[
ik0z − iν

(
1 +

a2k2
0

2

)
t

]
.

Die Intensität dieses Wellenpaketes ist

|ψ(z, t)|2 = ψ∗(z, t)ψ(z, t) =
∆√
β(t)

exp
(

− (z − νa2tk0)2

β(t)

)
,

mit

β(t) = ∆2 +
ν2a4t2

∆2 .

Die Breite des Wellenpaketes wird durch die zeitabhängige Größe β beschrie-
ben und wächst mit der Zeit an (Abb. 2.21). Die Änderungsrate der Breite
pro Zeiteinheit erhält man durch Differentiation von β nach t:

β′(t) =
2ν2a4t

∆2 .

Man sieht hieraus, daß ∆ � a das Kriterium für eine kleine Verzerrung
und damit für eine (fast) dispersionsfreie Ausbreitung des Wellenpaketes im
Medium darstellt.

z

|ψ(z, t)|2

vgt

Abb. 2.21. Zerfließen eines Wellenpaketes in einem dispersiven Medium
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2.7.4 Ebene Wellen in leitenden Medien

Ist das Medium, in dem sich elektromagnetische Wellen ausbreiten, ein Lei-
ter, dann ergeben sich einige Unterschiede zum nichtleitenden Fall. In einem
Leiter gilt neben den makroskopischen Maxwell-Gleichungen zusätzlich das
Ohmsche Gesetz

j = σE ,

wobei σ die Leitfähigkeit des Leiters bezeichnet. Wir haben somit

ε∇E = 0 , ∇ × E +
µ

c

∂H

∂t
= 0

µ∇H = 0 , ∇ × H − ε

c

∂E

∂t
=

4πσ

c
E .

Man erhält hieraus durch Kombination der beiden Rotationsgleichungen die
in E und H symmetrischen Telegraphengleichungen:

∇2E − εµ

c

∂2E

∂t2
− 4πµσ

c2

∂E

∂t
= 0 , ∇2H − εµ

c

∂2H

∂t2
− 4πµσ

c2

∂H

∂t
= 0 .

Zu ihrer Lösung machen wir analog zu Unterabschn. 2.7.1 den Ansatz

E(x, t) = E0ei(kx−ωt) , H(x, t) = H0ei(kx−ωt) (2.118)

und erhalten folgende Dispersionsrelation:

k2 =
ω2

c2 µη =
ω2

c2 p2 , η = ε +
4πiσ

ω
, p =

√
µη ,

wobei η verallgemeinerte Dielektrizitätskonstante und p verallgemeinerter
Brechungsindex genannt wird. Der Wellenvektor ist also in leitenden Me-
dien komplex, so daß wir eine gedämpfte Ausbreitung erwarten. Betrachten
wir z.B. eine Welle, die sich in x-Richtung fortpflanzt, dann läßt sich der
exponentielle Teil der Wellenfunktion mit k = α + iβ schreiben als

ei(kx−ωt) = e−βxei(αx−ωt) , β > 0 .

Das heißt die Amplitude der Welle fällt exponentiell in der Fortpflanzungs-
richtung ab. β stellt hierbei ein Maß für die Eindringtiefe der Welle in das
Medium dar. Die zu (2.107) korrespondierenden Orthogonalitätsrelationen
ergeben sich durch Einsetzen von (2.118) in obige Maxwell-Gleichungen:

kE0 = 0 , k × E0 =
ωµ

c
H0

kH0 = 0 , k × H0 = −ωη

c
E0

=⇒ k ⊥ E0,H0 , H0 =
c

ωµ
k × E0 .

Demnach sind auch in leitenden Medien die elektromagnetischen Wellen
transversale Wellen, und es bilden auch hier k, E0, H0 in dieser Reihen-
folge ein orthogonales Dreibein.
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2.7.5 Zylindrischer Hohlleiter

Unter Hohlleitern versteht man hohle langgestreckte Metallkörper, die an
ihren Enden nicht abgeschlossen sind, während solche Körper mit Ab-
schluß Hohlraumresonatoren genannt werden. Im folgenden wird die Ausbrei-
tung elektromagnetischer Wellen in zylindrischen Hohlleitern mit konstantem
Querschnitt entlang der z-Achse diskutiert (Abb. 2.22). Die Oberfläche S des
Hohlleiters wird als idealer Leiter angenommen. Der Innenraum sei mit einem
dispersiven Medium der Dielektrizitätskonstante ε und der Permeabilität µ
gefüllt. Aufgrund der Zylindergeometrie des Problems erwarten wir Wellen,
die sich längs der positiven bzw. negativen z-Achse ausbreiten, und machen
daher den Ansatz

E(x, t) = E(x, y)e±ikz−iωt , B(x, t) = B(x, y)e±ikz−iωt . (2.119)

Bevor wir diese Felder in die Wellengleichungen (2.104) einsetzen, ist es
günstig, sie in Komponenten parallel und senkrecht zur z-Achse aufzuspalten:

E(x, t) = [Ez(x) + Et(x)] e−iωt ,

mit

Ez = (ezE)ez =

⎛
⎝ 0

0
Ez

⎞
⎠ , Et = (ez × E) × ez =

⎛
⎝Ex

Ey

0

⎞
⎠ .

Entsprechendes gilt für B. Aus den Rotationsgleichungen in (2.103) ergeben
sich dann nach einigen Zwischenrechnungen und unter Berücksichtigung der
expliziten z-Abhängigkeit (2.119) folgende Ausdrücke für die transversalen
Felder:

Et =
1
γ2

[
∇t

(
∂Ez

∂z

)
− i

ω

c
(ez × ∇t)Bz

]
Bt =

1
γ2

[
∇t

(
∂Bz

∂z

)
+ i

ω

c
εµ(ez × ∇t)Ez

]
,

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (2.120)

mit

γ2 =
ω2

c2 εµ − k2 , ∇t = ∇ − ∂

∂z
.

Das heißt die transversalen Felder sind allein durch die longitudinalen Felder
determiniert, so daß es genügt, die Wellengleichungen (2.104) für die Longi-
tudinalfelder Ez und Bz zu lösen:

z

Abb. 2.22. Hohlleiter mit zylindrischer Symmetrie
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∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 + γ2
)(

Ez

Bz

)
= 0 . (2.121)

Da gemäß Voraussetzung die Zylinderoberfläche S als idealer Leiter ange-
nommen wird, gelten dort die Randbedingungen

nB = 0 , n × E = 0 ,

wobei n den Normalenvektor von S bezeichnet. Diese Bedingungen sind äqui-
valent zu den Forderungen

Ez|x∈S = 0 , n∇Bz|x∈S = 0 . (2.122)

Ez und Bz haben also derselben Wellengleichung (2.121) zu genügen, al-
lerdings mit unterschiedlichen Randbedingungen (2.122), die i.a. für beide
Felder nicht gleichzeitig erfüllt werden können. Man unterscheidet deshalb
drei Klassen von Lösungen:

• Transversale magnetische Moden (TM): Hierbei löst man die Eigenwert-
gleichung (2.121) für Ez mit der Randbedingung Ez|x∈S = 0, was zu einem
bestimmten Eigenwertspektrum γ2

TM führt. Als Lösung der Eigenwertglei-
chung für Bz wählt man die triviale Lösung Bz = 0 ∀ x.

• Transversale elektrische Moden (TE): Es wird (2.121) für Bz mit der
Randbedingung n∇Bz|x∈S = 0 gelöst, was zu einem bestimmten Eigen-
wertspektrum γ2

TE führt. Als Lösung der Eigenwertgleichung für Ez wählt
man die triviale Lösung Ez = 0 ∀ x.

• Transversale elektrische und magnetische Moden (TEM): Diese Moden sind
durch verschwindende longitudinale Komponenten des elektrischen und
magnetischen Feldes charakterisiert: Ez = Bz = 0 ∀ x. Anhand von (2.120)
erkennt man, daß hierbei für nichtverschwindende transversale Felder die
Bedingung

γ2
TEM =

ω2

c2 εµ − k2 = 0

erfüllt sein muß. Dies ist aber gerade die Dispersionsrelation für ein dis-
persives Medium. TEM-Wellen breiten sich also aus, als befänden sie sich
in einem unbegrenzten Medium.

Zusammenfassung

• Die Wellenausbreitung in nichtleitenden Medien wird durch die in E und
B symmetrischen Wellengleichungen beschrieben. Ihre Lösungen setzen
sich aus ebenen monochromatischen Wellen zusammen, deren Wel-

�
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lenvektoren und Frequenzen über eine medienabhängige Dispersions-
relation miteinander verknüpft sind.

• Durch Superposition zweier verschieden linear polarisierter Wellen erhält
man i.a. elliptisch polarisiertes Licht. Spezialfälle der elliptischen Po-
larisation sind zirkulare und lineare Polarisation.

• Trifft eine monochromatische Welle auf eine, zwei verschiedene optische
Medien trennende Grenzfläche, dann gilt für die einfallenden, reflektier-
ten und transmittierten Anteile das Reflexions- und das Brechungs-
gesetz.

• In dispersiven Medien besitzen die verschiedenen monochromatischen
Anteile eines Wellenpaketes unterschiedliche Phasengeschwindigkei-
ten, so daß das Wellenpaket mit der Zeit immer mehr verzerrt. Die für
die Bewegung des Wellenpaketes maßgebliche Geschwindigkeit ist die
Gruppengeschwindigkeit. Sie ist gleich der Schwerpunktsgeschwin-
digkeit des Wellenpaketes.

• Die in E und H symmetrischen Telegraphengleichungen beschrei-
ben die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in leitenden Medien. Da
hierbei die Wellenvektoren komplex sind, ist die Ausbreitung gedämpft
(Dissipation).

• Die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in zylindrischen Hohl-
leitern ist durch die Wellengleichung für die longitudinalen E- und B-
Komponenten mit den zugehörigen Stetigkeitsbedingungen eindeutig be-
stimmt. Man unterscheidet drei Klassen von Lösungen, nämlich trans-
versale magnetische Moden (TM), transversale elektrische Mo-
den (TE) sowie transversale elektrische und magnetische Moden
(TEM).

Anwendungen

33. Totalreflexion. Man zeige, daß im Falle der Totalreflexion ϕ > ϕTR
der zeitgemittelte Energiefluß nS durch die Grenzfläche verschwindet.

Lösung. Unter Bezugnahme auf Abb. 2.18 gilt

k′ = k′

⎛
⎝ 0

sin ϕ′

cos ϕ′

⎞
⎠ , n =

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ .

Im Falle der Totalreflexion ist

sin ϕ′ = α > 1 ,
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d.h. ϕ′ ist komplex. Hieraus folgt, daß cosϕ′ rein imaginär ist:

cos ϕ′ =
√

1 − sin2 ϕ′ = i
√

sin2 ϕ′ − 1 .

Nun gilt für die zeitgemittelte Normalkomponente des Energieflusses

nS =
c

8πµ
Re[n(E′ × B′∗)] =

c2

8πωµ
Re[nk′|E′

0|2] .

Da nk′ = k′ cos ϕ′ rein imaginär ist, folgt: nS = 0.

34. Hohlraumresonator mit kreisförmigem Querschnitt. Man be-
stimme die Schwingungsmoden eines ideal leitenden, hohlen Metallvolumens
mit kreisförmigem Querschnitt. Der Querschnittsradius betrage R und die
Länge L. Der Innenraum dieses Hohlraumresonators sei mit einem dispersi-
ven Medium (ε, µ) gefüllt.

Lösung. Aufgrund der abschließenden Endflächen bei z = 0 und z = L
werden elektromagnetische Wellen an diesen reflektiert, und es kommt zur
Ausbildung von stehenden Wellen entlang der z-Achse. Für TM-Wellen ma-
chen wir deshalb folgenden Ansatz für die longitudinalen Anteile:

Bz(x) = 0 , Ez(x) = ψ(x, y) cos
(pπz

L

)
, p = 1, 2, . . . .

Die transversalen Anteile ergeben sich hieraus zu

Et(x) = − pπ

Lγ2 sin
(pπz

L

)
∇tψ , Bt(x) =

iεµω

cγ2 cos
(pπz

L

)
ez × ∇tψ ,

mit

γ2 =
ω2

c2 εµ −
(pπ

L

)2
.

Offensichtlich sind durch diesen Ansatz die Randbedingungen Et(z = 0) =
Et(z = L) an den Abschlüssen automatisch berücksichtigt. Für TE-Moden
bietet sich für die longitudinalen Komponenten der Ansatz

Ez(x) = 0 , Bz(x) = ψ(x, y) sin
(pπz

L

)
, p = 1, 2, . . .

an, aus dem die transversalen Komponenten

Et(x) = − iω
cγ2 sin

(pπz

L

)
ez × ∇tψ , Bt(x) =

pπ

Lγ2 cos
(pπz

L

)
∇tψ

folgen. Auch hierbei sind die entsprechenden Randbedingungen an den End-
flächen, Bz(z = 0) = Bz(z = L), bereits berücksichtigt. Zur Lösung der
Wellengleichung(

∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 + γ2
)

ψ(x, y) = 0 (2.123)

benutzen wir aufgrund der Geometrie des Problems Zylinderkoordinaten:
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x = r cos ϕ , y = r sin ϕ .

Damit geht (2.123) über in(
∂2

∂r2 +
1
r

∂

∂r
+

1
r2

∂2

∂ϕ2 + γ2
)

ψ(r, ϕ) = 0 .

Der Ansatz

ψ(r, ϕ) = J(r)eimϕ , m = 0,±1,±2, . . .

führt zu

d2J

dr2 +
1
r

dJ

dr
+

(
γ2 − m2

r2

)
J = 0 .

Diese Gleichung läßt sich mit Hilfe der Substitution x = γr in die Besselsche
Differentialgleichung überführen (siehe Abschn. A.5):

d2J

dx2 +
1
x

dJ

dx
+

(
1 − m2

x2

)
J = 0 .

Lösungen dieser Gleichung sind die Bessel-Funktionen

Jm(x) =
(x

2

)m ∞∑
i=0

(−1)i

i!(i + m)!

(x

2

)2i

.

Für TM-Moden ergeben sich somit die Longitudinalkomponenten

Ez(x) = Jm(γr)eimϕ cos
(pπz

L

)
, Bz = 0 .

Die zugehörige Randbedingung an der Mantelfläche liefert die Einschränkung

Ez(x)|√
x2+y2=R

= 0 =⇒ Jm(γR) = 0 .

Das heißt die zulässigen Eigenwerte γ der Wellengleichung bestimmen sich
aus den verschiedenen (mit n indizierten) Nullstellen der Bessel-Funktionen.
Diese liegen z.B. für rotationssymmetrische Eigenschwingungen (m = 0) bei

γm=0,n=0R = 2.405 , γm=0,n=1R = 5.520 , γm=0,n=2R = 8.654 , . . . .

Zu jedem γmn gehören die Eigenfrequenzen

ω2
mnp =

c√
εµ

√
γ2

mn +
(pπ

L

)2
.

Für TE-Moden hat man für die longitudinalen Felder

Ez(x) = 0 , Bz(x) = Jm(γr)eimϕ sin
(pπz

L

)
,

wobei die Randbedingung

n∇Bz(x, y)|√
x2+y2=R

= 0 =⇒ dJm(x)
dx

= 0
∣∣∣∣
x=γR

= 0



224 2. Elektrodynamik

zu berücksichtigen ist, welche die zulässigen γ mit den Nullstellen der ersten
Ableitung der Bessel-Funktionen in Beziehung setzt. Die ersten Nullstellen
für m = 0 lauten

x0,n = γ0,nR = 3.832 , 7.016 , 10.173 , . . . .

Im allgemeinen führen die xmn zu TE-Eigenfrequenzen ωmnp, die von den
TM-Eigenfrequenzen verschieden sind.

2.8 Lagrange-Formalismus in der Elektrodynamik

Der Lagrange- und Hamilton-Formalismus spielt in der Elektrodynamik nicht
solch eine dominierende Rolle wie beispielsweise in der klassischen Mechanik.
Dort liefert die Lagrange-Funktion einen direkten Weg zu den Bewegungsglei-
chungen. Diese sind nun aber in der Elektrodynamik in Form der Maxwell-
Gleichungen bereits gegeben. Trotzdem bietet der Lagrange-Formalismus
einen alternativen Zugang zur Elektrodynamik, der insbesondere auch für
den Aufbau anderer Feldtheorien von Interesse ist. Wir stellen deshalb in
diesem Abschnitt kurz die wichtigsten Zusammenhänge vor. Dabei betrach-
ten wir zunächst die Lagrange-Formulierung der Bewegungsgleichungen eines
Teilchens in einem gegebenen elektromagnetischen Feld und diskutieren an-
schließend die Erweiterung des Lagrange-Formalismus auf die Felder selbst.
Desweiteren besprechen wir die sich in diesem Formalismus ergebenden Er-
haltungssätze und gehen zum Abschluß auf den Zusammenhang zwischen
Symmetrien und dem Prinzip der Eichinvarianz ein.

2.8.1 Lagrange- und Hamilton-Funktion eines geladenen Teilchens

Nach Satz 2.10 gilt folgende relativistische Bewegungsgleichung für ein Teil-
chen der Ruhemasse m0 und der Ladung q in den elektromagnetischen Fel-
dern E und B:

d
dt

m0ẋ√
1 − ẋ2

c2

= ṗ = F L = q

(
E +

ẋ

c
× B

)
.

Drücken wir die elektromagnetischen Felder durch Skalar- und Vektorpoten-
tiale aus, so ergibt sich

d
dt

m0ẋ√
1 − ẋ2

c2

= q

[
−∇φ − 1

c

∂A

∂t
+

ẋ

c
× (∇ × A)

]

= q

[
−∇φ − 1

c

∂A

∂t
+

1
c
∇(Aẋ) − 1

c
(ẋ∇)A

]

= q∇
(

Aẋ

c
− φ

)
− q

c

dA

dt
. (2.124)
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Durch Vergleich dieses Ausdrucks mit der Lagrange-Gleichung (in vektorieller
Form),

∇xL − d
dt

∇ẋL = 0 ,

erkennen wir, daß sich (2.124) aus der Lagrange-Funktion

L = −m0c
2

√
1 − ẋ2

c2 − qφ +
q

c
Aẋ (2.125)

ergibt. Hieraus berechnet sich der generalisierte Impuls P des Teilchens zu

P = ∇ẋL = p +
q

c
A =

m0ẋ√
1 − ẋ2

c2

+
q

c
A . (2.126)

Die zugehörige Hamilton-Funktion ist daher gegeben durch

H = P ẋ − L =
m0c

2√
1 − ẋ2

c2

+ qφ .

Hierin eliminieren wir mit Hilfe von (2.126) ẋ zugunsten von P und erhalten
schließlich

H =

√
m2

0c
4 + c2

(
P − q

c
A
)2

+ qφ .

Satz 2.28: Lagrange- und Hamilton-Funktion einer Ladung q
im elektromagnetischen Feld

L = −m0c
2

√
1 − ẋ2

c2 − qφ +
q

c
Aẋ

H =

√
m2

0c
4 + c2

(
P − q

c
A
)2

+ qφ .

Aus Unterabschn. 1.6.5 ist bekannt, daß die relativistische Lagrange-Funktion
eines freien Teilchens gegeben ist durch

Lfrei = −m0c
2

√
1 − ẋ2

c2 .

Wir schließen hieraus, daß die Lagrange-Funktion

L′ = L − Lfrei = −qφ +
q

c
Aẋ = − q

γc
uµAµ , γ =

1√
1 − ẋ2

c2

die Wechselwirkung des Teilchens mit dem elektromagnetischen Feld be-
schreibt.
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2.8.2 Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes

Wir erweitern jetzt unsere Diskussion und zeigen, wie sich der relativistische
Lagrange-Formalismus von Punktteilchen auf kontinuierliche Felder erwei-
tern läßt. Hierzu betrachten wir zunächst ganz allgemein ein System von
Feldern φi(x), die von den Vierervektoren xµ abhängen. Ausgangspunkt ist
die Lagrange-Funktion L, welche zu einer Lagrange-Dichte L(φi, ∂µφi, x) der
Felder φi verallgemeinert wird, aus der sich die Wirkung S durch Integration
über die vierdimensionale Raum-Zeit ergibt:

S =
∫

d4xL(φi, ∂µφi, x) .

Nun ist es sinnvoll, eine Reihe von Bedingungen an die Form der Lagrange-
Dichte zu stellen. Zuerst fordern wir natürlich, daß der Formalismus die
uns bekannten Bewegungsgleichungen, also im Falle der Elektrodynamik die
Maxwell-Gleichungen, liefert. Hieraus folgt, daß die Lagrange-Dichte Ablei-
tungen in den Feldern von höchstens 1. Ordnung enthalten darf. Da wir ferner
nur lokale Feldtheorien betrachten wollen, kann die Lagrange-Dichte nur von
den Feldern an einem Ort x abhängen. Schließlich sollte L unter Eichtrans-
formationen höchstens um eine totale Divergenz geändert werden, damit die
Wirkung invariant bleibt.

Lagrange-Gleichungen. Betrachten wir zunächst die Variation der Wir-
kung S unter der Variation δφ einer beliebigen Feldkomponente φ(x),

δS =
∫

d4x

[
∂L
∂φ

δφ +
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ)

]

=
∫

d4x

[
∂L
∂φ

− ∂µ
∂L

∂(∂µφ)

]
δφ +

∫
d4x∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)
δφ

]
, (2.127)

wobei wir analog zu Unterabschn. 1.2.3 davon ausgehen, daß φ(x) auf der im
Unendlichen liegenden Raum-Zeit-Hyperfläche fixiert ist (”feste Endpunkte“)
bzw. dort verschwindet:

δφ(x)||xµ|→∞ = [φ′(x) − φ(x)]|xµ|→∞ = 0 .

Weil der letzte Term von (2.127) eine totale Divergenz ist, kann er mit Hilfe
des vierdimensionalen Gaußschen Satzes in das Oberflächenintegral∫

d4x∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)
δφ

]
=

∮
dσµ

[
∂L

∂(∂µφ)
δφ

]
umgeschrieben werden, das nach unserer Voraussetzung verschwindet. Folg-
lich führt die Stationaritätsforderung der Wirkung auf die Lagrange-Gleichung
des Feldes φ:

δS = 0 =⇒ ∂L
∂φ

− ∂µ
∂L

∂(∂µφ)
= 0 . (2.128)
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Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes. Aufgrund der o.g.
Forderungen an die Lagrange-Dichte kann man zeigen, daß L prinzipiell nur
folgende Lorentz-Skalare enthalten darf:

∂µAν∂µAν , ∂µAν∂νAµ , (∂µAµ)2 , AµAµ , jµAµ .

Diese Terme müssen in der Lagrange-Funktion derart auftreten, daß (2.128)
gerade die inhomogenen Maxwell-Gleichungen

∂µFµν =
4π

c
jν

liefert (siehe Satz 2.9).19 Man verifiziert leicht (Anwendung 35), daß die fol-
gende Lagrange-Dichte diese Bedingung erfüllt:

Satz 2.29: Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes

L = − 1
16π

FµνFµν − 1
c
jµAµ + totale Divergenz .

Eichinvarianz. Führt man jetzt eine Eichtransformation

Aµ −→ A′µ = Aµ − ∂µχ

aus, dann enthält L′ im Vergleich zu L den zusätzlichen Term jµ∂µχ/c, den
wir als eine totale Divergenz schreiben können, falls der Strom erhalten ist:

jµ∂µχ = ∂µ(jµχ) .

Mit anderen Worten: Die Erhaltung des Viererstromes jµ ist notwendig und
hinreichend für die Eichinvarianz der Theorie.

Hamilton-Formalismus. Nachdem wir eine formale Analogie zwischen
dem Lagrange-Formalismus eines Teilchens und dem des Feldes gefunden
haben, fragen wir nun nach der Verallgemeinerung der Hamilton-Funktion

H =
∑

i

piq̇i − L

für Felder. Dazu betrachten wir die Hamilton-Dichte

H =
∂L

∂(∂φ
∂t )

∂φ

∂t
− L

und verallgemeinern sie zu einem kontravarianten Tensor zweiter Stufe, dem
sog. Energie-Impuls-Tensor:

Θµν =
∂L

∂(∂µφ)
∂νφ − gµνL . (2.129)

Dieser Tensor ist in Verbindung mit Satz 2.29 allerdings nicht identisch mit
dem Maxwellschen Spannungstensor Tµν aus (2.46) in Unterabschn. 2.3.5.
19 Die homogenen Maxwell-Gleichungen ∂µGµν = 0 sind aufgrund der Definition

von F µν automatisch erfüllt.
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Insbesondere ist Θµν nicht unbedingt symmetrisch, wie es die Drehimpulser-
haltung fordert. Jedoch können wir zu Θµν immer einen Term

Θ̄µν = ∂κϕκµν ,

mit

ϕκµν = −ϕµκν , ∂µ∂κϕκµν = 0

hinzuaddieren. Wählt man im Fall der Elektrodynamik

Θ̄µν =
1
4π

∂κ(FκµAν) ,

so folgt der symmetrisierte Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen
Feldes,

Θµν + Θ̄µν = Tµν =
1
4π

(
gµκFκλFλν +

1
4
gµνFκλFκλ

)
,

der nun in der Tat mit dem Spannungstensor (2.46) übereinstimmt.

2.8.3 Erhaltungssätze, Noether-Theorem

Wir wollen nun analog zu Unterabschn. 1.2.2 den Zusammenhang zwischen
Symmetrien und Erhaltungssätzen aufzeigen. Dazu betrachten wir zunächst
ein einzelnes skalares Feld φ(x) und berechnen die Variation der Wirkung
unter einer sehr allgemein gehaltenen gleichzeitigen Variation von x und φ:

xµ −→ x′µ = xµ + δxµ , φ(x) −→ φ′(x′) = φ(x) + ∆φ(x) .

Dabei ist zu beachten, daß ∆φ die totale Variation von φ an zwei verschie-
denen Raumzeitpunkten bedeutet und über

∆φ(x) = φ′(x′) − φ(x′) + φ(x′) − φ(x) = δφ + (∂νφ)δxν

δφ(x)||xµ|→∞ = 0

}
(2.130)

mit der Variation δφ von φ am selben Raumzeitpunkt zusammenhängt. Die
letzte Beziehung reflektiert wieder die Fixierung von φ auf dem Rand der
Raum-Zeit. Für die Berechnung der Variation

δS =
∫

δ(d4x)L +
∫

d4xδL

benötigen wir noch die Funktionaldeterminante

d4x′ =
∣∣∣∣det

[
∂x′µ

∂xν

]∣∣∣∣ d4x = |det[δµ
ν + ∂ν(δxµ)]|d4x = [1 + ∂µ(δxµ)]d4x

=⇒ δ(d4x) = ∂µ(δxµ)d4x.

Insgesamt folgt
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δS =
∫

d4xL∂µ(δxµ) +
∫

d4x

[
(∂µL)δxµ +

∂L
∂φ

δφ +
∂L

∂(∂µφ)
∂µ(δφ)

]

=
∫

d4x

[
∂L
∂φ

− ∂µ
∂L

∂(∂µφ)

]
δφ + δSσ ,

mit

δSσ =
∫

d4x∂µ(Lδxµ) +
∫

d4x∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)
δφ

]

=
∫

d4x∂µ(Lδxµ) +
∫

d4x∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)
(∆φ − (∂νφ)δxν)

]

=
∫

d4x∂µ

{
∂L

∂(∂µφ)
∆φ +

[
Lgµν − ∂L

∂(∂µφ)
(∂νφ)

]
δxν

}

=
∫

d4x∂µ

{
∂L

∂(∂µφ)
∆φ − Θµνδxν

}
,

wobei partielle Integration, die Beziehung (2.130) und der Energie-Impuls-
Tensor (2.129) benutzt wurden. Betrachten wir nun infinitesimale Transfor-
mationen der Art20

δxν = Xνa(x)δεa , ∆φ = Ψa(x)δεa ,

mit einer Matrix X und einem Vektor Ψ sowie den infinitesimalen Parame-
tern δεa. Dann folgt aus der Invarianzforderung der Wirkung und der An-
nahme, daß das transformierte Feld der Lagrange-Gleichung (2.128) genügt,
der Stromerhaltungssatz

∂µjµ
a = 0 ⇐⇒ ∂0j

0
a = −∇ja , jµ

a =
∂L

∂(∂µφ)
Ψa − ΘµνXνa ,

wobei jµ
a für jeden Index a einen sog. Noether-Strom darstellt. Desweiteren

liefert die Integration dieser Beziehung über ein hinreichend großes räumliches
Volumen zu jedem Noether-Strom einen entsprechenden Ladungserhaltungs-
satz:

1
c

d
dt

∫
d3xj0

a = −
∫

d3x∇ja = −
∮

dFja = 0

=⇒ Qa =
∫

d3xj0
a = const .

Satz 2.30: Noether-Theorem

Aus der Invarianz der Wirkung S =
∫

d4xL(φ, ∂µφ, x) unter den Transfor-
mationen

�

20 In Anwesenheit mehrerer Felder ist die zweite Beziehung auf ∆φi = Ψiaδεa zu
erweitern.
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xµ −→ x′µ = xµ + δxµ , δxν = Xνa(x)δεa

φ(x) −→ φ′(x′) = φ(x) + ∆φ(x) , ∆φ(x) = Ψa(x)δεa

folgt die Erhaltung der Noether-Ströme

jµ
a =

∂L
∂(∂µφ)

Ψa − ΘµνXνa , ∂µjµ
a = 0

sowie der Ladungen

Qa =
∫

d3xj0
a ,

d
dt

Qa = 0 .

Als Beispiel dieses Satzes betrachte man eine Transformation, die den Ur-
sprung der Zeit und des Ortes verschiebt:

Xνa = δνa , Ψa = 0 =⇒ δxν = εν , ∆φ = 0 .

Hieraus ergibt sich sofort

jµ
a = −Θµ

a ,

∫
Θ0

ad3x = const .

Nun wissen wir aus unser vorherigen Diskussion, daß
∫

Θ0
νd3x der Viererim-

puls des Feldes ist. Dies bedeutet: Die Invarianz des Wirkungsintegrals unter
Raum- und Zeittranslationen führt zur Erhaltung des Impulses und der Ener-
gie des elektromagnetischen Feldes. Dieses Resultat ist uns bereits aus der
klassischen Mechanik wohlvertraut. Auf ähnliche Weise folgen die Erhaltung
des Drehimpulses und der Schwerpunktsatz aus der Invarianz der Wirkung
unter Rotationen von xµ bzw. unter Verschiebung von xµ mit konstanter
Geschwindigkeit.

2.8.4 Interne Symmetrien und Eichprinzip

Die 10 klassischen Erhaltungssätze ergeben sich aus der Invarianz der Wir-
kung unter Transformationen, die Raum und Zeit betreffen. Hat man es mit
mehr als einer Feldkomponente zu tun, dann sind neben den Raum-Zeit-
Symmetrien zusätzliche Symmetrien unter internen Transformationen mit
δxµ = 0 möglich (interne Symmetrien). In diesem Fall ist die Invarianz der
Wirkung gleichbedeutend mit der Invarianz der Lagrange-Dichte, bis auf eine
etwaige totale Divergenz.

Als einfaches Beispiel betrachten wir im folgenden ein zweikomponentiges
Feld und diskutieren die Invarianz der Lagrange-Dichte unter Rotationen der
zwei Komponenten. Dabei beginnen wir mit einer globalen Eichtransforma-
tion, bei der beide Feldkomponenten an allen Orten der gleichen Transfor-
mation unterliegen. Im Anschluß diskutieren wir die Implikationen, die sich
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ergeben, falls wir die Invarianz der Theorie unter lokalen Eichtransformatio-
nen fordern. Dies führt auf das für die Hochenergiephysik so wichtige Prinzip
der lokalen Eichinvarianz.

Globale Eichinvarianz. Als Ausgangspunkt unserer Diskussion wählen wir
die Lagrange-Dichte

L = (∂µφ)(∂µφ∗) − m2φφ∗ , (2.131)

die von den zweikomponentigen Skalarfeldern

φ =
1√
2
(φ1 + iφ2) , φ∗ =

1√
2
(φ1 − iφ2)

abhängt. Sie beschreibt z.B. die relativistische Bewegung eines freien Elek-
trons mit zwei inneren Zuständen (Spin up und Spin down). Die Lagrange-
Gleichungen führen auf die Klein-Gordon-Gleichungen

(∂µ∂µ + m2)φ = 0 , (∂µ∂µ + m2)φ∗ = 0 ,

welche relativistische Verallgemeinerungen der nichtrelativistischen Schrö-
dinger-Gleichung sind. Neben der o.g. Raum-Zeit-Symmetrie besitzt die
Lagrange-Dichte (2.131) eine zusätzliche Symmetrie: Sie ist invariant unter
der internen globalen Transformation

φ(x) −→ φ′(x) = e−iqΛφ(x) ≈ φ(x)(1 − iqΛ)

φ∗(x) −→ φ′∗(x) = eiqΛφ∗(x) ≈ φ∗(x)(1 + iqΛ)

}
, δxµ = 0 ,

wobei q und Λ reelle Konstanten bezeichnen. In obiger Notation haben wir

Xνa = 0 , Ψ = −iqφ , Ψ∗ = iqφ∗ , δε = Λ ,

woraus der zugehörige erhaltene Noether-Strom

jµ =
∂L

∂(∂µφ)
Ψ +

∂L
∂(∂µφ∗)

Ψ∗ = iq(φ∗∂µφ − φ∂µφ∗)

folgt.

Lokale Eichinvarianz. Als nächstes wollen wir untersuchen, was passiert,
wenn wir fordern, daß unsere Theorie auch dann invariant ist, wenn wir statt
der globalen Eichtransformation eine lokale Eichtransformation ausführen.
Zu diesem Zweck ersetzen wir die Konstante Λ durch eine Funktion Λ(x).
Mit

φ′(x) = [1 − iqΛ(x)]φ(x) , φ′∗(x) = [1 + iqΛ(x)]φ∗(x)

und

∂µφ′ = (1 − iqΛ)∂µφ − iqφ∂µΛ , ∂µφ′∗ = (1 + iqΛ)∂µφ∗ + iqφ∗∂µΛ

sehen wir, daß sich jetzt die Terme ∂µφ und ∂µφ∗ anders transformieren
als φ und φ∗ selbst. Als Konsequenz kann die Lagrange-Dichte (2.131) nicht
mehr unter dieser Transformation invariant sein. Einsetzen und Ausnutzen
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der Lagrange-Gleichungen für φ und φ∗ ergibt für die Änderung der Lagrange-
Dichte

δL = −iqΛ∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)
φ

]
− iq

∂L
∂(∂µφ)

φ∂µΛ − (φ → φ∗) .

Der erste Term ist eine totale Divergenz, die zu keiner Änderung der Wirkung
führt. Somit verbleibt

δL = −iq [φ(∂µφ∗)∂µΛ − φ∗(∂µφ)∂µΛ] = jµ∂µΛ .

Es gibt nun aber einen Weg, die lokale Eichinvarianz der Theorie zu retten,
indem man nämlich zwei weitere Terme

L1 = −jµAµ = −iq(φ∗∂µφ − φ∂µφ∗)Aµ

L2 = q2AµAµφ∗φ

zu L hinzufügt und eine Vorschrift definiert, wie sich der Vierervektor Aµ

unter der lokalen Eichtransformation verhält:

Aµ(x) −→ A′
µ(x) = Aµ(x) + ∂µΛ(x) .

Mit diesen Vereinbarungen findet man wie gewünscht

δL + δL1 + δL2 = 0 .

Wir sehen also, daß die Eichinvarianz der Theorie nur dann gewährleistet
wird, falls wir den Strom jµ an ein neues Feld Aµ koppeln. Die Stärke
der Kopplung ist durch die Kopplungskonstante q gegeben, die man mit
der Ladung des Feldes φ identifiziert. Unsere Theorie wird schließlich ver-
vollständigt, indem wir auch für das Feld Aµ einen kinetischen, quadrati-
schen Term zulassen. Von diesem müssen wir dann allerdings wieder lokale
Eichinvarianz fordern. Aus unseren bisherigen Betrachtungen wissen wir, daß

L3 = − 1
16π

FµνFµν , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

diese Forderung erfüllt. Wir erhalten somit insgesamt die lokal eichinvariante
Lagrange-Dichte

L = (∂µ + iqAµ)φ(∂µ − iqAµ)φ∗ − m2φ∗φ − 1
16π

FµνFµν . (2.132)

Zusammenfassend ergibt sich folgendes bemerkenswertes Resultat: Um die
globale Eichinvarianz unserer Theorie auf lokale Eichinvarianz zu erweitern,
hat man ein elektromagnetisches Feld Aµ, das sog. Eichpotential, mit einem
bestimmten Transformationsverhalten einzuführen, welches an den Noether-
Strom jµ koppelt. Dies ist der Inhalt des Eichprinzips. Durch Hinzufügen
eines in Aµ quadratischen Terms werden die Aµ selbst zu dynamischen Ob-
jekten der Theorie.

Unter Einführung der eichkovarianten Ableitungen

Dµ = ∂µ + iqAµ , D∗µ = ∂µ − iqAµ ,
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mit

D′
µφ′ = (1 − iqΛ)Dµφ , D′∗µφ′∗ = (1 + iqΛ)Dµφ∗ ,

läßt sich (2.132) in der Weise

L = (Dµφ)(D∗µφ∗) − m2φ∗φ − 1
16π

FµνFµν

schreiben. Die Lagrange-Gleichungen für die Felder Aµ führen auf

∂νFµν = −4πjµ ,

wobei

jµ = iq(φ∗Dµφ − φD∗µφ∗)

der erhaltene Noether-Strom der lokal eichinvarianten Theorie ist. Man be-
achte schließlich, daß das Hinzufügen eines Terms der Art

m2AµAµ

die Eichinvarianz der Theorie verletzt. Hieraus schließen wir, daß das elek-
tromagnetische Eichfeld masselos ist.

Satz 2.31: Eichprinzip

Die Lagrange-Dichte eines komplexen skalaren Feldes

L = (∂µφ)(∂µφ∗) − m2φ∗φ

ist nur dann invariant unter den lokalen Eichtransformationen

φ′(x) = e−iqΛ(x)φ(x) , φ′∗(x) = eiqΛ(x)φ∗(x) ,

falls

• ein Vektorfeld Aµ(x) eingeführt wird, das sich gemäß

Aµ −→ A′
µ = Aµ + ∂µΛ

transformiert, und

• die Ableitung ∂µ durch die eichkovariante Ableitung

Dµ = ∂µ + iqAµ bzw. D∗
µ = ∂µ − iqAµ

ersetzt wird.

Die lokal eichinvariante Lagrange-Dichte lautet dann

L = DµφD∗µφ∗ − m2φ∗φ − 1
16π

FµνFµν .

Aus der Forderung der lokalen Eichinvarianz folgt die Existenz des elektro-
magnetischen Feldes.
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Zusammenfassung

• Die Dynamik eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen Feld läßt
sich mit Hilfe einer Lagrange- bzw. einer Hamilton-Funktion beschreiben.

• Man kann den Lagrange-Formalismus (mit einigen wenigen Freiheitsgra-
den) auf kontinuierliche Systeme (mit unendlich vielen Freiheitsgraden)
verallgemeinern, indem die Lagrange-Funktion durch eine Lagrange-
Dichte ersetzt wird. Mit ihrer Hilfe gelangt man zu Lagrange-
Gleichungen, die analog zur Punktmechanik die Dynamik kontinuierli-
cher Systeme beschreiben. Im Falle der Elektrodynamik erhält man aus
ihnen wieder die Maxwellschen Gleichungen.

• Die Invarianz der Wirkung unter Transformationen des Raum-Zeit-
Vierervektors und der Felder führt auf Erhaltungssätze. Dies ist das
Noether-Theorem. Es gilt auch für interne Symmetrien.

• Die Forderung nach Invarianz einer Lagrange-Theorie unter lokalen Eich-
transformationen führt auf die Existenz von Eichfeldern.

Anwendungen

35. Lagrange-Gleichungen. Man berechne die Lagrangeschen Bewegungs-
gleichungen, die sich aus der Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes
sowie aus der Lagrange-Dichte eines reellen skalaren Teilchens ergeben.

Lösung. Die Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes ist

L = − 1
16π

FαβFαβ − 1
c
Aαjα

= − 1
16π

gαγgβρ(∂γAρ − ∂ρAγ)(∂αAβ − ∂βAα) − 1
c
Aαjα .

Daraus berechnen wir
∂L
∂Aν

= −1
c
jν

und
∂L

∂(∂µAν)
= − 1

16π
gαγgβρ

[
(δγ

µδρ
ν − δρ

µδγ
ν )Fαβ + (δα

µδβ
ν − δβ

µδα
ν )F γρ

]
= − 1

16π
(Fµν − Fνµ + Fµν − Fνµ) = − 1

4π
Fµν .

Somit folgt

∂µFµν =
4π

c
jν .

Die Lagrange-Dichte des reellen skalaren Feldes ist
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L = (∂αφ)(∂αφ) − m2φ2 = gαβ(∂αφ)(∂βφ) − m2φ2 .

Damit berechnen wir
∂L
∂φ

= −2m2φ

und
∂L

∂(∂µφ)
= gαβ(δµ

α∂βφ + δµ
β∂αφ) = 2∂µφ .

Es folgt

(∂µ∂µ + m2)φ = 0 .
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Die Quantenmechanik handelt von der Beschreibung mikroskopischer Phäno-
mene auf atomarer Längenskala (∼ 10−10 m). Sie wurde durch Max Planck,
Niels Bohr, Erwin Schrödinger, Werner Heisenberg und andere Physiker in
den zwanziger Jahren des 20. Jahrhunderts entwickelt, als man erkannte,
daß sich die Naturprinzipien des Mikrokosmos fundamental von denen der
makroskopischen Welt unterscheiden. Zwei wesentliche Merkmale im Bereich
mikroskopischer Naturerscheinungen sind zum einen, daß es dort keine strikte
Zweiteilung zwischen wellenartigen und korpuskularen Phänomenen gibt. Je
nach experimenteller Anordnung lassen sich Teilchen wie etwa das Elektron
als Korpuskel oder als Welle interpretieren. Zum anderen können gewisse
dynamische Größen, z.B. die Energie oder der Drehimpuls eines gebundenen
Systems, nicht jeden beliebigen Wert annehmen sondern sind gequantelt, d.h.
auf bestimmte diskrete Vielfache einer Konstanten festgelegt. Durch Abkehr
von klassischen physikalischen Vorstellungen des ausgehenden 19. Jahrhun-
derts und Einführen eines neuen mathematischen Konzeptes ist die Quan-
tentheorie in der Lage, diesen Aspekten der Mikrowelt Rechnung zu tra-
gen und quantitative Vorhersagen zu machen, die im Experiment bestätigt
werden. Da sie eine nichtrelativistische Theorie ist – sie wurde erst in den
dreißiger Jahren durch Paul Dirac zur relativistischen Quantentheorie erwei-
tert – beschränkt sich ihr Gültigkeitsbereich auf kleine Geschwindigkeiten
im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit bzw. auf kleine Bindungsenergien im
Vergleich zu den Konstituentenmassen gebundener Systeme. Trotzdem bil-
det sie auch heute noch die physikalisch-mathematische Grundlage für die
Entwicklung der Atom- und Elementarteilchenphysik bis hin zu modernen
Quantenfeldtheorien, welche die Wechselwirkung elementarer Teilchen durch
virtuelle Austauschprozesse von Feldquanten beschreiben.

Im Gegensatz zu allen klassischen korpuskularen Theorien ist die Quan-
tenmechanik eine probabilistische Theorie, die lediglich Wahrscheinlichkeits-
aussagen über physikalische Systeme macht. Jeder Zustand wird durch einen
abstrakten Vektor im Hilbert-Raum repräsentiert, der die Wahrscheinlich-
keitsamplituden für alle möglichen Zustandskonfigurationen enthält. Die zeit-
liche Entwicklung dieses Vektors ist allerdings streng deterministisch und
folgt einer partiellen Differentialgleichung, der sog. Schrödinger-Gleichung.
Sie stellt die Grundgleichung der Quantenmechanik dar. Die Quantisierung
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der Theorie kommt im wesentlichen dadurch zustande, daß den klassischen
dynamischen Größen wie Energie, Impuls etc. Operatoren zugeordnet werden.
Eine zentrale Folge des probabilistischen Konzeptes ist, daß sich die quanten-
mechanische Beschreibung von Messungen grundlegend von der klassischen
unterscheidet und mit dem Eigenwertproblem hermitescher Operatoren eng
verknüpft ist.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels führen wir den von Paul Dirac ent-
wickelten mathematischen Formalismus ein, der im wesentlichen aus Gebieten
der linearen Algebra mit einer neuartigen Notation besteht. Wir besprechen
insbesondere die Darstellung quantenmechanischer Zustände durch Bra- und
Ketvektoren sowie das Eigenwertproblem linearer Operatoren.

Abschnitt 3.2 beschäftigt sich mit den physikalischen Grundlagen der
Quantentheorie. Es werden die quantenmechanischen Postulate vorgestellt
und in einem allgemeinen Rahmen diskutiert. Dabei werden wir sehen, daß
sich die Quantentheorie in unendlich vielen äquivalenten Bildern abstrakt
beschreiben läßt, die über unitäre Transformationen miteinander verbunden
sind. Wählt man innerhalb eines Bildes eine spezielle Basis, dann liefert dies
eine konkrete Darstellung der Theorie. Innerhalb eines Bildes gelangt man
von einer Darstellung zur anderen ebenfalls mittels unitärer Transformatio-
nen.

Als erste konkrete Anwendungsbeispiele betrachten wir in Abschn. 3.3
eindimensionale Systeme, für die man die Schrödinger-Gleichung exakt lösen
kann und anhand derer sich einige typische Quanteneffekte studieren lassen.
Wir begegnen auch hier dem aus der Elektrodynamik bekannten Effekt des
Zerfließen eines Wellenpaketes, der hier allerdings anders zu interpretieren
ist.

In Abschn. 3.4 diskutieren wir den Drehimpulsoperator, der in der dreidi-
mensionalen Quantenmechanik eine überaus wichtige Rolle spielt. Er ist ganz
allgemein über bestimmte Kommutatorrelationen definiert; insofern stellt
das quantenmechanische Pendant zum klassischen Drehimpuls lediglich einen
Spezialfall dar. Ein weiterer Drehimpuls ist der Spin, den man sich als eine
Art Eigenrotation von Teilchen vorstellen kann. Ein wichtiger Punkt für nach-
folgende Erörterungen ist die Addition bzw. Kopplung quantenmechanischer
Drehimpulse.

Der Abschn. 3.5 ist dreidimensionalen Quantensystemen mit zentraler
Symmetrie gewidmet. Bei solchen Systemen läßt sich der Winkelanteil der
Schrödinger-Gleichung vollständig separieren und führt auf Eigenlösungen
des Drehimpulsoperators. Es verbleibt eine radiale Schrödinger-Gleichung,
welche für einige Systeme, u.a. für das naive Wasserstoffatom, gelöst wird.

Abschnitt 3.6 beschäftigt sich mit quantenmechanischen Implikationen
elektromagnetischer Wechselwirkungen. Wir zeigen, wie man aus den Ge-
setzen der Elektrodynamik die quantenmechanische Beschreibung der Elek-
tronbewegung in einem äußeren elektromagnetischen Feld erhält. Weitet man
das elektrodynamische Eichprinzip auf die Quantenmechanik aus, dann erge-
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ben sich interessante physikalische Konsequenzen, die sich in der Tat expe-
rimentell beobachten lassen. Wir besprechen desweiteren das Stern-Gerlach-
Experiment und liefern somit die physikalische Begründung des o.g. Spinfrei-
heitsgrades.

Da sich die meisten Quantensysteme analytisch nicht exakt lösen lassen,
muß man auf bestimmte Näherungsverfahren zurückgreifen. Im Falle stati-
scher gebundener Systeme bietet sich die zeitunabhängige Störungstheorie
an, die wir in Abschn. 3.7 besprechen. Sie liefert insbesondere den adäqua-
ten Rahmen zu einer realistischeren Beschreibung des Wasserstoffatoms, in
der die Kopplung zwischen Bahndrehimpuls und Spin des Elektrons (Fein-
strukturaufspaltung) sowie die Kopplung zwischen Elektron- und Kernspin
(Hyperfeinstrukturaufspaltung) berücksichtigt ist.

Abschnitt 3.8 handelt von atomaren Übergängen. Sie sind eine Folge
der Wechselwirkung zwischen Atomen und elektromagnetischer Strahlung
(Strahlungsemission bzw. -absorption), bei der die Hüllenelektronen ihren
Quantenzustand wechseln. Da auch diese Probleme i.a. nicht exakt lösbar
und überdies zeitabhängig sind, verwendet man hierbei die zeitabhängige
Störungstheorie. Mit Hilfe dieser Methode berechnen wir die Matrixelemente
(Übergangsraten) für verschiedene atomare Übergänge in der Dipolnäherung.

Im Gegensatz zur klassischen Mechanik, in der selbst identische Teilchen
anhand ihrer verschiedenen Trajektorien im Prinzip immer unterschieden
werden können, gibt es in der Quantenmechanik neben unterscheidbaren
Teilchen auch identische Teilchen. Die hieraus folgenden Implikationen für
quantenmechanische Viel-Teilchensysteme sind Gegenstand des Abschn. 3.9.

Der letzte Abschnitt beschäftigt sich mit der Streuung von Teilchen. Die
Idee hierbei ist, den Streuvorgang durch eine asymptotische Wellenfunktion
zu beschreiben, die in einen einfallenden und einen gestreuten Anteil aufge-
teilt wird. Aus der Amplitude des gestreuten Teils läßt sich dann der diffe-
rentielle Wirkungsquerschnitt des Streuprozesses leicht berechnen.

3.1 Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik

In diesem Abschnitt werden einige mathematische Grundkonzepte der Quan-
tenmechanik vorgestellt. Es sind dies im wesentlichen Elemente aus der Li-
nearen Algebra, die dem Leser bereits vertraut sein sollten. Dieser Abschnitt
wiederholt daher nur das Wesentliche und führt dabei zugleich die von Dirac
eingeführte Schreibweise der Bras und Kets ein. Neben dem zentralen Begriff
des Hilbert-Raumes diskutieren wir insbesondere lineare Operatoren und ihre
Eigenwertprobleme. Es schließen sich Betrachtungen über die Beschreibung
von Vektoren und Operatoren in bestimmten Darstellungen (Basissystemen)
an.
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3.1.1 Hilbert-Raum

Im allgemeinen wird jedem quantenmechanischen Zustand eine bestimmte
Art von Vektor zugeordnet, der nach der Diracschen Notation Ketvektor oder
Ket genannt und durch das Symbol | ·〉 gekennzeichnet wird. Um verschiedene
Kets voneinander zu unterscheiden, setzt man in dieses Symbol ein oder meh-
rere Indizes ein, die diskrete oder kontinuierliche Werte annehmen können.
Die Gesamtheit der Kets bilden einen Vektorraum, den sog. Hilbert-Raum.
Er erlaubt es, die Quantenmechanik auf allgemeine, von bestimmten Darstel-
lungen unabhängige Weise zu formulieren.

Definition: Hilbert-Raum H
Der Hilbert-Raum H ist ein linearer Vektorraum über dem Körper der kom-
plexen Zahlen mit einem hermiteschen Skalarprodukt. Auf dem Hilbert-
Raum sind zwei Verknüpfungen definiert:

• Mit |v〉 ∈ H und λ ∈ C ist auch λ |v〉 ein Element des Hilbert-Raumes.

• Aus |v〉 , |u〉 ∈ H folgt |v〉 + |u〉 ∈ H (Superpositionsprinzip).

Metrik des Hilbert-Raumes
Das Skalarprodukt des Kets |u〉 mit dem Ket |v〉 ist die i.a. komplexe Zahl
〈v||u〉 = 〈v|u〉. Es besitzt folgende Eigenschaften:

• Das Skalarprodukt von |v〉 mit |u〉 ist komplex konjugiert zum Skalar-
produkt von |u〉 mit |v〉 :

〈v|u〉 = 〈u| v〉∗
. (3.1)

• Jeder Vektor hat ein reelles, positives Normquadrat:

〈u| u〉 ≥ 0 (= 0 genau dann, wenn |u〉 = 0) .

• Das Skalarprodukt 〈v|u〉 ist linear in |u〉 und antilinear in |v〉 :

〈v| (λ1 |u1〉 + λ2 |u2〉 ) = λ1 〈v|u1〉 + λ2 〈v|u2〉
(〈v1| λ1 + 〈v2| λ2) |u〉 = λ∗

1 〈v1|u〉 + λ∗
2 〈v2|u〉 , λ1,2 ∈ C .

Hieraus folgt die Schwarzsche Ungleichung

| 〈v|u〉 |2 ≤ 〈v| v〉 〈u| u〉 .

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn |v〉 und |u〉 proportional
zueinander sind, d.h. |v〉 = λ |u〉 .

In der Quantenmechanik hat man es je nach physikalischer Fragestellung mit
endlich- oder unendlichdimensionalen Hilbert-Räumen zu tun. Wir setzen im
weiteren Verlauf stets voraus, daß die betrachten Räume bezüglich der durch
das Skalarprodukt gegebenen Norm | 〈u| u〉 | vollständig sind, ohne dies je-
desmal explizit zu zeigen.
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Dualer Raum. Aus der linearen Algebra ist bekannt, daß man jedem Vek-
torraum einen dualen Vektorraum zuordnen kann. Seine Elemente sind alle
linearen Funktionen χ(|u〉 ) der Kets |u〉 und besitzen die für Vektoren cha-
rakteristische Superpositionseigenschaft. Sie werden Bravektoren oder einfach
Bras genannt und durch das Symbol 〈 ·| dargestellt. Das Skalarprodukt zwei-
er Ketvektoren |v〉 und |u〉 läßt sich demnach interpretieren als der Wert der
linearen Funktion v, angewandt auf den Ket |u〉 :

〈v|u〉 = v(|u〉 ) .

Zwischen den Elementen des Ket- und des Bra-Raums existiert eine eindeu-
tige antilineare Zuordnung, die sog. Konjugation:

|u〉 =
∑

i

λi | i〉 ←→ 〈u| =
∑

i

〈 i| λ∗
i . (3.2)

Für das physikalische Verständnis der folgenden Abschnitte ist es ausrei-
chend, das Skalarprodukt als Abbildung zweier Vektoren des Hilbert-Raumes
zu betrachten: 〈 ·| ·〉 : H × H → C .

Definition: Orthonormalbasis, Projektionsoperator

• Zwei Vektoren |n〉 , |m〉 heißen orthonormal, falls 〈n| m〉 = δnm.

• Eine minimale Menge von orthonormalen Vektoren {|n〉 , n = 1, 2, . . .}
heißt Orthonormalbasis von einem Teilraum von H, wenn sich jeder Vek-
tor |u〉 dieses Raumes als Linearkombination in der Weise

|u〉 =
∑

n

|n〉 cn , cn = 〈n| u〉

=
∑

n

|n〉 〈n| u〉

= P{n} |u〉 , P{n} =
∑

n

|n〉 〈n| = 1

darstellen läßt. Entsprechendes gilt für Bravektoren:

〈v| =
∑

n

〈v|n〉 〈n| = 〈v| P{n} .

P{n} definiert den Einsoperator. Er besteht aus der Summe der Projektions-
operatoren Pn = |n〉 〈n| , die jeweils auf den Basisvektor |n〉 projizieren.

Für das Skalarprodukt zweier Vektoren |v〉 , |u〉 läßt sich mit Hilfe des Eins-
operators schreiben:

〈v|u〉 = 〈v| P{n}P{n} |u〉 =
∑
n,m

〈v|n〉 〈n| m〉 〈m|u〉

=
∑

n

〈v|n〉 〈n| u〉 .
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Hieraus folgt die Vollständigkeitsrelation

〈u| u〉 =
∑

n

| 〈n| u〉 |2 .

Mit Hilfe dieser Beziehung kann man explizit prüfen, ob eine Menge von
orthonormalen Vektoren eine Basis darstellt.

Uneigentliche Hilbert-Vektoren. Wie wir später sehen werden, ist es
notwendig, auch Vektoren einzubeziehen, die keine endliche Norm besitzen
und von mindestens einem kontinuierlichen Index abhängen. Solche uneigent-
lichen Hilbert-Vektoren gehören in voller Strenge nicht zu H. Aber Linear-
kombinationen der Art

|ω〉 =

ν2∫
ν1

λ(ν) |ν〉 dν

gehören dazu und erfüllen alle Eigenschaften von Hilbert-Vektoren. Für unei-
gentliche Hilbert-Vektoren sind obige Begriffe und Beziehungen in folgender
Weise zu ergänzen:

Definition: Orthonormalbasis, Projektionsoperator
(im kontinuierlichen Fall)

• Zwei uneigentliche Hilbert-Vektoren |µ〉 , |ν〉 heißen orthonormal, falls
〈µ| ν〉 = δ(µ − ν).

• Eine minimale Menge von orthonormalen uneigentlichen Hilbert-
Vektoren {|ν〉 , ν ∈ R} heißt Orthonormalbasis von einem Teilraum von
H, wenn sich jeder eigentliche Vektor |u〉 dieses Teilraums als Integral
über ν in der Weise

|u〉 =
∫

dν |ν〉 λ(ν) , λ(ν) = 〈ν|u〉

=
∫

dν |ν〉 〈ν|u〉

= P{ν} |u〉 , P{ν} =
∫

dν |ν〉 〈ν| = 1

darstellen läßt.

Mit diesen Definitionen ergibt sich in völliger Analogie zum endlichen, dis-
kreten Fall für das Skalarprodukt 〈v|u〉

〈v|u〉 = 〈v| P{ν}P{ν} |u〉
=

∫
dν

∫
dν′ 〈v| ν〉 〈ν| ν′〉 〈ν′|u〉

=
∫

dν

∫
dν′ 〈v| ν〉 δ(ν − ν′) 〈ν| ν′〉 〈ν′|u〉
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=
∫

dν 〈v| ν〉 〈ν|u〉 .

Die Vollständigkeitsrelation lautet hier

〈u| u〉 =
∫

dν| 〈ν|u〉 |2 .

Kombinierte Systeme. Im Zusammenhang mit N -Teilchensystemen wer-
den wir die Kombination von Teilchen aus verschiedenen Vektorräumen
benötigen. Dazu definieren wir:

Definition: Tensorprodukt zweier Vektorräume:

Seien ε1 und ε2 zwei Vektorräume und
∣∣u(1)

〉 ∈ ε1,
∣∣u(2)

〉 ∈ ε2. Dann
spannen die Kets

∣∣u(1)
〉 ⊗ ∣∣u(2)

〉
=

∣∣u(1); u(2)
〉

den Tensorraum ε1 ⊗ε2 auf,
der per definitionem folgende Eigenschaften besitzt:

• dim(ε1 ⊗ ε2) = dim(ε1) · dim(ε2) (sofern ε1 und ε2 endlichdimensional).

• Kommutativität:
∣∣u(1); u(2)

〉
=

∣∣u(2); u(1)
〉

.

• Distributivität bzgl. der Addition:∣∣∣u(1)
〉

= λ
∣∣∣v(1)

〉
+ µ

∣∣∣w(1)
〉

=⇒
∣∣∣u(1); u(2)

〉
= λ

∣∣∣v(1); u(2)
〉

+ µ
∣∣∣w(1); u(2)

〉
und ∣∣∣u(2)

〉
= λ

∣∣∣v(2)
〉

+ µ
∣∣∣w(2)

〉
=⇒

∣∣∣u(1); u(2)
〉

= λ
∣∣∣u(1); v(2)

〉
+ µ

∣∣∣u(1); w(2)
〉

.

Seien A(1) und A(2) Operatoren (siehe nächster Unterabschnitt) auf den
Vektorräumen ε1 bzw. ε2. Dann gilt

A(1)
∣∣u(1)

〉
=

∣∣v(1)
〉

=⇒ A(1)
∣∣u(1); u(2)

〉
=

∣∣v(1); u(2)
〉

A(2)
∣∣u(2)

〉
=

∣∣v(2)
〉

=⇒ A(2)
∣∣u(1); u(2)

〉
=

∣∣u(1); v(2)
〉

.

Hieraus folgt für den Kommutator (siehe Seite 245)

[A(1),A(2)] = A(1)A(2) − A(2)A(1) = 0 ,

d.h. die Operatoren auf ε1 kommutieren mit denen auf ε2. Entsprechendes
gilt für den dualen Tensorraum.
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3.1.2 Lineare Operatoren1

Lineare Operatoren spielen in der Quantenmechanik eine zentrale Rolle, da
sie im engen Zusammenhang mit physikalischen Größen stehen. Zudem wer-
den Veränderungen an Zuständen, insbesondere solche, die durch Messungen
hervorgerufen werden, durch lineare Operationen dargestellt.

Definition: Linearer Operator A

Ein linearer Operator A ordnet jedem Ket (Bra) eines Teilraums des
Hilbert-Raumes H, dem Definitionsbereich, einen Ket (Bra) aus einem Teil-
raum von H, dem Wertebereich, zu:

A |u〉 = |v〉 , 〈u′| A = 〈v′| .

Er besitzt die Eigenschaften

A(λ1 |u1〉 + λ2 |u2〉 ) = λ1A |u1〉 + λ2A |u2〉
(〈u1| λ1 + 〈u′

2| λ2)A = (〈u′
1| A)λ1 + (〈u′

2| A)λ2 .

Zwei Operatoren sind identisch, wenn sie denselben Definitionsbereich be-
sitzen und für jeden Zustand auf denselben Zustand des Wertebereiches
abbilden.

Demnach ist u(A |v〉 ) eine lineare Funktion von |v〉 , da u und A linear sind.
Daraus folgt

u(A |v〉 ) = (〈u| A) |v〉 = 〈u| A |v 〉 .

Die Reihenfolge der Wirkung von u und A auf |v〉 spielt somit keine Rolle,
und man kann etwaige Klammern weglassen. Die wichtigsten algebraischen
Operationen mit linearen Operatoren sind:

• Multiplikation mit einer Konstante c:

(cA) |u〉 = c(A |u〉 ) , 〈u′| (cA) = (〈u′| A)c .

• Operatorsumme S = A + B:

S |u〉 = A |u〉 + B |u〉 , 〈u′| S = 〈u′| A + 〈u′| B .

• Operatorprodukt P = AB:

P |u〉 = A(B |u〉 ) , 〈u′| P = (〈u′| A)B .

Hierbei muß der Definitionsbereich von A natürlich den Wertebereich von
B umfassen.

1 Zur Verdeutlichung und um Verwechslungen mit klassischen Größen zu vermei-
den, werden quantenmechanische Operatoren durchweg fett und mit Großbuch-
staben dargestellt. Dies gilt sowohl für Vektoroperatoren (etwa den Drehimpuls
L) als auch für skalare Operatoren (z.B. die einzelnen Komponenten des Dreh-
impulses, Lx, Ly, Lz).
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Kommutator. Im Gegensatz zur Summe ist das Produkt zweier linearer
Operatoren A und B i.a. nicht kommutativ, d.h. der Kommutator

[A, B] = AB − BA

ist i.a. von Null verschieden. Einige nützliche Rechenregeln, die sich aus der
Definition des Kommutators ergeben, sind

[A, B] = −[B,A]
[A, B + C] = [A, B] + [A, C]

[A, BC] = [A, B]C + B[A, C]
0 = [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A, B]]

[A, Bn] =
n−1∑
s=0

Bs[A, B]Bn−s−1 .

Hermitesche und unitäre Operatoren. Aus der eindeutigen Zuordnung
(3.2) zwischen Bra- und Ketvektoren läßt sich eine analoge Beziehung zwi-
schen linearen Operatoren des Hilbert-Raumes und des zu ihm dualen Rau-
mes finden, die sog. Adjunktion:

|v〉 = A |u〉 ←→ 〈v| = 〈u| A† .

Diese Zuordnung definiert den zu A hermitesch konjugierten oder adjungier-
ten Operator A†. Aus der Definition des Skalarproduktes (3.1) ergibt sich die
Konjugationsbeziehung

〈u| A |v 〉 =
〈
v|A† |u〉∗

,

woraus sofort folgt:

(A†)† = A , (cA)† = c∗A† , c ∈ C ,

(A + B)† = A† + B† , (AB)† = B†A† .

Die Bildung des Adjungierten bei Operatoren entspricht der Konjugation
zwischen Bra- und Ketvektoren und der Bildung des komplex Konjugierten
bei Zahlen.

Definition: Hermitescher, antihermitescher Operator

• Der lineare Operator H heißt hermitesch, wenn er gleich seinem Adjun-
gierten ist: H = H†.

• Der lineare Operator I ist antihermitesch, wenn er gleich dem Negativen
seines Adjungierten ist. I = −I†.

Hieraus ergeben sich folgende Eigenschaften:

• Jeder lineare Operator A kann eindeutig als Summe eines hermiteschen
und eines antihermiteschen Operators geschrieben werden:
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A = HA + IA , HA =
A + A†

2
, IA =

A − A†

2
.

• Jede Linearkombination hermitescher Operatoren mit reellen Koeffizienten
ist hermitesch.

Eine weitere wichtige Klasse von Operatoren liefert die

Definition: Unitärer Operator

Ein Operator U ist unitär, wenn er zu seinem Adjungierten invers ist:

UU † = U †U = 1 .

Es folgt unmittelbar:

• Das Produkt zweier unitärer Operatoren ist ein unitärer Operator.

• Unitäre Operatoren lassen das Skalarprodukt zweier Vektoren, auf die sie
wirken, invariant.

• Beschreibt U die infinitesimale unitäre Transformation

U = 1 + iεF , |ε| 	 1 ,

dann gilt

UU † = 1 = (1 + iεF )(1 − iεF †) =⇒ F = F † ,

d.h. der Operator F ist hermitesch.

• Ebenso folgt: Ist F hermitesch, dann ist eiF unitär.

3.1.3 Eigenwertproblem

Viele Probleme der Quantenmechanik lassen sich als Eigenwertprobleme for-
mulieren.

Definition: Eigenvektoren, Eigenwerte

Sei A ein linearer Operator. Die i.a. komplexe Zahl a heißt Eigenwert von
A und der Ket |u〉 Eigenket oder Eigenzustand zu a, wenn

A |u〉 = a |u〉 .

Entsprechend ist 〈u′| Eigenbra zum Eigenwert a′, falls

〈u′| A = 〈u′| a′ .

Hieraus ergibt sich:

• Ist |u〉 Eigenket von A, dann ist jedes Vielfache c |u〉 dieses Vektors Ei-
genket von A zum selben Eigenwert.
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• Existieren mehrere linear unabhängige Eigenkets zum selben Eigenwert a,
so ist jede Linearkombination dieser Kets Eigenwert von A zu diesem Ei-
genwert. Das heißt die Menge der Eigenkets von A zu einem bestimmten
Eigenwert a bildet einen Vektorraum, nämlich den Unterraum zum Eigen-
wert a. Der Entartungsgrad des Eigenwertes a ist durch die Dimension des
Unterraumes von a gegeben.

• Jeder Eigenvektor von A zum Eigenwert a ist auch Eigenvektor von f(A)
zum Eigenwert f(a): A |u〉 = a |u〉 =⇒ f(A) |u〉 = f(a) |u〉 .

Dieselben Aussagen gelten auch für die Eigenbras von A. Die Gesamtheit der
Eigenwerte eines Operators heißt Eigenwertspektrum.

Dem Eigenwertproblem hermitescher Operatoren kommt besondere Be-
deutung zu, da wir physikalische Meßgrößen in der Quantenmechanik grund-
sätzlich mit hermiteschen Operatoren identifizieren können.

Satz 3.1: Eigenwertproblem hermitescher Operatoren

Ist A hermitesch auf dem Hilbert-Raum H, so gilt:

1. Das Ket- und Bra-Eigenwertspektrum ist identisch.

2. Alle Eigenwerte sind reell.

3. Jeder, zum Eigenket von A konjugierte Bravektor ist Eigenbra zum sel-
ben Eigenwert und umgekehrt. Mit anderen Worten, der Unterraum der
Eigenbras zu einem bestimmten Eigenwert ist der Dualraum zum Unter-
raum der Eigenkets zum selben Eigenwert.

4. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.

Beweis.
Zu 2. Ist

A = A† und A |u〉 = a |u〉 ,

dann folgt

〈u| A |u 〉 = 〈u| A |u 〉∗ = a 〈u| u〉 .

Da 〈u| u〉 reell ist, ist es auch a. Analog wird der Beweis für die Eigenwerte
der Bravektoren geführt.
Zu 1., 3. Da jeder Eigenwert reell ist, folgt aus A |u〉 = a |u〉 notwendiger-
weise 〈u| A = 〈u| a. Damit ergeben sich die Behauptungen.
Zu 4. Sei

A |u〉 = a |u〉 , A |v〉 = b |v〉 , a �= b ,

dann ergibt skalare Multiplikation der ersten Gleichung mit 〈v| und der zwei-
ten Gleichung mit |u〉 sowie anschließender Subtraktion beider Gleichungen

(a − b) 〈v|u〉 = 0 =⇒ 〈v|u〉 = 0 .
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Kontinuierliches Spektrum. Bisher wurde vorausgesetzt, daß die Eigen-
vektoren zum Hilbert-Raum gehören, bzw. daß das Eigenwertspektrum dis-
kret ist. Im allgemeinen Fall besitzt das Spektrum jedoch neben einem dis-
kreten auch einen kontinuierlichen Teil, dessen Eigenvektoren keine endliche
Norm besitzen und folglich nicht zum Hilbert-Raum gehören. Durch die Nor-
mierung solcher uneigentlichen Hilbert-Vektoren auf die δ-Funktion können
sie jedoch ohne Probleme in das Eigenwertproblem einbezogen werden. Alle
Aussagen des letzten Satzes bleiben auch hierfür gültig.

Observable und Vollständigkeit. Betrachten wir als Beispiel das folgen-
de, sehr allgemein gehaltene Eigenwertspektrum eines hermiteschen Opera-
tors A:

A |nr〉 = an |nr〉 , A |ν, ρ, r〉 = a(ν, ρ) |ν, ρ, r〉 ,
n, r ∈
ν, ρ ∈ R
an, a(ν, ρ) ∈ R .

Es besteht aus einem diskreten Anteil {an} und einem kontinuierlichen Anteil
{a(ν, ρ)}. Die Eigenkets zum Eigenwert an sind |nr〉 , während die Eigenkets
zum Eigenwert a(ν, ρ) durch |ν, ρ, r〉 gegeben sind. Die jeweilige Entartung ist
durch den Laufindex r gegeben. Die Eigenvektoren lassen sich so normieren,
daß folgende Orthonormalitätsrelationen erfüllt sind:

〈n, r|n′, r′〉 = δnn′δrr′

〈n, r| ν′, ρ′, r′〉 = 0
〈ν, ρ, r| ν′, ρ′, r′〉 = δ(ν − ν′)δ(ρ − ρ′)δrr′ .

Spannen diese Vektoren den gesamten Raum auf, d.h. kann jeder Vektor
mit endlicher Norm nach diesen Vektoren entwickelt werden (als Reihe oder
Integral), so sagt man, daß sie ein vollständiges System bilden und daß der
hermitesche Operator eine Observable ist. Daß dies der Fall ist, läßt sich
oftmals nur für hermitesche Operatoren mit diskretem Spektrum relativ leicht
zeigen. Der Beweis für Operatoren mit gemischtem oder rein kontinuierlichem
Spektrum ist dagegen i.a. recht aufwendig und kompliziert. Wir setzen im
weiteren Verlauf die Vollständigkeit des Eigenketsystems eines hermiteschen
Operators im diskreten und kontinuierlichen Fall stets voraus. Der zu obigem
Basissystem gehörende Einsoperator ist

P = P{n,r} + P{ν,ρ,r}

=
∑
n,r

|nr〉 〈nr| +
∑

r

∫
dν

∫
dρ |ν, ρ, r〉 〈ν, ρ, r| ,

und die Entwicklung eines Kets |u〉 lautet

|u〉 = P |u〉
=

∑
n,r

|nr〉 〈nr|u〉 +
∑

r

∫
dν

∫
dρ |ν, ρ, r〉 〈ν, ρ, r|u〉 .
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Für das vorliegende Basissystem lautet die Vollständigkeitsrelation

〈u| u〉 =
∑
n,r

| 〈nr|u〉 |2 +
∑

r

∫
dν

∫
dρ| 〈ν, ρ, r|u〉 |2 .

Im folgenden Abschnitt werden wir Observable mit physikalischen Messungen
identifizieren. Der folgende Satz ist deshalb besonders wichtig:

Satz 3.2: Kommutierende Observable

Zwei Observable A und B sind genau dann miteinander vertauschbar, wenn
sie mindestens ein gemeinsames Orthonormalsystem besitzen.

Beweis. Es sei {|n〉} ein vollständiges Orthonormalsystem von A mit
A |n〉 = an |n〉 . Dann gilt

A = P{n}AP{n} =
∑
n,n′

|n〉 〈n| A |n′ 〉 〈n′| =
∑

n

|n〉 an 〈n|

B = P{n}BP{n} =
∑
n,n′

|n〉 〈n| B |n′ 〉 〈n′| .

Es folgt

AB =
∑

n,n′,n′′
|n〉 an 〈n| n′〉 〈n′|B |n′′ 〉 〈n′′|

=
∑
n,n′

|n〉 an 〈n| B |n′ 〉 〈n′|

BA =
∑

n,n′,n′′
|n〉 〈n| B |n′ 〉 〈n′|n′′〉 an′′ 〈n′′|

=
∑
n,n′

|n〉 〈n| B |n′ 〉 an′ 〈n′| .

Aus [A, B]=0 ergibt sich

〈n| B |n′ 〉 (an − an′) = 0 .

Liegt keine Entartung vor (an �= an′ für n �= n′) dann gilt

〈n| B |n′ 〉 = 0 für n �= n′ , (3.3)

d.h. jeder Eigenvektor von A ist auch Eigenvektor von B. Falls aber Eigen-
werte an entartet sind, kann man die Freiheit in der Wahl der Basisvektoren
so ausnutzen, daß (3.3) erfüllt ist. Damit ist die Vorwärtsrichtung bewiesen.
Sind andererseits die |n〉 auch Eigenvektoren von B, so gilt

B |n〉 = bn |n〉 =⇒ 〈n| B |n′ 〉 = bnδnn′ =⇒ [A, B] = 0 .
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3.1.4 Darstellung von Vektoren und linearen Operatoren

Betrachten wir ein beliebiges vollständiges, diskretes und nichtentartetes Ei-
genwertspektrum {|n〉} eines hermiteschen Operators Q:

Q |n〉 = qn |n〉 , 〈m|n〉 = δmn , PQ =
∑

n

|n〉 〈n| = 1 .

Dann folgt für die Entwicklung beliebiger Kets, Bras und Operatoren des
Hilbert-Raumes nach den Eigenkets {|n〉}

|u〉 = PQ |u〉 =
∑

n

|n〉 〈n| u〉

〈v| = 〈v| PQ =
∑

n

〈v|n〉 〈n| =
∑

n

〈n| v〉∗ 〈n|

A = PQAPQ =
∑
n,m

|n〉 〈n| A |m 〉 〈m| .

Die Projektionen 〈n| u〉, 〈v|n〉 auf die Basisvektoren sowie die 〈n| A |m 〉
lassen sich interpretieren als die Elemente von Koordinatenvektoren (|u〉 )Q,
(〈v| )Q bzw. Matrizen (A)Q, welche die abstrakten Größen |u〉 , 〈v| und A
in der Q-Darstellung beschreiben:

(|u〉 )Q =

⎛
⎜⎝ 〈1|u〉

〈2|u〉
...

⎞
⎟⎠ , (〈v| )Q = (〈v| 1〉 , 〈v| 2〉 , . . .)

(A)Q =

⎛
⎜⎝ 〈1|A |1 〉 〈1|A |2 〉 . . .

〈2|A |1 〉 〈2|A |2 〉 . . .
...

...
...

⎞
⎟⎠ .

Offensichtlich gilt:

• Die zur Ket-Spaltenmatrix (|u〉 )Q konjugierte Bra-Zeilenmatrix (〈u| )Q

ist die komplex konjugierte und transponierte Matrix der Ket-Matrix:
〈u| n〉 = 〈n| u〉∗.

• Die zur quadratischen Operatormatrix (A)Q adjungierte Matrix (A†)Q

ergibt sich ebenfalls durch komplexe Konjugation und Transposition der
Ausgangsmatrix:

(A†)
Q

mn =
〈
m|A† |n〉

= 〈n| A |m 〉∗ =
[
(A)Q

nm

]∗
.

Man überzeugt sich leicht davon, daß die algebraischen Operationen von Vek-
toren und Operatoren dieselben Operationen für die sie darstellenden Matri-
zen sind. Die Erweiterung für den kontinuierlichen Fall ist unproblematisch;
die Matrixelemente erhalten in diesem Fall kontinuierliche Indizes, und die
bei den Matrixoperationen auftretenden Summen sind durch Integrale zu
ersetzen.
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Man beachte, daß die Observable Q in der Q-Darstellung durch eine be-
sonders einfache Matrix, nämlich eine Diagonalmatrix dargestellt wird, bei
der alle Nicht-Diagonalelemente verschwinden. Das gleiche gilt für jede Funk-
tion f(Q) und nach Satz 3.2 auch für jede andere Observable, die mit Q
vertauscht (wobei u.U. bei Entartung von Eigenwerten die Freiheit der Wahl
eines geeigneten Basissystems auszunutzen ist).

Darstellungswechsel. Wir betrachten zwei Basissysteme, bestehend aus
den Eigenvektoren {|n〉 , n = 1, 2, . . .} der Observablen Q und {|χ〉 , χ ∈ R}
der Observablen Θ:

Q |n〉 = qn |n〉 , 〈n| m〉 = δnm , PQ =
∑

n

|n〉 〈n| = 1

Θ |χ〉 = θ(χ) |χ〉 , 〈χ|χ′〉 = δ(χ − χ′) , PΘ =
∫

dχ |χ〉 〈χ| = 1 .

Die Basisvektoren der einen Darstellung können nach der Basis der anderen
Darstellung entwickelt werden:

|n〉 = PΘ |n〉 =
∫

dχ |χ〉 〈χ|n〉 , |χ〉 = PQ |χ〉 =
∑

n

|n〉 〈n| χ〉 .

Die Entwicklungskoeffizienten 〈χ|n〉 und 〈n| χ〉 lassen sich als Elemente
einer Matrix S(χ, n) bzw. T (n, χ) interpretieren, die in unserem konkre-
ten Fall einen kontinuierlichen und einen diskreten Index besitzen. Wegen
〈χ|n〉 = 〈n| χ〉∗ folgt: T = S†. Weiter ist

〈χ|χ′〉 =
∑

n

〈χ|n〉 〈n| χ′〉 = δ(χ − χ′)

〈n| n′〉 =
∫

dχ 〈n| χ〉 〈χ|n′〉 = δnn′

=⇒ SS† = 1 , TT † = S†S = 1 .

Das heißt S ist unitär. Sei nun ein Ket |u〉 und ein Operator A in der Q-
Darstellung gegeben:

|u〉 =
∑

n

|n〉 〈n| u〉 , A =
∑
n,n′

|n〉 〈n| A |n′ 〉 〈n′| .

Dann folgt für die Θ-Darstellung

|u〉 =
∑

n

∫
dχ |χ〉 〈χ|n〉 〈n| u〉

⇐⇒ (|u〉 )Θ = S(|u〉 )Q und entsprechend (〈v| )Θ = (〈v| )QS†

sowie

A =
∑
n,n′

∫
dχ

∫
dχ′ |χ〉 〈χ|n〉 〈n| A |n′ 〉 〈n′|χ′〉 〈χ′|
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⇐⇒ (A)Θ = S(A)QS† .

Man gelangt also von den Matrizen der Q-Darstellung zu denen der Θ-
Darstellung durch eine unitäre Transformation S. Die Elemente dieser Matrix
haben folgende bemerkenswerte Eigenschaften:

• Als Funktion des Spaltenindex n betrachtet, sind die Elemente 〈χ|n〉 der
χ-ten Zeile die Komponenten des Zeilenvektors (〈χ| )Q, also des Eigenbras
〈χ| von Θ in der Q-Darstellung.

• Als Funktion des Zeilenindex χ betrachtet, sind die Elemente der n-ten
Spalte die Komponenten des Spaltenvektors (|n〉 )Θ, also des Eigenkets
|n〉 von Q in der Θ-Darstellung.

Die Lösung des Eigenwertproblems des Operators Θ in der Q-Darstellung
ist also mathematisch äquivalent zur Bestimmung der Transformation S, die
zur Diagonalisierung der Matrix (Θ)Q führt.

Zusammenfassung

• Eigentliche Ketvektoren sind Elemente des Hilbert-Raumes, eines
linearen Vektorraumes von höchstens abzählbar unendlicher Dimension.
Sie besitzen im Sinne der Hilbert-Metrik eine endliche Norm. Ihnen kon-
jugiert sind die eigentlichen Bravektoren, die zum dualen Hilbert-
Raum gehören.

• Uneigentliche Hilbert-Vektoren, die keine endliche Norm besitzen,
lassen sich auf die δ-Funktion normieren. Für sie gelten nach entsprechen-
der Ersetzung die gleichen Beziehungen wie für die eigentlichen Hilbert-
Vektoren.

• Der Begriff des Operators spielt in der Quantenmechanik eine funda-
mentale Rolle. Das größte Interesse gilt dabei hermiteschen Opera-
toren. Sie besitzen reelle Eigenwerte, wobei Eigenvektoren zu verschie-
denen Eigenwerten orthogonal zueinander sind. Ist die Eigenbasis eines
hermiteschen Operators vollständig – dies setzen wir stets voraus – dann
nennt man ihn Observable.

• Zwei Observable sind genau dann miteinander vertauschbar, wenn sie
mindestens ein gemeinsames Orthonormalsystem besitzen.

• Entwickelt man Kets und Operatoren nach einer gegebenen Basis des
Hilbert-Raumes, dann beschreiben die Entwicklungskoeffizienten diese
Größen in der durch die Basis definierten Darstellung.
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Anwendungen

36. Eigenschaften von Projektionsoperatoren. Ein endlichdimensio-
naler Teilraum des Hilbert-Raumes werde durch das Orthonormalsystem
|a1〉 , . . . , |an〉 aufgespannt. Es ist zu zeigen, daß der Operator

P{a} =
n∑

i=1

|ai〉 〈ai|

die typischen Eigenschaften eines Projektionsoperators besitzt:

a) P{a} ist linear,

b) P2
{a} = P{a},

c) P{a} ist hermitesch: P†
{a} = P{a}.

Wie lauten die Eigenwerte und -vektoren von P{a}?

Lösung.

Zu a) Es gilt

P{a}(λ1 |ψ1〉 + λ2 |ψ2〉 ) =
n∑

i=1

|ai〉 〈ai|λ1ψ1 + λ2ψ2〉

=
n∑

i=1

|ai〉 〈ai|λ1ψ1〉 +
n∑

i=1

|ai〉 〈ai|λ2ψ2〉

= λ1

n∑
i=1

|ai〉 〈ai|ψ1〉 + λ2

n∑
i=1

|ai〉 〈ai|ψ2〉

= λ1P{a} |ψ1〉 + λ2P{a} |ψ2〉 .

Das heißt P{a} ist linear.

Zu b)

P2
{a} =

n∑
i,j=1

|ai〉 〈ai| aj〉 〈aj | =
n∑

i,j=1

|ai〉 δij 〈aj | =
n∑

i=1

|ai〉 〈ai| = P{a}.

Zu c)〈
ψ1

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

|ai〉 〈ai|
∣∣∣∣∣ψ2

〉
=

n∑
i=1

〈ψ1| ai〉 〈ai|ψ2〉 =
n∑

i=1

〈ψ2| ai〉∗ 〈ai|ψ1〉∗

=

〈
ψ2

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

|ai〉 〈ai|
∣∣∣∣∣ψ1

〉∗

=⇒ P{a} = P†
{a} .

Offensichtlich gilt
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P{a} |aj〉 =
n∑

i=1

|ai〉 〈ai| aj〉 =
n∑

i=1

δij |ai〉 = |aj〉 .

Das heißt P{a} besitzt die Eigenvektoren |ai〉 mit den Eigenwerten Eins.

37. Kommutierende Operatoren. Man verifiziere, daß die folgenden her-
miteschen Operatoren vertauschen, und bestimme ein gemeinsames Eigenba-
sissystem:

Ω =

⎛
⎝ 1 0 1

0 0 0
1 0 1

⎞
⎠ , Λ =

⎛
⎝ 2 1 1

1 0 −1
1 −1 2

⎞
⎠ .

Darüber hinaus zeige man explizit, daß beide Matrizen in dieser Basisdar-
stellung diagonal sind.

Lösung. Es gilt

ΩΛ = ΛΩ =

⎛
⎝ 3 0 3

0 0 0
3 0 3

⎞
⎠ =⇒ [Ω,Λ] = 0 .

Zur Bestimmung der Eigenbasen sind die Eigenwertprobleme

Ωx = ωx , Λx = λx (3.4)

zu lösen. Für Ω ergibt sich∣∣∣∣∣∣
1 − ω 0 1

0 −ω 0
1 0 1 − ω

∣∣∣∣∣∣ = −ω2(ω − 2) = 0

=⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ω1 = 0 : e1 =
1√
3

⎛
⎝ 1

1
−1

⎞
⎠ , ω2 = 0 : e2 =

1√
3

⎛
⎝ 1

−1
−1

⎞
⎠

ω3 = 2 : e3 =
1√
2

⎛
⎝ 1

0
1

⎞
⎠

und für Λ∣∣∣∣∣∣
2 − λ 1 1

1 −λ −1
1 −1 2 − λ

∣∣∣∣∣∣ = −(λ − 2)(λ + 1)(λ − 3) = 0

=⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ1 = 2 : f1 =
1√
3

⎛
⎝ 1

1
−1

⎞
⎠ , λ2 = −1 : f2 =

1√
6

⎛
⎝ 1

−2
−1

⎞
⎠

λ3 = 3 : f3 =
1√
2

⎛
⎝ 1

0
1

⎞
⎠ .
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Als gemeinsames Basissystem {gi} von Ω und Λ bietet sich nun an:

g1 = e1 = f1 =
1√
3

⎛
⎝ 1

1
−1

⎞
⎠

g2 = f2 =
1

2
√

2
(−e1 + 3e2) =

1√
6

⎛
⎝ 1

−2
−1

⎞
⎠

g3 = e3 = f3 =
1√
2

⎛
⎝ 1

0
1

⎞
⎠ ,

wobei zu beachten ist, daß g2 eine Linearkombination von den zum selben
Eigenwert von Ω gehörenden Vektoren e1 und e2 ist. Geht man von den
Eigenwertgleichungen (3.4) in kanonischer Basis zu den entsprechenden For-
mulierungen in der g-Basis über, dann ist

Ω′x′ = ωx′ , Λ′x′ = Λx′ , mit A′ = RAR−1 , x′ = Rx ,

wobei die Transformationsmatrix R gegeben ist durch

R−1 =
1√
6

⎛
⎝

√
2 1

√
3√

2 −2 0
−√

2 −1
√

3

⎞
⎠ , R =

1√
6

⎛
⎝

√
2

√
2 −√

2
1 −2 −1√
3 0

√
3

⎞
⎠ .

Damit folgt schließlich für Ω′ und Λ′

Ω′ =

⎛
⎝ 0 0 0

0 0 0
0 0 2

⎞
⎠ , Λ′ =

⎛
⎝ 2 0 0

0 −1 0
0 0 3

⎞
⎠ .

3.2 Allgemeiner Aufbau der Quantentheorie

In diesem Abschnitt wird auf der Grundlage des im letzten Abschnitt erar-
beiteten mathematischen Formalismus der physikalische Rahmen der Quan-
tentheorie abgesteckt. Nach einer kurzen Motivation stellen wir die Postulate
der Quantentheorie axiomatisch vor, ohne die historische Entwicklung wei-
ter zu verfolgen. Hierbei spielt der Begriff der Messung eine zentrale Rolle.
Es schließen sich allgemeine Betrachtungen zur zeitlichen Entwicklung von
Quantensystemen (Schrödinger-Gleichung) sowie zu verschiedenen Bildern
und Darstellungen der Quantentheorie an.

3.2.1 Grenzen der klassischen Physik

Für die Entstehung der Quantenmechanik sind im wesentlichen zwei Eigen-
schaften der mikroskopischen Welt verantwortlich, die im krassen Wider-
spruch zur klassischen Sichtweise der Natur gegen Ende des 19. Jahrhunderts
stehen:
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• Die Quantelung physikalischer Größen wie z.B. Energie oder Impuls,

• der Welle-Teilchen-Dualismus.

Stellvertretend für die zahlreichen experimentellen Belege dieser zwei Phäno-
mene (Schwarzkörperstrahlung, Franck-Hertz-Versuch, Stern-Gerlach-Ver-
such, Zeeman-Effekt, Atomspektroskopie, Compton-Effekt etc.) werden im
folgenden zur Verdeutlichung zwei Experimente kurz beschrieben:

Photoelektrischer Effekt. Wird ein Alkali-Metall im Vakuum mit ul-
traviolettem Licht bestrahlt, so emittiert es Elektronen, falls die Frequenz
des Lichts oberhalb einer (materialabhängigen) Schwellenfrequenz liegt. Die
Stärke des so erzeugten elektrischen Stroms ist proportional zur Intensität
der vom Metall aufgenommenen Strahlung. Dagegen hängt die Energie der
Elektronen nicht von der Intensität der Strahlung ab, sondern, entgegen der
klassischen Theorie, nur von der Frequenz. Einstein fand für diesen Effekt ei-
ne Erklärung, indem er die Strahlung als eine Ansammlung von Lichtquanten
(Photonen) der Energie

E = hν bzw. E = h̄ω , ω = 2πν

betrachtete, wobei ν die Frequenz des Lichts und

h = 6.62 · 10−27 erg · s , h̄ =
h

2π

das Plancksche Wirkungsquantum ist. Durch die Absorption eines Licht-
quants durch ein Elektron erhält letzteres die Energie hν, die teilweise ver-
braucht wird, um das Elektron vom Metall abzulösen: Ablösearbeit W . Die
verbleibende Energie wird in kinetische Energie des Elektrons umgesetzt:

Ee =
1
2
mev

2 = hν − W .

Beugung von Materieteilchen. Beim Durchgang eines homogenen Elek-
tronenstrahls durch ein Kristall beobachtet man auf einem dahinter liegen-
den Schirm ein Bild aufeinander folgender Intensitätsmaxima und -minima,
völlig analog zu dem Bild bei der Beugung elektromagnetischer Wellen. Das
gleiche gilt für Kristallbeugungsexperimente mit monoenergetischen Strah-
len von Heliumatomen, Wasserstoffmolekülen, Neutronen etc. Entgegen klas-
sischer Vorstellungen weisen offensichtlich materielle Teilchen Züge auf, die
für Wellenvorgänge charakteristisch sind. Andererseits tritt der Korpusku-
larcharakter der Teilchen zum Vorschein, wenn man sie hinter dem Kristall
z.B. mit einem Detektor nachweist, denn sie werden immer ganzheitlich, nie
in Bruchstücken registriert. Dementsprechend ist das Interferenzmuster auf
dem Schirm bei genügend kleiner Bestrahlungsdauer diskontinuierlich und
resultiert in der Tat aus dem Auftreffen einzelner Teilchen auf den Schirm.

Man gelangt zu einer widerspruchsfreien Interpretation dieser und vie-
ler anderer Phänomene, indem man die strikte klassische Trennung zwi-
schen korpuskularen und wellenartigen Phänomenen aufgibt und postuliert,
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daß jedes Teilchen durch eine Wellenfunktion ψ(x, t) beschrieben werden
kann, deren Intensitätsdichte |ψ(x, t)|2 ein Maß für die Wahrscheinlichkeit
darstellt, das Teilchen zur Zeit t am Ort x vorzufinden (statistische Deu-
tung des Welle-Teilchen-Dualismus). Eine Konsequenz dieser ”wellenmecha-
nischen“ Betrachtungsweise ist das Superpositionsprinzip, nach dem sich ver-
schiedene Zustände analog zur Wellenoptik linear überlagern lassen. Wie in
den folgenden Abschnitten gezeigt wird, ist es im wesentlichen diese Eigen-
schaft, die es ermöglicht, die Quantentheorie in einem abstrakten Vektorraum
(Hilbert-Raum) zu formulieren, dessen Vektoren ja ebenfalls superponierbar
sind. Insofern wird sich die Wellenmechanik als eine spezielle Darstellung
(Ortsdarstellung) der Quantentheorie herausstellen.

Es sei an dieser Stelle noch auf ein weiteres Prinzip, das Korrespondenz-
prinzip, hingewiesen, welches die Quantentheorie zu berücksichtigen hat. Es
besagt, daß im Falle hinreichend kleiner Ausdehnungen der Materiewellen
die Quantenmechanik in die klassische Theorie übergeht. Man kann dann
nämlich die Materiewellen als punktförmig betrachten und so dem Teilchen
eine genaue Bewegung zuordnen. Abstrakt formuliert entspricht dies dem
Grenzfall h̄ → 0 (analog zum Grenzübergang Wellenoptik λ→0−→ geometrische
Optik).

3.2.2 Postulate der Quantenmechanik

Im folgenden werden die Postulate der nichtrelativistischen Quantenmechanik
vorgestellt und diskutiert. Um die Unterschiede zwischen der Quantenmecha-
nik und der klassischen Mechanik zu verdeutlichen, sind den Postulaten ihre
klassischen Pendants in der Hamilton-Formulierung gegenübergestellt.

Satz 3.3: Postulate der Quantenmechanik

Klassische Mechanik Quantenmechanik

Der klassische Zustand eines Sy-
stems zur Zeit t ist durch die verall-
gemeinerten Koordinaten q1(t),. . .,
qN (t) und Impulse p1(t), . . . , pN (t)
auf einem reellen Zustandsraum be-
stimmt.

I) Der quantenmechanische Zustand
eines Systems wird durch einen von
Null verschiedenen Vektor, den Zu-
standsvektor |ψ(t)〉 , auf einem kom-
plexen unitären Hilbert-Raum be-
schrieben. Vektoren, die sich nur
um einen konstanten Faktor unter-
scheiden, beschreiben denselben Zu-
stand. �
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Klassische Mechanik Quantenmechanik

Jede klassische dynamische Varia-
ble ω ist eine Funktion der qi

und pi auf dem Zustandsraum:
ω = ω(q1, . . . , qN , p1, . . . , pN ).

II) Physikalische Observable sind
Größen, die experimentell gemessen
werden können. Sie werden i.d.R.
durch lineare hermitesche Operato-
ren beschrieben, d.h. insbesondere,
daß ihre Eigenwerte reell sind.

Die generalisierten Koordinaten
und Impulse genügen den Poisson-
Klammern

{qi, qk} = {pi, pk} = 0 ,

{qi, pk} = δik .

III) Den unabhängigen klassischen
Größen xi und pi entsprechen her-
mitesche Operatoren2 Xi und P i,
für die folgende Vertauschungs- bzw.
Kommutatorrelationen gelten:

[Xi,Xj ] = [P i,P j ] = 0 ,

[Xi,P j ] = ih̄δij , i, j = 1, 2, 3 .

Die zu den klassischen dynamischen
Variablen ω(xi, pi) korrespondieren-
den hermiteschen Operatoren sind

Ω(Xi,P i) = ω(xi → Xi, pi → P i).

Es gibt jedoch auch Observable ohne
klassisches Analogon.

Eine Messung der dynamischen Va-
riablen ω ergibt:
ω(q1, . . . , qN , pi, . . . , pN ). Der Meß-
vorgang beeinflußt den Zustand des
Teilchens nicht notwendigerweise.

IV) Befindet sich das System im Zu-
stand |ψ〉 , so ergibt eine Messung
der zu Ω korrespondierenden dyna-
mischen Variable einen der Eigen-
werte ω von Ω mit der Wahrschein-
lichkeit

W (ω) =
〈ψ|Pω |ψ 〉

〈ψ|ψ〉 ,

wobei Pω auf den zum Eigenwert
ω gehörenden Eigenraum projiziert.
Als eine notwendige Konsequenz
dieses (idealen) Meßvorgangs wech-
selt der Zustand des Systems von
|ψ〉 nach Pω |ψ〉 . �

2 Siehe Fußnote 1 auf Seite 244.
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Die Zustandsvariablen qi und pi

genügen den Hamiltonschen Glei-
chungen

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
.

V) Der Zustandsvektor |ψ(t)〉 ge-
nügt der Schrödinger-Gleichung

ih̄
d
dt

|ψ(t)〉 = H |ψ(t)〉 .

Hierbei ist H der Operator der
Gesamtenergie, der sog. Hamilton-
Operator. Im einfachsten Fall ergibt
er sich durch das Korrespondenz-
prinzip

H = H(x → Xi, pi → P i)

aus der Hamilton-Funktion des ent-
sprechenden klassischen Systems.

Zu I. Dieses Postulat hebt die besondere Bedeutung von Hilbert-Räumen
für die Quantenmechanik hervor. Da der Hilbert-Raum bezüglich der Ad-
dition abgeschlossen ist, ergibt die Addition zweier Vektoren wieder einen
möglichen Zustand. Dies ist das Superpositionsprinzip, welches eng mit den
quantenmechanischen Interferenzeffekten zusammenhängt. Weiterhin bedeu-
tet die Äquivalenz aller Vielfachen eines Vektors, daß jedem Zustand |ψ〉
ein eindimensionaler Teilraum des Hilbert-Raumes zugeordnet wird. Diesen
Teilraum bezeichnet man als Strahl. Er wird durch den Projektionsoperator
Pψ = |ψ〉 〈ψ| generiert. Hierbei ist |ψ〉 ein reiner Zustand, im Gegensatz zu
gemischten Zuständen, die wir im Rahmen der statistischen Physik betrach-
ten werden. Der einen quantenphysikalischen Zustand beschreibende Vektor
|ψ(t)〉 besteht i.a. aus einer Linearkombination von eigentlichen und unei-
gentlichen Hilbert-Vektoren, wobei die eigentlichen Vektoren auf Eins und die
uneigentlichen nur auf die δ-Funktion normierbar sind. |ψ(t)〉 läßt sich jedoch
immer auf Eins normieren und ist somit ein eigentlicher Hilbert-Vektor.

Zu II. Mit diesem Axiom wird die Bedeutung der Theorie der linearen Ope-
ratoren (Unterabschn. 3.1.2) klar, weil sie es sind, die auf quantenmechanische
Zustandsvektoren wirken. Dabei ist zu beachten, daß die Zustandsvektoren
selbst nicht direkt beobachtbar sind. Vielmehr werden die reellen Eigenwerte
der Observablen im Experiment gemessen (siehe Unterabschn. 3.2.3).

Zu III. Diese Vertauschungsrelationen haben wir bereits in der Mechanik
motiviert. Die Poisson-Klammer erfüllt die gleiche Algebra wie der Kommu-
tator. Wir können somit die Hamiltonsche Mechanik und die Quantenme-
chanik als zwei verschiedene Realisierungen derselben algebraischen Struktur
ansehen. Die Ersetzung xi → Xi, pi → P i birgt Ambiguitäten in sich, die
zum einen daher rühren, daß der Ortsoperator nicht mit dem Impulsopera-
tor vertauscht. Betrachtet man z.B. die klassische Größe ω = xipi = pixi,
so ergeben sich hieraus zwei verschiedene Operatoren: Ω = XiP i oder
Ω = P iXi �= XiP i. In den meisten Fällen lassen sich jedoch Mischterme in
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Xi und P i symmetrisieren, was in diesem Fall zu Ω = (XiP i + P iXi)/2
führt. Die Symmetrisierung ist darüber hinaus auch für die Hermitezität von
Ω notwendig. Eine weitere Mehrdeutigkeit liegt darin, daß obige Ersetzung
nicht invariant gegenüber Koordinatenwechsel der klassischen Größen ist. Es
wird deshalb vereinbart, daß bei der Ersetzung von kartesischen klassischen
Größen auszugehen ist.

Zu IV. In der Quantenmechanik ist es nicht mehr gerechtfertigt, von der

”Trajektorie“ eines Teilchens zu sprechen. Jegliche Aussagen über ein Quan-
tensystem sind rein statistischer Natur und beziehen sich auf das Ergebnis
vieler gleichartiger Messungen identischer Systeme. Darüber hinaus bewirkt
jede Messung eine nichtkausale Änderung des zu messenden Objektes der-
gestalt, daß es unmittelbar nach der Messung einen (mehr oder weniger)
definierten Zustand einnimmt. Man nennt dies Zustandsreduktion des Quan-
tensystems. Dieses Axiom wird in Unterabschn. 3.2.3 detaillierter behandelt.

Zu V. Die Schrödinger-Gleichung ist die dynamische Grundgleichung der
Quantenmechanik im Schrödinger-Bild, in dem die Operatoren meistens zei-
tunabhängig und die Zustandsvektoren zeitabhängig sind. Wir diskutieren
diese Gleichung ausführlich in Unterabschn. 3.2.4. Sie beschreibt bei gege-
benem Anfangszustand |ψ(t0)〉 die zeitliche Entwicklung |ψ(t)〉 des Systems
vollständig, sofern das System im interessierenden Zeitintervall keiner Mes-
sung unterworfen wird. In der hier dargelegten Form ist sie allgemeiner, als
z.B. die Schrödinger-Gleichung der Wellenmechanik, weil sie sich nicht auf
eine spezielle Darstellung bzw. auf ein spezielles Basissystem bezieht.

Erweiterung der Postulate. Die hier vorgestellten Postulate der nichtre-
lativistischen Quantenmechanik sind noch nicht vollständig. In Abschn. 3.4
erweitern wir sie zunächst durch die Einführung des rein quantenmechani-
schen Freiheitsgrades Spin. Ferner nehmen wir in Abschn. 3.9 die Erweiterung
auf N -Teilchensysteme vor.

3.2.3 Quantenmechanische Messung

Um das Ergebnis der Messung einer zum Operator Ω korrespondierenden
Größe statistisch vorherzusagen, sind nach dem Postulat IV seine orthonor-
mierten Eigenvektoren |ωi〉 und Eigenwerte ωi sowie die zugehörigen Projek-
tionsoperatoren Pωi

zu bestimmen. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Mes-
sung den Eigenwert ωi zu messen, ist dann im nichtentarteten Fall gegeben
durch

W (ωi) =
〈ψ|Pωi |ψ 〉

〈ψ|ψ〉 =
| 〈ωi|ψ〉 |2

〈ψ|ψ〉 , Pωi = |ωi〉 〈ωi| . (3.5)

Ist der Zustandsvektor |ψ〉 eine Linearkombination der Eigenvektoren von
Ω, also |ψ〉 =

∑
j

αj |ωj〉 , dann folgt
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W (ωi) =
|∑

j

αj 〈ωi|ωj〉 |2∑
j

|αj |2 =
|αi|2∑

j

|αj |2 .

Für |ψ〉 = |ωj〉 bedeutet dies: W (ωi) = δij , d.h. die Messung ergibt faktisch
(mit Wahrscheinlichkeit Eins) den Wert ωj . Im Falle einer Entartung gilt
analog zu (3.5)

W (ωi) =
〈ψ|Pωi |ψ 〉

〈ψ|ψ〉 =

∑
r

| 〈ωi, r|ψ〉 |2

〈ψ|ψ〉 , Pωi =
∑

r

|ωi, r〉 〈ωi, r| . (3.6)

Ist das Spektrum von Ω überdies kontinuierlich, so ist die Größe W (ω) als ei-
ne Wahrscheinlichkeitsdichte aufzufassen. Die Wahrscheinlichkeit W [ω1, ω2],
einen Wert im Intervall [ω1 : ω2] zu messen, ist dann gegeben durch

W [ω1, ω2] =

ω2∫
ω1

dωW (ω) =

ω2∫
ω1

dω 〈ψ|Pω |ψ 〉

〈ψ|ψ〉 =

∑
r

ω2∫
ω1

dω| 〈ω, r|ψ〉 |2

〈ψ|ψ〉 ,

mit Pω und W (ω) aus (3.6).

Idealmessung und Zustandsreduktion. Die in Postulat IV erwähnte Re-
duktion des Zustandsvektors von |ψ〉 nach Pω |ψ〉 gilt nur im Falle idealer
Messungen und kann geradezu als ihre Definition angesehen werden:

Definition: Ideale Messung und Reduktion des Zustandsvektors

Ist das Resultat einer idealen Messung an einem System mit dem Zustands-
vektor |ψ〉 durch den Eigenwert ω gegeben, dann befindet sich das System
unmittelbar nach dem Experiment im Zustand Pω |ψ〉 . Diese Aussage wird
auch als Projektionspostulat bezeichnet.

Die ideale Messung funktioniert also wie ein ”vollkommener Filter“, der nur
den Anteil von |ψ〉 passieren läßt, der zum Eigenraum des Eigenwertes ω
gehört. Ist die Messung nicht ideal, so ist der Durchgang dieses Anteils von
einer bestimmten Verzerrung begleitet. Mit Hilfe einer idealen Messung läßt
sich ein Zustand immer so präparieren, daß er bei einer zweiten Messung
derselben Observablen einen scharfen Meßwert (mit Wahrscheinlichkeit Eins)
annimmt.

Normierung. Im folgenden wird i.a. davon ausgegangen, daß physikalische
Zustandsvektoren auf Eins normiert sind: 〈ψ|ψ〉 = 1.

Statistische Eigenschaften von Observablen. Häufig ist man nicht so
sehr an der Wahrscheinlichkeitsverteilung W (ω) eines Operators Ω inter-
essiert, sondern an seinem statistischen Mittelwert 〈Ω〉, der sich aus einer
großen Anzahl von gleichartigen Messungen identischer Systeme ergibt. Die-
ser berechnet sich zu
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〈Ω〉 =
∑

i

W (ωi)ωi =
∑

i

〈ψ|ωi〉 〈ωi|ψ〉ωi =
∑

i

〈ψ|Ω |ωi 〉 〈ωi|ψ〉 ,

wobei Ω |ωi〉 = ωi |ωi〉 benutzt wurde. Unter Berücksichtigung von∑
i

|ωi〉 〈ωi| = 1 folgt der

Satz 3.4: Erwartungswert 〈Ω〉 eines Operators Ω

Der Erwartungswert einer Observablen Ω im Zustand |ψ〉 ist gegeben durch

〈Ω〉 = 〈ψ|Ω |ψ 〉 .

Um 〈Ω〉 zu berechnen, benötigt man also nur den Zustandsvektor |ψ〉 und
den Operator Ω in einer bestimmten Basis (z.B. als Spaltenvektor und Ma-
trix) und nicht mehr seine Eigenvektoren und -werte. Im allgemeinen ist der
Erwartungswert 〈Ω〉 eines Operators Ω mit einer Unsicherheit behaftet, die
man üblicherweise durch die mittlere quadratische Abweichung definiert:

∆Ω =
[〈

Ω2〉 − 〈Ω〉2
]1/2

.

Für Eigenzustände von Ω ergibt sich natürlich ∆Ω = 0.

Kompatibilität von Observablen. Es erhebt sich hier die Frage, unter
welchen Umständen man einen Zustand dergestalt präparieren kann, daß er
für zwei verschiedene Observable Ω und Λ scharfe Meßwerte liefert.3 Dies
ist nur dann der Fall, wenn beide Operatoren ein gemeinsames System von
Eigenvektoren besitzen, was nach Satz 3.2 gleichbedeutend ist mit der For-
derung [Ω,Λ] = 0. Um den Zustand eines Quantensystems so genau wie
möglich zu charakterisieren bzw. zu präparieren, führt man an dem System
Messungen möglichst vieler paarweise kommutierender Observablen (kompa-
tibler Observablen) aus. Ist das gemeinsame Orthonormalsystem dieser Obser-
vablen nicht das einzige, so kann man eine weitere Observable hinzunehmen,
die mit den anderen vertauscht usw.

Definition: Vollständiger Satz von Observablen

Eine Folge von Observablen A, B,C, . . . bilden einen vollständigen Satz
kommutierender Observablen, wenn sie paarweise kommutieren und ihr Ba-
sissystem eindeutig bestimmt ist. Zu jedem Satz von Eigenwerten a, b, c, . . .
gehört genau ein (bis auf eine Konstante) bestimmter gemeinsamer Eigen-
vektor |a, b, c, . . .〉 .

3 Im folgenden Sinne: Es werden drei Messungen durchgeführt; zunächst eine der
Observablen Ω und dann eine der Observablen Λ. Eine erneute Messung von Ω
soll nun denselben Meßwert wie beim ersten Mal liefern.
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Heisenbergsche Unschärferelation. Im folgenden wird gezeigt, daß das
Produkt der Unsicherheiten zweier Observablen nach unten begrenzt ist, wo-
bei wir nochmals daran erinnern, daß der Zustandsvektor |ψ〉 auf Eins nor-
miert sein soll. Seien A und B zwei hermitesche Operatoren, mit

∆A =
[〈

A2〉 − 〈A〉2
]1/2

, ∆B =
[〈

B2〉 − 〈B〉2
]1/2

.

Für die neuen Variablen

Â = A − 〈A〉 , B̂ = B − 〈B〉
gilt dann

∆A = ∆Â =
〈
Â2

〉1/2
, ∆B = ∆B̂ =

〈
B̂2

〉1/2
.

Es folgt unter Ausnutzung der Schwarzschen Ungleichung

(∆A)2(∆B)2 =
〈

ψ| Â2 |ψ
〉〈

ψ| B̂2 |ψ
〉

≥
∣∣∣〈ψ| ÂB̂ |ψ

〉∣∣∣2 .

Zerlegung des Operators ÂB̂ in seinen hermiteschen und antihermiteschen
Anteil liefert

(∆A)2(∆B)2 ≥ 1
4

∣∣∣〈ψ| {Â, B̂} |ψ
〉

+
〈

ψ| [Â, B̂] |ψ
〉∣∣∣2 ,

wobei {Â, B̂} = ÂB̂ + B̂Â den Antikommutator definiert. Da {Â, B̂} her-
mitesch ist, ist sein Erwartungswert reell, während [Â, B̂] = [A, B] antiher-
mitesch ist und somit einen rein imaginären Erwartungswert besitzt. Damit
ergibt sich

(∆A)2(∆B)2 ≥ 1
4

〈
ψ| {Â, B̂} |ψ

〉2
+

1
4

∣∣∣〈ψ| [A, B] |ψ
〉∣∣∣2 ,

und es folgt der

Satz 3.5: Heisenbergsche Unschärferelation

Seien A und B zwei hermitesche Operatoren. Dann gilt

∆A · ∆B ≥ 1
2

∣∣∣〈[A, B]
〉∣∣∣ .

Man beachte, daß das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn〈
ψ| {Â, B̂} |ψ

〉
= 0 und Â |ψ〉 = cB̂ |ψ〉 . Ein interessanter Spezialfall der

Heisenbergschen Unschärferelation ergibt sich für kanonisch konjugierte Ope-
ratoren, wie z.B. den Ort und Impuls, für die gilt: [Xi,P i] = ih̄. Denn für
solche Größen ist Satz 3.5 zustandsunabhängig:

∆Xi · ∆Pi ≥ h̄

2
.
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3.2.4 Schrödinger-Bild und Schrödinger-Gleichung

Die in Postulat V beschriebene zeitliche Entwicklung von Quantensyste-
men bezieht sich auf ein spezielles Bild der Quantentheorie, nämlich das
Schrödinger-Bild. Da alle physikalischen, d.h. beobachtbaren Größen wie z.B.
Erwartungswerte invariant sind unter unitären Transformationen, gibt es im
Prinzip eine unendliche Zahl von äquivalenten Bildern, die alle über unitäre
Transformationen miteinander verbunden sind.

In diesem Unterabschnitt diskutieren wir das Schrödinger-Bild, welches
sich dadurch auszeichnet, daß in ihm quantenmechanische Zustände i.a.
zeitabhängig sind, während die Operatoren höchstens explizit von der Zeit
abhängen. Neben dem Schrödinger-Bild sind zwei weitere, häufig benutzte
Bilder das Heisenberg-Bild und das Dirac-Bild, auf die wir im nächsten Un-
terabschnitt eingehen werden.

Schrödinger-Gleichung und Zeitentwicklungsoperator. Ist der Zu-
stand |ψ〉 eines Quantensystems zu einem bestimmten Zeitpunkt bekannt
(präpariert in obigem Sinne), so ergibt sich seine eindeutige zeitliche Ent-
wicklung im Schrödinger-Bild durch Lösen der Schrödinger-Gleichung

ih̄
d
dt

|ψ(t)〉 = H(t) |ψ(t)〉 , (3.7)

sofern das System im interessierenden Zeitintervall nicht gestört wird (z.B.
durch eine Messung). Dabei darf der Hamilton-Operator noch explizit von
der Zeit abhängen, d.h. dH/dt = ∂H/∂t, etwa aufgrund des Vorhandenseins
zeitabhängiger Felder. Die allgemeine Lösung dieser Gleichung läßt sich in der
Form

|ψ(t)〉 = U(t, t0) |ψ(t0)〉 , U(t0, t0) = 1

schreiben, wobei U(t, t0) den Zeitentwicklungsoperator bezeichnet. Setzt man
diesen Ausdruck in (3.7) ein, so ergibt sich die zur Schrödinger-Gleichung
äquivalente Operatorgleichung

ih̄
d
dt

U(t, t0) = H(t)U(t, t0) , (3.8)

aus der wiederum

U(t + ∆t, t) = 1 − i
h̄

∆tH(t) , ∆t 	 1

folgt. Da wir einen hermiteschen Hamilton-Operator H voraussetzen, ist
U(t+∆t, t) ein infinitesimaler unitärer Operator. Der volle Operator U(t, t0)
ergibt sich nun als Produkt der infinitesimalen unitären Transformationen,

U(t, t0) = lim
∆t→0

U(t, t − ∆t)U(t − ∆t, t − 2∆t) · · ·U(t0 + ∆t, t0) ,

und ist somit ebenfalls unitär. Die Unitaritätseigenschaft des Entwicklungs-
operators U bzw. die Hermitezität des Hamilton-Operators H ergibt sich
notwendigerweise aus der Forderung, daß die Norm des Zustandsvektors |ψ〉
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zeitlich konstant ist, denn nur dann können wir Wahrscheinlichkeitsaussagen
formulieren.

Satz 3.6: Erhaltung der Norm

Aufgrund der Hermitezität des Hamilton-Operators H und der daraus fol-
genden Unitarität des Zeitentwicklungsoperators U ist die Norm eines Zu-
standsvektors |ψ(t)〉 zeitlich erhalten:

〈ψ(t)|ψ(t)〉 =
〈
ψ(t0)|U †(t, t0)U(t, t0) |ψ(t0)

〉
= 〈ψ(t0)|ψ(t0)〉 .

Formal handelt es sich bei (3.8) um eine gewöhnliche Differentialgleichung 1.
Ordnung. Man beachte jedoch, daß der naive Lösungsansatz

U(t, t0) = exp

⎛
⎝− i

h̄

t∫
t0

H(t′)dt′

⎞
⎠

i.a. nicht korrekt ist, da in der Exponentialfunktion beliebige Potenzen
von

∫
H(t′)dt′ auftreten, die in der Regel nicht miteinander kommutieren:

[H(t),H(t′)] �= 0.4 Im folgenden betrachten wir jedoch eine wichtige Aus-
nahme.

Konservativer Hamilton-Operator, zeitunabhängige Schrödinger-
Gleichung. Für den Spezialfall eines abgeschlossenen konservativen Sy-
stems, d.h. ∂H/∂t = 0, können wir den Entwicklungsoperator U nach (3.8)
in der Form

U(t, t0) = e−iH(t−t0)/h̄ ,

schreiben. Wir suchen nun einen expliziten Ausdruck für U bzw. |ψ〉 in
Termen von Energieeigenzuständen |En〉 , also den normierten Eigenkets zu
H, die der zeitunabhängigen Schrödinger-Gleichung

H |En〉 = En |En〉
genügen. Entwickelt man |ψ(t)〉 nach diesen Eigenvektoren,

|ψ(t)〉 =
∑

n

|En〉 〈En|ψ(t)〉 =
∑

n

an(t) |En〉 , an(t) = 〈En|ψ(t)〉 ,

und setzt diesen Ausdruck in (3.7) ein, so ergibt sich die Gleichung

ih̄ȧn(t) = Enan(t) ,

4 Allerdings ist es mit Hilfe des Zeitordnungsoperators T in der Tat möglich, eine
formale Lösung dieser Art anzugeben, nämlich:

U(t, t0) = T

⎧⎨
⎩exp

⎛
⎝− i

h̄

t∫
t0

H(t′)dt′

⎞
⎠
⎫⎬
⎭ .

Hierbei werden die einzelnen Ausdrücke in chronologischer Reihenfolge geordnet.
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die durch

an(t) = an(t0)e−iEn(t−t0)/h̄

gelöst wird. Hieraus folgt

〈En|ψ(t)〉 = 〈En|ψ(t0)〉 e−iEn(t−t0)/h̄

=⇒ |ψ(t)〉 =
∑

n

|En〉 〈En|ψ(t0)〉 e−iEn(t−t0)/h̄ .

Satz 3.7: Allgemeine Lösung der Schrödinger-Gleichung
für konservative Systeme

ih̄
d
dt

|ψ(t)〉 = H |ψ(t)〉 =⇒ |ψ(t)〉 = U(t, t0) |ψ(t0)〉 ,

mit

U(t, t0) =
∑

n

|En〉 〈En| e−iEn(t−t0)/h̄ , H |En〉 = En |En〉 .

Im Falle einer Entartung gilt entsprechend

U(t, t0) =
∑
n,r

|En, r〉 〈En, r| e−iEn(t−t0)/h̄ ,

und im kontinuierlichen Fall sind die Summen durch Integrale zu ersetzen.
Die Zustände |En〉 e−iEn(t−t0)/h̄ sind stationäre Lösungen der zeitabhängigen
Schrödinger-Gleichung, die sich periodisch in der Zeit verändern, wobei ihre
Frequenz ω im Einklang mit der Einsteinschen Beziehung E = h̄ω steht. Für
solche Zustände ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung W (λ) einer Variablen
Λ zeitunabhängig, denn es gilt

W (λ, t) = | 〈λ| E(t)〉 |2 =
∣∣∣〈λ| E〉 e−iE(t−t0)/h̄

∣∣∣2 = | 〈λ| E〉 |2 = W (λ, t0) .

3.2.5 Andere Bilder der Quantentheorie

Die Ausführungen des letzten Unterabschnittes bezogen sich auf ein bestimm-
tes Bild der Quantenmechanik, dem Schrödinger-Bild. In ihm wird die Dyna-
mik eines Systems durch Drehungen des Zustandsvektors im Hilbert-Raum
bei festem Basissystem beschrieben. Aufgrund der Invarianz von Skalarpro-
dukten unter unitären Transformationen können wir auch zu anderen Be-
schreibungsarten übergehen, in denen etwa der Zustandsvektor fest ist und
sich das Basissystem dreht. Dies ist das Heisenberg-Bild, in dem Observable
durch zeitabhängige Operatoren beschrieben werden, während Zustände zei-
tunabhängig sind. Von Interesse ist desweiteren das Dirac-Bild, in welchem
die Zeitabhängigkeit des Systems auf Zustandsvektor und Basissystem in ei-
ner Weise aufgeteilt wird, die besonders für störungstheoretische Rechnungen
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von großem praktischen Nutzen ist. Mit den beiden zuletzt genannten Bildern
wollen wir uns nun beschäftigen.

Heisenberg-Bild. Das Heisenberg-Bild ist in folgender Weise definiert:

Definition: Heisenberg-Bild

Bezeichnet |ψS(t)〉 = U(t, t0) |ψS(t0)〉 einen Zustandsvektor und AS einen
Operator im Schrödinger-Bild, dann sind die entsprechenden Größen |ψH〉
und AH im Heisenberg-Bild definiert durch

|ψH〉 = U †(t, t0) |ψS(t)〉 = |ψS(t0)〉
AH(t) = U †(t, t0)ASU(t, t0) .

Im Heisenberg-Bild sind also die Zustände zeitunabhängig, wogegen die Ope-
ratoren auf jeden Fall eine Zeitabhängigkeit besitzen, selbst wenn AS nicht
explizit von der Zeit abhängt. Für die zeitliche Entwicklung von AH ergibt
sich

ih̄
d
dt

AH(t) = ih̄
dU †

dt
ASU + ih̄U † ∂AS

∂t
U + ih̄U †AS

dU

dt

= −U †HSASU + ih̄U † ∂AS

∂t
U + U †ASHSU

= U †[AS,HS]U + ih̄U † ∂AS

∂t
U .

Hierbei wurde (3.8) und ihre adjungierte Gleichung ausgenutzt. Wegen
∂AH
∂t = U † ∂AS

∂t U und5 U †ASHSU = U †ASUU †HSU = AHHH folgt:

Satz 3.8: Heisenberg-Gleichung und Erhaltungsgrößen

Die zur Schrödinger-Gleichung korrespondierende Beziehung im Heisen-
berg-Bild lautet

ih̄
dAH

dt
= [AH,HH] + ih̄

∂AH

∂t
(Heisenberg-Gleichung) .

Hieraus ergibt sich unter Berücksichtigung von

d 〈AH〉
dt

=
〈

ψH

∣∣∣∣dAH

dt

∣∣∣∣ψH

〉
,

d |ψH〉
dt

= 0

die Heisenberg-Gleichung der Mittelwerte

d 〈A〉
dt

=
1
ih̄

〈[A,H]〉 +
〈

∂A

∂t

〉
. (3.9)

�

5 Diese Beziehung wird klar, wenn man sich vor Augen hält, daß ∂AS
∂t

eine
bestimmte Observablenfunktion ist und als solche wie jeder andere Operator
transformiert.
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Aufgrund der Invarianz von Skalarprodukten ist diese Gleichung bildun-
abhängig, weshalb der Index H weggelassen wurde.
Desweiteren folgt der Erhaltungssatz: Eine Observable A, die nicht expli-
zit zeitabhängig ist und mit dem Hamilton-Operator H vertauscht, ist eine
Erhaltungsgröße.

Ist der Operator A nicht explizit zeitabhängig, dann reduziert sich (3.9) auf
das Ehrenfestsche Theorem

d 〈A〉
dt

=
1
ih̄

〈[A, H]〉 . (3.10)

Als eine Anwendung dieser Gleichung leiten wir die Energie-Zeit-Unschärfe-
relation her. Dazu betrachten wir einen zeitunabhängigen Hamilton-Operator
H eines Systems sowie eine ebenfalls zeitunabhängige Observable A. Be-
zeichnen ∆A und ∆E die mittleren quadratischen Abweichungen ihrer Er-
wartungswerte, dann gilt nach Satz 3.5

∆A · ∆E ≥ 1
2
| 〈[A, H]〉 | ,

und somit

∆A · ∆E ≥ h̄

2
d 〈A〉

dt
.

Umstellen dieser Gleichung liefert den

Satz 3.9: Energie-Zeit-Unschärferelation

∆τ · ∆E ≥ h̄

2
, ∆τ =

∆A
d〈A〉
dt

.

∆τ ist hierbei das Zeitintervall, indem sich der Erwartungswert von A um
∆A ändert. Es stellt also die minimale Zeitspanne dar, die für eine nennens-
werte Änderung von 〈A〉 notwendig ist, und kann somit als ein charakteri-
stisches Zeitmaß für die Entwicklung des Systems aufgefaßt werden. Obige
Beziehung ist in dem Sinne zu verstehen, daß die Energie eines Systems, das
sich in einem Zeitintervall ∆τ in einem festen Zustand befindet, mit einer
Unsicherheit ∆E ≥ h̄/(2∆τ) behaftet ist. Eine andere Interpretation ist, daß
Verletzungen der klassischen Energieerhaltung um ∆E in einem Zeitintervall
∆τ ∼ h̄/∆E möglich sind. Man beachte, daß sich die Zeit-Energie-Unschärfe-
relation qualitativ von der Unschärfebeziehung des Satzes 3.5 unterscheidet,
da ∆τ keine dynamische Variable, sondern einen äußeren Entwicklungspara-
meter darstellt.

Dirac-Bild. Ein weiteres Bild, das besonders dann Verwendung findet, wenn
der Hamilton-Operator eine Zeitabhängigkeit besitzt, ist das Dirac- oder
Wechselwirkungsbild. Hierbei wird der Hamilton-Operator HS im Schrödin-
ger-Bild zunächst in zwei hermitesche Terme aufgespalten,
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HS(t) = H
(0)
S + H ′

S(t) ,

wobei der ungestörte Anteil H
(0)
S zeitunabhängig und die Störung H ′

S(t)
zeitabhängig ist. Zur Lösung der Schrödinger-Gleichung

ih̄
d
dt

U(t, t0) = HS(t)U(t, t0)

wird der unitäre Operator U als Produkt zweier unitärer Operatoren ge-
schrieben,

U(t, t0) = U (0)(t, t0)U ′(t, t0) , U (0)(t0, t0) = U ′(t0, t0) = 1 ,

wobei U (0) Lösung der ungestörten Schrödinger-Gleichung

ih̄U̇ (0) = H
(0)
S U (0)

ist. Das Dirac-Bild ist nun in folgender Weise definiert:

Definition: Dirac-Bild

Hamilton-Operator, Zustandsvektor und Operator seien im Schrödinger-
Bild gegeben durch HS(t) = H

(0)
S + H ′

S(t), |ψS(t)〉 und AS. Bezeichnet
U (0)(t, t0) den unitären Operator, für den gilt: ih̄U̇ (0) = H

(0)
S U (0), dann

sind die entsprechenden Größen im Dirac-Bild gegeben durch

|ψI(t)〉 = U (0)†(t, t0) |ψS(t)〉
AI(t) = U (0)†(t, t0)ASU (0)(t, t0) .

Dieses Bild liegt in gewisser Weise zwischen dem Schrödinger- und Heisenberg-
Bild, da hier sowohl Zustandsvektoren als auch Operatoren zeitabhängig sind.
Es folgt

ih̄
d
dt

|ψI(t)〉 = ih̄
(

U̇ (0)† |ψS(t)〉 + U (0)† d
dt

|ψS(t)〉
)

= −U (0)†H(0)
S |ψS(t)〉 + U (0)†HS |ψS(t)〉

= U (0)†H ′
S |ψS(t)〉 = U (0)†H ′

SU (0) |ψI〉 = H ′
I |ψI〉

und somit

Satz 3.10: Zustands- und Operatorgleichung im Dirac-Bild

Die zur Schrödinger-Gleichung korrespondierenden Beziehungen im Dirac-
Bild lauten

ih̄
d
dt

|ψI(t)〉 = H ′
I |ψI(t)〉 (Zustandsgleichung)

bzw. mit |ψI(t)〉 = U ′(t, t0) |ψI(t0)〉

ih̄
d
dt

U ′ = H ′
IU

′

�
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und

ih̄
dAI

dt
= [AI,H

(0)
I ] + ih̄

∂AI

∂t
(Operatorgleichung) .

Letztere folgt analog zur Herleitung der Heisenberg-Gleichung.

Während also die zeitabhängigen Zustände |ψI〉 einer Schrödinger-Gleichung
genügen, in der die Störung H ′

I auftritt, gehorchen die ebenfalls zeitabhängi-
gen Observablen der Heisenberg-Gleichung mit dem ungestörten Hamilton-
Operator H

(0)
I .

3.2.6 Darstellungen

Mittels des abstrakten Hilbert-Raumes haben wir die Theorie der Quanten-
mechanik bislang auf darstellungsunabhängige Weise entwickeln können. Je-
doch ist klar, daß sich die Angabe der Komponenten eines Vektors immer auf
ein Basissystem beziehen muß, das den gesamten Vektorraum aufspannt. Ei-
ne solche Darstellung ist durch die Eigenvektoren eines vollständigen Satzes
kommutierender Observablen definiert. Die Projektionen des Zustandsvek-
tors |ψ〉 auf ein System {|q〉} von Basisvektoren bilden einen Koordinaten-
vektor, der den Zustand in der q-Darstellung repräsentiert, während Opera-
toren durch die Elemente der hermiteschen Matrix 〈q| A |q′〉 dargestellt wer-
den. Erst durch Projektion des Vektors |ψ〉 auf eine spezielle Basis gelangen
wir von der abstrakten Schrödinger-Gleichung (oder der Bewegungsgleichung
der Operatoren) zu Differentialgleichungen und algebraischen Beziehungen,
die wir lösen können und die zu quantitativen Aussagen für Meßwerte führen.

Nun gibt es in jedem Bild der Quantenmechanik unendlich viele Darstel-
lungen der Theorie, die durch unitäre Transformationen miteinander verbun-
den sind.6 Besonders ausgezeichnet sind dabei jene Darstellungen, in denen
die Matrixdarstellungen der für das Problem relevanten Operatoren diago-
nal sind, denn in diesen Darstellungen vereinfacht sich die Auswertung der
Schrödinger-Gleichung beträchtlich. Ist z.B. der Hamilton-Operator eine rei-
ne Funktion der Koordinaten und Impulse, H = H(X,P ), dann empfeh-
len sich sowohl die Ortsdarstellung als auch die Impulsdarstellung. Welche
Darstellung geeigneter ist, ergibt sich aus der konkreten Form des Wech-
selwirkungspotentials V . Beide Darstellungen sind erlaubt, da sowohl die
Ortsoperatoren Xi als auch die Impulsoperatoren P i, i = 1, 2, 3 jeweils ein
vollständiges System kommutierender Observablen (für spinlose Teilchen) bil-
den (Postulat III).

Ortsdarstellung (Wellenmechanik). Die Ortsdarstellung ist definiert als
diejenige Darstellung, in der der Ortsoperator diagonal ist. Da dieser ein

6 Diese Transformationen sollte man nicht mit denjenigen verwechseln, mit denen
man das Bild der Quantentheorie selbst wechselt.
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kontinuierliches Spektrum besitzt, lautet die Bedingung im eindimensionalen
Fall:

Definition: Ortsdarstellung

〈x|X |x′ 〉 = xδ(x − x′) , PX =
∫

dx |x〉 〈x| , ψ(x, t) = 〈x|ψ(t)〉 .

PX bezeichnet den Einsoperator für diese Darstellung. Zusammen mit der
Vertauschungsrelation [X,P ] = ih̄ läßt sich hieraus die entsprechende Bezie-
hung für den Impuls ableiten:

ih̄δ(x − x′) = 〈x|XP − PX |x′ 〉 = (x − x′) 〈x|P |x′ 〉

=⇒ 〈x|P |x′ 〉 = ih̄
d

dx′ δ(x − x′) = −ih̄
d
dx

δ(x − x′) .

Nun gilt

|ψ(t)〉 = PX |ψ(t)〉 =
∫

dx |x〉 〈x|ψ(t)〉 =
∫

dx |x〉 ψ(x, t) ,

wobei ψ(x, t) = 〈x|ψ(t)〉 die Komponenten des Zustandsvektors |ψ(t)〉 in der
Ortsbasis beschreibt. Dieser Ausdruck ist die Ortswellenfunktion der Wellen-
mechanik. Weiterhin gilt

X |ψ(t)〉 = PXXPX |ψ(t)〉
=

∫
dx

∫
dx′ |x〉 〈x|X |x′ 〉 〈x′|ψ(t)〉

=
∫

dx |x〉 xψ(x, t)

P |ψ(t)〉 = PXPPX |ψ(t)〉
=

∫
dx

∫
dx′ |x〉 〈x|P |x′ 〉 〈x′|ψ(t)〉

= ih̄
∫

dx |x〉
∫

dx′
(

d
dx′ δ(x − x′)

)
ψ(x′, t)

= −ih̄
∫

dx |x〉
∫

dx′δ(x − x′)
d

dx′ ψ(x′, t)

= −ih̄
∫

dx |x〉 d
dx

ψ(x, t) ,

woraus sich folgende Zuordnungen zwischen Operatoren und den sie beschrei-
benden Größen ergeben:
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Satz 3.11: Operatoren in der Ortsdarstellung

X −→ XX = x , P −→ P X = −ih̄
d
dx

,

Ω(X,P ) −→ ΩX = Ω

(
X → x,P → −ih̄

d
dx

)
.

Für die Schrödinger-Gleichung und die Berechnung von Erwartungswerten in
der Ortsdarstellung gilt entsprechend

ih̄
d
dt

ψ(x, t) = HXψ(x, t) (3.11)

〈Ω〉 =
∫

dxψ∗(x, t)ΩXψ(x, t) = 〈ψ|ΩX |ψ 〉 = 〈ΩX〉 . (3.12)

Den eigentlichen Hilbert-Vektoren mit endlicher Norm entsprechen Ortswel-
lenfunktionen, für die gilt:

〈ψ|ψ〉 =
∫

dx|ψ(x, t)|2 =
∫

dx|ψ(x, 0)|2 < ∞ .

Sie bilden den Hilbert-Raum der quadratintegrablen Funktionen.

N-Teilchensysteme. Die Erweiterung des bisher Gesagten auf ein System
mit N Freiheitsgraden ist unproblematisch.7 Hier gilt entsprechend

〈x1, . . . , xN |Xi |x′
1, . . . , x

′
N 〉 = xiδ(x1 − x′

1) · · · δ(xN − x′
N )

〈x1, . . . , xN |P i |x′
1, . . . , x

′
N 〉 = ih̄δ(x1 − x′

1) · · · d
dx′

i

δ(xi − x′
i)

× · · · δ(xN − x′
N )

PX =
∫

dx1 · · ·dxN |x1, . . . , xN 〉 〈x1, . . . , xN |

und

|ψ(t)〉 = PX |ψ(t)〉 =
∫

dx1 · · ·dxN |x1, . . . , xN 〉 ψ(x1, . . . , xN , t) ,

mit

ψ(x1, . . . , xN , t) = 〈x1, . . . , xN |ψ(t)〉 .

Insbesondere folgt hieraus für Erwartungswerte

〈Ω〉 =
∫

dx1 · · ·dxNψ∗(x1, . . . , xN , t)ΩXψ(x1, . . . , xN ) .

7 Man beachte, daß die Beschreibung eines eindimensionalen N -Teilchensystems
mathematisch äquivalent zur Beschreibung eines N -dimensionalen Ein-
Teilchensystems ist.
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Impulsdarstellung. In der Impulsdarstellung besitzt die den Impuls be-
schreibende Matrix diagonale Gestalt (wir betrachten wieder den eindimen-
sionalen Fall):

Definition: Impulsdarstellung

〈p| P |p′ 〉 = pδ(p − p′) , PP =
∫

dp |p〉 〈p| , ϕ(p, t) = 〈p|ψ(t)〉 .

In dieser Darstellung folgt für die Matrixelemente des Ortsoperators

ih̄δ(p − p′) = 〈p|XP − PX |p′ 〉 = (p′ − p) 〈p|X |p′ 〉

=⇒ 〈p| X |p′ 〉 = −ih̄
d

dp′ δ(p − p′) = ih̄
d
dp

δ(p − p′) .

Analog zur Ortsdarstellung ist

|ψ(t)〉 = PP |ψ(t)〉 =
∫

dp |p〉 〈p|ψ(t)〉 =
∫

dp |p〉 ϕ(p, t) .

Der Ausdruck ϕ(p, t) = 〈p|ψ(t)〉 beschreibt die Komponenten von |ψ(t)〉
in der Impulsbasis und wird deshalb Impulswellenfunktion genannt. Die zur
Ortsdarstellung korrespondierenden Zuordnungen ergeben sich aus

X |ψ(t)〉 = PP XPP |ψ(t)〉
=

∫
dp

∫
dp′ |p〉 〈p|X |p′ 〉 〈p′|ψ(t)〉

= ih̄
∫

dp |p〉 d
dp

ϕ(p, t)

P |ψ(t)〉 = PP PPP |ψ(t)〉
=

∫
dp

∫
dp′ |p〉 〈p|P |p′ 〉 〈p′|ψ(t)〉

=
∫

dp |p〉 pϕ(p, t)

zu

Satz 3.12: Operatoren in der Impulsdarstellung

X −→ XP = ih̄
d
dp

, P −→ P P = p ,

Ω(X,P ) −→ ΩP = Ω

(
X → ih̄

d
dp

,P → p

)
.

Weiterhin lauten die zu (3.11) und (3.12) gehörenden Beziehungen in der Im-
pulsdarstellung

ih̄
d
dt

ϕ(p, t) = HP ϕ(p, t)
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〈Ω〉 =
∫

dpϕ∗(p, t)ΩP ϕ(p, t) = 〈ϕ| ΩP |ϕ 〉 = 〈ΩP 〉 .

Die Verallgemeinerung der Impulsdarstellung auf den N -dimensionalen Fall
geschieht in analoger Weise zur Ortsdarstellung und läuft im wesentlichen
wieder auf die Ersetzung∫

dp −→
∫

dp1 · · ·dpN

|p〉 −→ |p1, . . . , pN 〉
ϕ(p, t) −→ ϕ(p1, . . . , pN , t)

hinaus.

Transformation von Orts- auf Impulsdarstellung. Zwischen der Orts-
und der Impulsdarstellung besteht ein besonderer Zusammenhang, denn die
Wellenfunktionen der einen Darstellung sind gerade die fourier-transformier-
ten Wellenfunktionen der anderen Darstellung. Um dies zu sehen, schreiben
wir

ψ(x, t) = 〈x|ψ(t)〉 =
∫

dp 〈x| p〉 〈p| ψ(t)〉 =
∫

dp 〈x| p〉 ϕ(p, t) ,

wobei für die Entwicklungskoeffizienten 〈x| p〉 gilt:

p 〈x| p〉 = 〈x|P |p 〉
=

∫
dx′ 〈x|P |x′ 〉 〈x′| p〉

= ih̄
∫

dx′
(

d
dx′ δ

′(x − x′)
)

〈x′| p〉 = −ih̄
d
dx

〈x| p〉 .

Dies ist eine Differentialgleichung für 〈x| p〉, deren Lösung 〈x| p〉 ∼ eipx/h̄ ist.
Es folgt somit der

Satz 3.13: Zusammenhang zwischen Orts- und Impulsdarstellung,
De-Broglie-Beziehung

Die Wellenfunktionen der Orts- und Impulsdarstellung sind Fourier-
Transformierte voneinander:

ψ(x, t) =

√
h̄

2π

∫
dkeikxϕ(k, t) =

1√
2πh̄

∫
dpeipx/h̄ϕ(p, t)

ϕ(k, t) =
1√
2πh̄

∫
dxe−ikxψ(x, t) .

Die Wellenzahl k und der Impuls p sind über die De-Broglie-Beziehung

p = h̄k

miteinander verknüpft.
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Zusammenfassung

• Jeder quantenmechanische Zustand wird durch einen eigentlichen
Hilbert-Vektor beschrieben, dessen zeitliche Entwicklung durch die
Schrödinger-Gleichung determiniert ist.

• Eine ideale quantenmechanische Messung einer Observablen Ω lie-
fert einen ihrer Eigenwerte ω. Der Meßprozeß überführt dabei das Quan-
tensystem in einen zu ω gehörenden Eigenzustand von Ω (Zustandsre-
duktion). Die gleichzeitige Messung zweier nichtvertauschender Obser-
vablen führt zu Unsicherheiten dieser Größen, die sich aus der Heisen-
bergschen Unschärferelation ergeben.

• Neben dem am häufigsten verwendeten Schrödinger-Bild gibt es un-
endlich viele äquivalente Bilder, die durch unitäre Transformationen aus-
einander hervorgehen. Hierbei sind vor allem das Heisenberg-Bild und
das Dirac- oder Wechselwirkungsbild zu nennen.

• Die Wahl eines vollständigen Basissystems innerhalb eines Bildes de-
finiert eine spezielle Darstellung, in der quantenphysikalische Größen
(Zustandsvektoren und Observable) durch Spaltenvektoren bzw. quadra-
tische Matrizen beschrieben werden. Alle Darstellungen sind gleichwer-
tig und lassen sich ebenfalls durch unitäre Transformationen ineinander
überführen. Zwei der am meisten benutzten Darstellungen innerhalb des
Schrödinger-Bildes sind die Orts- und Impulsdarstellung. Da Orts-
und Impulsoperator zueinander kanonisch konjugiert sind, besteht ein be-
sonderer Zusammenhang zwischen den Orts- und Impulswellenfunk-
tionen: Sie sind gerade Fourier-Transformierte voneinander.

Anwendungen

38. Ehrenfest-Gleichungen. Man zeige mit Hilfe des Ehrenfestschen Theo-
rems, daß für ein quantenmechanisches Teilchen in einem skalaren, orts-
abhängigen Potential die Ehrenfest-Gleichungen

d 〈X〉
dt

=
〈

∂H

∂P

〉
,

d 〈P 〉
dt

= −
〈

∂H

∂X

〉
gelten.

Lösung. Nach (3.10) gelten mit

H =
P 2

2m
+ V (X)

die darstellungsfreien Beziehungen
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d 〈X〉
dt

=
1

2mih̄
〈
[X,P 2]

〉
(3.13)

d 〈P 〉
dt

=
1
ih̄

〈[P , V (X)]〉 . (3.14)

Unter Berücksichtigung von

[X,P 2] = P [X,P ] + [X,P ]P = 2ih̄P

geht (3.13) über in

d 〈X〉
dt

=
〈P 〉
m

=
〈

∂H

∂P

〉
.

Zur Auswertung von (3.14) ist es günstig, die Ortsdarstellung zu verwenden:

P −→ −ih̄∇ , V (X) −→ V (x) .

Man sieht nun nämlich, daß gilt:

[∇, V (x)]ψ(x, t) = ∇(V (x)ψ(x, t)) − V (x)∇ψ(x, t) = (∇V (x))ψ(x, t) ,

so daß wir ganz allgemein schließen können:

[∇, V (X)] = ∇V (X)

=⇒ d 〈P 〉
dt

= − 〈∇V (X)〉 = −
〈

∂H

∂X

〉
.

Man beachte die formale Ähnlichkeit der Ehrenfestschen Gleichungen mit
den Hamiltonschen Gleichungen der klassischen Mechanik.

39. Meßwahrscheinlichkeiten. Gegeben seien die folgenden hermiteschen
Operatoren:

Lx =
1√
2

⎛
⎝ 0 1 0

1 0 1
0 1 0

⎞
⎠ , Ly =

1√
2

⎛
⎝ 0 −i 0

i 0 −i
0 i 0

⎞
⎠ , Lz =

⎛
⎝ 1 0 0

0 0 0
0 0 −1

⎞
⎠ .

a)Was sind die möglichen Eigenwerte lz und Eigenvektoren von Lz?

b)Man überprüfe die Heisenbergsche Unschärferelation der Operatoren Lx

und Ly für den Eigenzustand von Lz mit lz = 1.

c) Wie lauten die möglichen Meßergebnisse mit den zugehörigen Wahrschein-
lichkeiten, die bei einer Messung von Lx zu erwarten sind, wenn sich ein
Quantensystem im Eigenzustand von Lz mit lz = −1 befindet?

Lösung.

Zu a) Aus der Form von Lz erkennt man unmittelbar, daß die zugehörigen
Eigenwerte und -vektoren gegeben sind durch

lz = +1 : e+ =

⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠ , lz = 0 : e0 =

⎛
⎝ 0

1
0

⎞
⎠ , lz = −1 : e− =

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ .



Anwendungen 277

Zu b) Es sind folgende Größen für den Zustand e+ zu berechnen:

〈Lx〉 = e†
+Lxe+ = 0 ,

〈
L2

x

〉
= e†

+L2
xe+ =

1
2

=⇒ ∆Lx =
√

〈L2
x〉 − 〈Lx〉2 =

1√
2

〈Ly〉 = e†
+Lye+ = 0 ,

〈
L2

y

〉
= e†

+L2
ye+ =

1
2

=⇒ ∆Ly =
√〈

L2
y

〉 − 〈Ly〉2 =
1√
2

| 〈[Lx,Ly]〉 | = |e†
+[Lx,Ly]e+| = e†

+Lze+ = 1 .

Damit folgt

∆Lx · ∆Ly =
1
2

=
1
2
| 〈[Lx,Ly]〉 | .

Zu c) Zur Bestimmung der möglichen Meßergebnisse von Lx sind die Eigen-
werte und -vektoren von Lx zu bestimmen:

Lxx = lxx ⇐⇒ (Lx − lxI)x = 0

=⇒

∣∣∣∣∣∣∣
−lx

1√
2

0
1√
2

−lx
1√
2

0 1√
2

−lx

∣∣∣∣∣∣∣ = −lx(lx + 1)(lx − 1) = 0 .

Man erhält

lx = 1 : f+ =
1
2

⎛
⎝ 1√

2
1

⎞
⎠ , lx = 0 : f0 =

1√
2

⎛
⎝ 1

0
−1

⎞
⎠ ,

lx = −1 : f− =
1
2

⎛
⎝ 1

−√
2

1

⎞
⎠ .

Als nächstes hat man den Zustand e− nach den Eigenbasiszuständen f+, f0,
f− von Lx zu entwickeln:

e− = f+ 〈f+| e−〉 + f0 〈f0| e−〉 + f− 〈f−| e−〉 .

Die Beträge der Entwicklungskoeffizienten geben dann die entsprechenden
Meßwahrscheinlichkeiten an:

W (lx = 1) = | 〈f+| e−〉 |2 =
1
4

Wlx = 0) = | 〈f0| e−〉 |2 =
1
2

W (lx = −1) = | 〈f−| e−〉 |2 =
1
4

.
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Dabei gilt erwartungsgemäß

W (lx = 1) + W (lx = 0) + W (lx = −1) = 1 .

3.3 Eindimensionale Systeme

Nachdem bisher vom allgemeinen Aufbau der Quantentheorie die Rede war,
beschäftigt sich dieser Abschnitt mit der einfachsten Klasse quantenmecha-
nischer Probleme, nämlich die eines einzigen Teilchen in einer Dimension.
Obwohl solche Systeme etwas künstlich konstruiert erscheinen, so beinhalten
sie doch die meisten Phänomene der dreidimensionalen Quantentheorie und
lassen sich aufgrund des reduzierten Komplexitätsgrades relativ leicht lösen.

Nun haben wir bereits gesehen, daß es zur Lösung der Schrödinger-
Gleichung zumeist vorteilhaft ist, eine spezielle Darstellung zu wählen, in
der die Form des Problems eine einfache Struktur annimmt. In einzelnen
Fällen ist es auch möglich, rein algebraisch vorzugehen. Beispiele, die wir im
folgenden näher betrachten wollen, sind:

• Freies Teilchen und Wellenpakete: Lösung im Impulsraum.

• Potentialstufe und Potentialkasten: Lösung im Ortsraum.

• Harmonischer Oszillator: Algebraische Lösung.

Die verbreitetste Methode zur Lösung der Schrödinger-Gleichung besteht im
Aufstellen der Differentialgleichung im Ortsraum, also der Verwendung der
Wellenmechanik. Wir stellen daher einige allgemeine Betrachtungen zu die-
sem Lösungsverfahren an den Anfang dieses Abschnitts.

3.3.1 Betrachtungen zur Schrödinger-Gleichung im Ortsraum

In Unterabschn. 3.2.6 fanden wir, daß die Dynamik eines eindimensionalen
nichtrelativistischen quantenmechanischen Systems ohne Spin in der Orts-
darstellung durch die Differentialgleichung

ih̄
d
dt

ψ(x, t) = HXψ(x, t) (3.15)

gegeben ist, wobei HX in vielen Fällen die Form

HX =
P 2

X

2m
+ V (XX , t) = − h̄2

2m

d2

dx2 + V (x, t) , V ∈ R (3.16)

besitzt, mit einem Wechselwirkungspotential V . In dieser Darstellung inter-
pretieren wir |ψ(x, t)|2 als die Wahrscheinlichkeitsdichte, bei einer Messung
das Teilchen zur Zeit t am Ort x zu finden. Oder anders ausgedrückt: Bei einer
Ortsmessung von N identisch präparierten, nichtwechselwirkenden Teilchen,
die jeweils durch ψ beschrieben werden, ist N |ψ(x, t)|2dx gleich der Zahl der
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Teilchen im Ortsintervall [x : x + dx] zum Zeitpunkt t. Dies ist die Bornsche
Interpretation der Quantenmechanik.

Ein wichtiger Satz, den wir später noch benötigen werden, ist

Satz 3.14: Kontinuitätsgleichung in der Ortsdarstellung

Aus der Schrödinger-Gleichung (3.15), (3.16) und ihrer Adjungierten folgt
die Kontinuitätsgleichung

d
dt

|ψ(x, t)|2 +
d
dx

j(x, t) = 0 ,

wobei

j(x, t) =
h̄

2im

(
ψ∗ dψ

dx
− ψ

dψ∗

dx

)
(3.17)

die Wahrscheinlichkeitsstromdichte oder auch Teilchenstromdichte bezeich-
net.

Eine Änderung der Wahrscheinlichkeitsdichte in einem x-Bereich hat dem-
nach einen Nettoteilchenstrom zur Folge:

d
dt

b∫
a

dx|ψ(x, t)|2 = j(a, t) − j(b, t) .

Zeitunabhängige Schrödinger-Gleichung. Nach Unterabschn. 3.2.4 kön-
nen wir im Falle eines konservativen Hamilton-Operators die Zeitabhängig-
keit der Schrödinger-Gleichung durch den Ansatz ψ(x, t) = Ψ(x)e−iωt ,
ω = E/h̄ im Ortsraum separieren. Dies führt von (3.15), (3.16) auf die zeit-
unabhängige Eigenwertgleichung(

− h̄2

2m

d2

dx2 + V (x)
)

Ψ(x) = EΨ(x)

bzw.
d2Ψ(x)

dx2 = [U(x) − ε] Ψ(x) , U(x) =
2mV (x)

h̄2 , ε =
2mE

h̄2 . (3.18)

Stetigkeitsbedingungen. Im allgemeinen wollen wir auch Potentiale be-
trachten, die endliche Sprungstellen aufweisen. Sei x = a eine solche Unste-
tigkeit des Potentials U(x). Dann ist die Lösung Ψ(x) in a immer noch stetig
differenzierbar, denn nach (3.18) gilt in der Umgebung [a − δ : a + δ], δ 	 1

Ψ ′(a + δ) − Ψ ′(a − δ) =

a+δ∫
a−δ

dx
d
dx

Ψ ′(x) =

a+δ∫
a−δ

dx [U(x) − ε] Ψ(x) = 0 ,
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wobei die Stetigkeit von Ψ an der Stelle x = a ausgenutzt wurde. Demnach
sind sowohl Ψ als auch Ψ ′ in a stetig.8

Symmetriebetrachtungen. Eine Besonderheit ergibt sich, falls das Poten-
tial V (x) bzw. U(x) reflexionssymmetrisch ist. Um dies zu sehen, definieren
wir den Paritätsoperator P durch

P q(x) = q(−x) .

Seine Eigenwerte sind +1 für gerade und −1 für ungerade Funktionen q. Sei
nun PV (x) = V (x). Da der kinetische Teil des Hamilton-Operators nur die
zweite Ableitung nach dem Ort enthält, kommutieren H und P in diesem
Fall. Wenden wir jetzt den Paritätsoperator auf

HΨ(x) = EΨ(x) (3.19)

an, so folgt

HΨ(−x) = EΨ(−x) .

Demnach ist mit Ψ(x) auch Ψ(−x) Lösung von (3.19) zum selben Eigenwert
E. Aus diesen beiden Lösungen lassen sich zwei neue Lösungen

Ψ±(x) = Ψ(x) ± Ψ(−x) , PΨ± = ±Ψ±

konstruieren, die gleichzeitig Eigenzustände von H und P sind. Für sym-
metrische Potentiale können wir die Basiszustände also immer in gerade und
ungerade Funktionen unterteilen.

Qualitative Diskussion des Spektrums. Bei unseren Untersuchungen in
diesem Abschnitt werden wir einige Eigenschaften der Lösungen zur zeit-
unabhängigen Schrödinger-Gleichung finden, die ganz allgemein gelten. Für
ein gegebenes Potential ist stets zu untersuchen, ob es sowohl gebunde-
ne Zustände als auch Streuzustände zuläßt. Genau wie in der klassischen
Mechanik sind je nach Art der Wechselwirkung und Energie des Teilchens
prinzipiell beide Bewegungstypen möglich (man denke etwa an das Kepler-
Problem mit seinen gebundenen elliptischen Zuständen und seinen hyperbo-
lischen Streuzuständen). Jedoch ergibt sich bei gebundenen Zuständen ein
wesentlicher Unterschied zur klassischen Physik: Gebundene Zustände in der
Quantenmechanik sind stets diskret. Wir wollen diese Aussage hier nicht
allgemein beweisen. Anschaulich ist dieses Verhalten aber wie folgt zu ver-
stehen: Für ein kastenförmiges Potential V mit V (x ∈ [−a : a]) = −V0 < 0,
V (x �∈ [−a : a]) = 0 gibt es zwei Umkehrpunkte, nämlich die Potentialwände
bei x = ±a, zwischen denen ein klassisches Teilchen mit beliebiger Ener-
gie oszillieren kann. Quantenmechanisch kann sich das Teilchen jedoch auch
im klassisch verbotenen Gebiet (hinter den Wänden) aufhalten, also über die
Umkehrpunkte hinausschießen. Allerdings muß in diesem Bereich die Wellen-
funktion der zeitunabhängigen Schrödinger-Gleichung exponentiell abfallen.
8 Für unendliche Sprungstellen (z.B. δ-Potential) gilt diese Argumentation nicht

(siehe Anwendung 41).
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Die Stetigkeitsbedingungen der Wellenfunktion an der Grenze zwischen klas-
sisch erlaubtem (oszillatorischem) und verbotenem (exponentiellem) Bereich
führt dazu, daß nur Lösungen zu ganz bestimmten, diskreten Energien exi-
stieren.

In den nun zu besprechenden Beispielen werden wir folgende Punkte ex-
plizit verifizieren:

• Das gebundene Spektrum ist diskret, und es existiert stets ein gebundener
Zustand, der sog. Grundzustand. Seine Wellenfunktion hat keinen Null-
durchgang.

• Im eindimensionalen Fall sind die gebundenen Zustände nichtentartet.

• Liegen bei einem symmetrischen Potential mehrere gebundene Zustände
vor, so wechseln sich gerade und ungerade Wellenfunktionen ab, wobei die
Zahl ihrer Nulldurchgänge jeweils um Eins zunimmt.

3.3.2 Zerfließen eines freien Wellenpaketes

Das einfachste eindimensionale Problem ist das eines freien Teilchens. Die
zugehörige klassische Hamilton-Funktion lautet

H(x, p) =
p2

2m
,

wobei m die Masse des Teilchens bezeichnet. Da in dieser Gleichung nur der
Impuls als dynamische Variable auftritt, bietet sich zur Lösung des entspre-
chenden quantenmechanischen Problems die Impulsdarstellung an, in der die
Schrödinger-Gleichung die Gestalt

ih̄
d
dt

ϕ(p, t) =
p2

2m
ϕ(p, t)

bzw.

ih̄
d
dt

ϕ(k, t) =
h̄2k2

2m
ϕ(k, t)

annimmt. Die allgemeine Lösung dieser Gleichung ist

ϕ(k, t) = φ(k)e−iωt , ω =
h̄k2

2m
,

wobei φ(k) eine beliebige Funktion von k ist, die für ein physikalisches Teil-
chen mit endlicher Impulsbreite die Normierungsbedingung

〈φ(k)|φ(k)〉 = 〈ϕ(k, t)|ϕ(k, t)〉 =
1
h̄

zu erfüllen hat. Die entsprechende Lösung im Ortsraum ergibt sich nach Satz
3.13 zu

ψ(x, t) =

√
h̄

2π

∫
dkϕ(k, t)eikx =

√
h̄

2π

∫
dkφ(k)ei(kx−ωt) .
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Es soll nun die zeitliche Entwicklung einer Ortswellenfunktion ψ untersucht
werden, wobei wir annehmen, daß sie zum Zeitpunkt t = 0 durch folgende
normierte Gauß-Funktion gegeben sei:

ψ(x, 0) =
1√

∆π1/4
e− x2

2∆2 eik0x , k0 > 0 . (3.20)

Sie beschreibt ein Teilchen, das sich mit dem mittleren Impuls 〈P 〉 = h̄k0
bewegt. Damit folgt nach Satz 3.13

φ(k) =
1√

2h̄∆π3/4

∫
dxe− x2

2∆2 e−i(k−k0)x =
√

∆√
h̄π1/4

e− ∆2(k−k0)2

2 .

Für die Ortswellenfunktion ergibt sich

ψ(x, t) =
√

∆√
2π3/4

∫
dke− ∆2

2 (k−k0)2eikxe− ih̄k2t
2m

=
√

∆√
α(t)π1/4

exp

(
−
(
x − h̄k0t

m

)2

2α(t)

)
exp

[
ik0

(
x − h̄k0t

2m

)]
, (3.21)

mit

α(t) = ∆2 + i
h̄t

m
.

Man erhält schließlich für die Wahrscheinlichkeitsdichte |ψ(x, t)|2

|ψ(x, t)|2 = ψ∗(x, t)ψ(x, t) =
1√

πβ(t)
exp

(
−
(
x − h̄k0t

m

)2

β(t)

)
,

mit

β(t) = ∆2 +
h̄2t2

∆2m2 .

Offenbar folgt |ψ(x, t)|2 einer Gauß-Verteilung, deren Breite β(t) mit der
Zeit zunimmt. Der Schwerpunkt des Wellenpaketes bewegt sich dabei mit
der Geschwindigkeit h̄k0/m = p0/m. Anhand dieses Beispiels können wir die
Heisenbergsche Unschärferelation für Ort und Impuls explizit nachprüfen:

〈X〉 =
1√
πβ

∫
dxx exp

(
−
(
x − h̄k0t

m

)2

β

)
=

h̄k0t

m

〈
X2〉 =

1√
πβ

∫
dxx2 exp

(
−
(
x − h̄k0t

m

)2

β

)
=

β

2
+

h̄2k2
0t

2

m2

〈P 〉 =
∆√
π

∫
dkke−∆2(k−k0)2 = h̄k0

〈
P 2〉 =

∆h̄√
π

∫
dkk2e−∆2(k−k0)2 =

h̄2

2∆2 + h̄2k2
0 .

=⇒ ∆X · ∆P =
h̄
√

β(t)
2∆

≥ h̄

2
.
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3.3.3 Potentialstufe

Man betrachte ein Teilchen, das sich in einem stufenförmigen Potential der
Form

V (x) = V0Θ(x) , Θ(x) =

{
0 für x < 0

1 für x ≥ 0

}
, V0 > 0

bewegt (siehe Abb. 3.1). Zur Lösung dieses Problems bestimmen wir zunächst
die Eigenfunktionen und Energieeigenwerte für ein Teilchen mit festem Im-
puls. Sie ergibt sich in der Ortsdarstellung als Lösung der stationären
Schrödinger-Gleichung (3.18). Anschließend betrachten wir den quantenme-
chanisch realistischeren Fall der Streuung eines Wellenpaketes an diesem Po-
tential.

x

V

V0

I II

Abb. 3.1. Eindimensionale Potentialstufe

Lösung der Schrödinger-Gleichung für festen Impuls. Bei der Anga-
be der stationären Lösungen in den Bereichen I und II sind zwei Fälle zu
unterscheiden:

1. Fall: ε > U0. Hier setzt sich die allgemeine Lösung in beiden Bereichen
aus Sinus- und Cosinus-Schwingungen zusammen, und wir können ansetzen:

ΨI(x) = Aeik1x + Be−ik1x , k1 =
√

ε

ΨII(x) = Ceik2x , k2 =
√

ε − U0 =
√

k2
1 − U0 .

Prinzipiell könnte ΨII noch einen Term proportional zu e−ik2x enthalten, der
einer von +∞ in negativer x-Richtung einlaufenden Welle entspricht. Wir
wollen uns hier aber auf den Fall beschränken, daß nur von links eine Welle auf
die Potentialstufe zuläuft, so daß im Bereich II nur ein nach rechts laufender
transmittierter Anteil erscheint. Die Konstanten A, B und C ergeben sich
aus den Stetigkeitsbedingungen
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ΨI(0) = ΨII(0)

Ψ ′
I(0) = Ψ ′

II(0)

}
=⇒

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

B = A
k1 −

√
k2
1 − U0

k1 +
√

k2
1 − U0

C = A
2k1

k1 +
√

k2
1 − U0

.

2. Fall: 0 ≤ ε ≤ U0. Im Bereich II zeigt die Lösung ein exponentielles Ver-
halten, was uns zu folgendem Ansatz führt:

ΨI(x) = Aeik1x + Be−ik1x , k1 =
√

ε

ΨII(x) = Ce−k2x , k2 =
√

U0 − ε =
√

U0 − k2
1 .

Ein exponentiell anwachsender Term ek2x im Bereich II ist unphysikalisch,
da seine Norm dort divergiert; er scheidet deshalb aus. Für die Konstanten
folgt

B = A
ik1 + k2

ik1 − k2
= A

ik1 +
√

U0 − k2
1

ik1 −
√

U0 − k2
1

C = A
2ik1

ik1 − k2
= A

2ik1

ik1 −
√

U0 − k2
1

.

In beiden Fällen setzt sich die Lösung aus einer einfallenden Welle ψI, einer
reflektierten Welle ψR und einer transmittierten Welle ψT zusammen und un-
terscheidet sich damit wesentlich von der jeweiligen klassischen Situation. Im
ersten Fall würde ein klassisches Teilchen ab der Stelle x = 0 langsamer wei-
terfliegen, ohne reflektiert zu werden, während es im zweiten Fall vollständig
reflektiert würde. Die Tatsache, daß die Aufenthaltswahrscheinlichkeit für ein
quantenmechanisches Teilchen hinter dem Potentialsprung für ε < U0 nicht
Null ist, nennt man Tunneleffekt.

Zwei interessante, einen Streuprozeß charakterisierende Größen sind der
Reflexions- und Transmissionskoeffizient, die in folgender Weise definiert sind:

Definition: Reflexions- und Transmissionskoeffizient R, T

Seien jI, jR, jT die Stromdichten der einlaufenden, reflektierten und trans-
mittierten Wellenfunktionen, dann ist

R =
∣∣∣∣jRjI

∣∣∣∣ , T =
∣∣∣∣jTjI

∣∣∣∣ , T = 1 − R .

Die letzte Beziehung spiegelt die globale Stromerhaltung wider und folgt aus
Satz 3.14. Reflexions- und Transmissionskoeffizient beschreiben also den An-
teil des reflektierten bzw. transmittierten Teilchenstroms relativ zum einfal-
lenden Strom. Sie lauten für dieses Problem:
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1.Fall:

R =
∣∣∣∣BA

∣∣∣∣2 =
2k2

1 − U0 − 2k1
√

k2
1 − U0

2k2
1 − U0 + 2k1

√
k2
1 − U0

T =
∣∣∣∣CA

∣∣∣∣2
√

k2
1 − U0

k1
=

4k1
√

k2
1 − U0

2k2
1 − U0 + 2k1

√
k2
1 − U0

.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(3.22)

2.Fall: R = 1 , T = 0.

Ist beim 1. Fall ε sehr viel größer als U0, dann findet praktisch keine Refle-
xion statt, d.h. die von links einfallende Welle tritt ungehindert durch. Man
beachte: Obwohl beim 2. Fall die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Bereich II
ungleich Null ist, findet keine Nettobewegung in positiver x-Richtung statt.

Streuung eines Wellenpaketes. Um nun die Bewegung eines physikali-
schen Teilchens zu beschreiben, hat man aus obigen Lösungsfunktionen ein
Wellenpaket zu bilden und seine Propagation in der Zeit zu verfolgen. In
realen experimentellen Situationen besitzt dieses Wellenpaket einen relativ
scharfen Impuls, was zu einer großen Ortsunschärfe führt. Der bisher betrach-
tete Fall (mit seinen im ganzen Raum ausgedehnten Lösungsfunktionen) ist
somit als Grenzfall einer verschwindenden Impulsunschärfe anzusehen und
stellt eine gute Näherung für sehr kleine Impulsbreiten dar. Diese Überle-
gung überträgt sich auch auf andere Potentialformen, und wir können ganz
allgemein festhalten:

Satz 3.15: Reflexions- und Transmissionskoeffizient
eines Wellenpaketes

Der reflektierte und transmittierte Anteil eines Wellenpaketes mit kleiner
Impulsunschärfe hängt nur vom Mittelwert der Impulsverteilung ab.

Im folgenden überprüfen wir die Gültigkeit dieses Satzes, indem wir zeigen,
daß Reflexions- und Transmissionskoeffizient bei scharfem Impuls identisch
sind mit den Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

R′ =

0∫
−∞

dx|ψ(x, t → ∞)|2 , T ′ =

∞∫
0

dx|ψ(x, t → ∞)|2

für ein Teilchen, dessen einlaufendes Wellenpaket einen mittleren und schar-
fen Impuls h̄k0 hat und durch folgende Gauß-Verteilung (vgl. (3.20)) gegeben
ist:

ψ(x, 0) = ΨI(x) =
1√

∆π1/4
e− (x+a)2

2∆2 eik0(x+a) , a � ∆ � 1 .

Hierbei wählen wir a � ∆, so daß sich das gesamte Wellenpaket anfangs
weit links vor der Potentialstufe befindet. Unter der Annahme, daß k2

0 > U0
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(1. Fall), läßt sich die allgemeine Lösung von (3.18) zu festem Impuls in der
Form

Ψk1(x) = A

{[
eik1x +

(
B(k1)

A

)
e−ik1x

]
Θ(−x)

+
(

C(k1)
A

)
eik2(k1)xΘ(x)

}
schreiben. Für die Projektion 〈Ψk1 |ΨI〉 gilt dann bis auf eine Konstante

φ(k1) = 〈Ψk1 |ΨI〉

= A∗
{∫

dx

[
e−ik1x +

(
B

A

)∗
eik1x

]
Θ(−x)ΨI(x)

+
∫

dx

(
C

A

)∗
e−ik2xΘ(x)ΨI(x)

}
.

Das dritte Integral liefert in sehr guter Näherung keinen Beitrag, weil ΨI(x)
nach unseren Voraussetzungen keine Ausdehnung im Bereich x ≥ 0 hat.
Ebenso verschwindet das zweite Integral, da ΨI im Impulsraum ein ausge-
prägtes Maximum um k0 > 0 hat und somit orthogonal zu negativen Impuls-
zuständen ist. φ ist also gerade die Fourier-Transformierte von ΨI:

φ(k1) ≈ A∗
∫

dxe−ik1xΨI(x)

=
A∗

√
∆π1/4

∫
dxe−ik1xeik0(x+a)e− (x+a)2

2∆2

=
A∗√2π∆

π1/4 eik1ae− ∆2
2 (k1−k0)2 .

Wie wir gleich sehen werden, liefert

A = A∗ =
1√
2π

die korrekte Normierung. Für ψ(x, t) folgt nun

ψ(x, t) ≈
∫

dk1φ(k1)Ψk1(x)e−i E(k1)t

h̄

=
√

∆√
2π3/4

∫
dk1eik1ae− ∆2

2 (k1−k0)2e− ih̄k2
1t

2m

×
[(

eik1x +
B

A
e−ik1x

)
Θ(−x) +

C

A
eik2xΘ(x)

]
. (3.23)

Der erste Term berechnet sich unter Verwendung von (3.21) zu

Θ(−x)G(−a, k0, t) = ψI(x, t) ,

mit



3.3 Eindimensionale Systeme 287

G(−a, k0, t) =
√

∆√
α(t)π1/4

exp

(
−
(
x + a − h̄k0t

m

)2

2α(t)

)

× exp
[
ik0

(
x + a − h̄k0t

2m

)]
,

und stellt das von x = −a kommende, in positive Richtung auf das Po-
tential zulaufende Wellenpaket dar. Sein Schwerpunkt ist für große Zeiten
gegeben durch 〈X〉 = −a + h̄k0t/m ≈ h̄k0t/m > 0 so daß das Produkt
Θ(−x)G(−a, k0, t) im Limes t → ∞ verschwindet. Für t = 0 haben wir
ψI(x, 0) = ΨI(x), was obige Wahl der Normierungskonstante A rechtfertigt.
Der zweite Term liefert

Θ(−x)
B(k0)

A
G(a,−k0, t) = ψR(x, t) , (3.24)

wobei der Quotient B/A aufgrund der scharfen Impulsverteilung von φ(k1)
um k0 vor das Integral gezogen wurde. ψR(x, t) beschreibt das reflektier-
te Wellenpaket, welches, ursprünglich von x = +a kommend, in negativer
Richtung läuft. Für große t befindet sich sein Schwerpunkt bei
〈X〉 = a − h̄k0t/m ≈ −h̄k0t/m < 0 so daß der Faktor Θ(−x) in (3.24)
fortgelassen werden kann. Es ergibt sich somit

R′ ≈
0∫

−∞
dx|ψ(x, t → ∞)|2 ≈

∞∫
−∞

dx|ψR(x, t → ∞)|2

≈
∣∣∣∣B(k0)

A

∣∣∣∣2
∞∫

−∞
dx|G(a,−k0, t → ∞)|2 =

∣∣∣∣B(k0)
A

∣∣∣∣2 .

Der dritte Term in (3.23) beschreibt den transmittierten Anteil ψT von ψ,
dessen Berechnung zur Bestimmung von T ′ nicht erforderlich ist, da aufgrund
der Erhaltung der Norm und der Orthonormalität von ψR und ψT gilt:

〈ψI|ψI〉 = 〈ψR + ψT|ψR + ψT〉 = R′ + T ′ = 1

=⇒ T ′ ≈
∣∣∣∣C(k0)

A

∣∣∣∣2
√

k2
0 − U0

k0
.

R′ und T ′ stimmen also in der Tat mit den Reflexions- und Transmissions-
koeffizienten R und T aus (3.22) für ein Teilchen mit festem Impuls überein.

3.3.4 Potentialkasten

Gegeben sei der kastenförmige Potentialverlauf

V (x) =

{
0 für −a ≤ x ≤ a

V0 sonst

}
, V0 > 0 ,
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x

V

−a a

V0

I II III

Abb. 3.2. Eindimensionaler Potentialkasten

in dem sich ein Teilchen bewegt (siehe Abb. 3.2). Ausgangspunkt zur Lösung
dieses Problems ist wieder die zeitunabhängige Schrödinger-Gleichung (3.18)
in der Ortsdarstellung. In ihr ergeben sich je nach Größe von ε folgende zwei
Fallunterscheidungen:

Gebundene Zustände: ε < U0.

ΨI(x) = Aek1x , k1 =
√

U0 − ε =
√

U0 − k2
2

ΨII(x) = B cos(k2x) + C sin(k2x) , k2 =
√

ε

ΨIII(x) = De−k1x .

Hierbei wurde ΨII aus Bequemlichkeitsgründen in trigonometrischer Form an-
gesetzt. Die Konstanten ergeben sich wieder aus den Stetigkeitsbedingungen
der Funktionen und ihrer Ableitungen an den Bereichsgrenzen:

Ae−k1a = B cos(k2a) − C sin(k2a)
k1Ae−ik1a = k2 [B sin(k2a) + C cos(k2a)]

De−k1a = B cos(k2a) + C sin(k2a)
−k1De−k1a = k2 [−B sin(k2a) + C cos(k2a)] .

Die Kombination der ersten und der letzten beiden Gleichungen führt zu

k1 = k2
B sin(k2a) + C cos(k2a)
B cos(k2a) − C sin(k2a)

= k2
B sin(k2a) − C cos(k2a)
B cos(k2a) + C sin(k2a)

,

woraus sich die Bedingung BC = 0 ergibt. Das heißt entweder ist C = 0,
und die Lösungen sind in x gerade (positive Parität), oder es gilt B = 0, und
die Lösungen sind in x ungerade (negative Parität). Dieser Zusammenhang
ergibt sich natürlich aus der symmetrischen Form des Potentials. Für die
geraden Lösungen folgt die Bedingung

tan k2a =
k1

k2
=

√
U0 − k2

2

k2
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bzw.

tan y =

√
U ′

0 − y2

y
, y = k2a , U ′

0 = a2U0 .

In Abb. 3.3 sind die Funktionen tan y und
√

U ′
0 − y2/y gegen y aufgetragen.

Die zulässigen y-Werte sind gerade die Schnittpunkte der beiden Kurven.
Man erkennt, daß es um so mehr gebundene Zustände gibt, je höher der
Potentialkasten ist. In jedem Fall liegt jedoch mindestens ein gebundener
Zustand vor, der Grundzustand. Die entsprechende Bedingung für die unge-
raden Lösungen lautet

− cot y = tan
(
y +

π

2

)
=

√
U ′

0 − y2

y

U ′
0

klein

U ′
0

groß

0 π 2π 3π 4π
y

Abb. 3.3. Graphische Schnittpunktsbestimmung der Funktionen tan y und√
U ′

0 − y2/y für die geraden Lösungen des gebundenen Falls

U ′
0

klein

U ′
0

groß

0 π 2π 3π 4π
y

Abb. 3.4. Graphische Schnittpunktsbestimmung der Funktionen tan (y + π/2) und√
U ′

0 − y2/y für die ungeraden Lösungen des gebundenen Falls
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und ist in Abb. 3.4 graphisch veranschaulicht. Hier kann es offensichtlich vor-
kommen, daß es keinen gebundenen Zustand gibt, wenn der Potentialtopf zu
flach ist. Betrachtet man die gefundenen Lösungen im Zusammenhang mit
Abb. 3.3 und 3.4, so läßt sich folgendes feststellen: Die Wellenfunktion des
Grundzustandes ist eine gerade Funktion und besitzt keinen Nulldurchgang.
Beim Übergang zu höheren Anregungen wechselt die Symmetrie der Wellen-
funktion zwischen gerade und ungerade, wobei die Zahl der Nulldurchgänge
jeweils um Eins zunimmt.

Ungebundene Zustände: ε ≥ U0. Hier wollen wir uns wieder auf eine nur
von links einlaufende Welle beschränken. Die allgemeine Lösung lautet dann

ΨI(x) = Aeik1x + Be−ik1x , k1 =
√

ε − U0 =
√

k2
2 − U0

ΨII(x) = Ceik2x + De−ik2x , k2 =
√

ε

ΨIII(x) = Eeik1x ,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ (3.25)

wobei sich die Konstanten aus den Stetigkeitsbedingungen

Ae−ik1a + Beik1a = Ce−ik2a + Deik2a

k1
(
Ae−ik1a − Beik1a

)
= k2

(
Ce−ik2a − Deik2a

)
Ceik2a + De−ik2a = Eeik1a

k2
(
Ceik2a − De−ik2a

)
= k1Eeik1a

ergeben. Nach einiger Rechnung erhält man für den Reflexions- und Trans-
missionskoeffizienten

R =
(k2

1 − k2
2)

2 sin2 2k2a

4k2
1k

2
2 + (k2

1 − k2
2)2 sin2 2k2a

T =
4k2

1k
2
2

4k2
1k

2
2 + (k2

1 − k2
2)2 sin2 2k2a

.

Wie im vorigen Beispiel gibt es auch hier für ε � U0 praktisch keine Reflexion.
Ein interessanter Spezialfall ergibt sich für sin 2k2a = 0, also für

ε =
(nπ

2a

)2
, n = 1, 2, . . . ,

wo der Reflexionskoeffizient exakt verschwindet.

3.3.5 Harmonischer Oszillator

Manchmal ist es einfacher, ein quantenmechanisches Problem algebraisch,
d.h. darstellungsunabhängig zu lösen. Ein Beispiel hierfür ist der harmonische
Oszillator, dessen klassische Hamilton-Funktion gegeben ist durch

H(x, p) =
p2

2m
+ V (x) , V (x) =

mω2

2
x2 .
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Die zugehörige darstellungsfreie Schrödinger-Gleichung lautet

ih̄
d
dt

|ψ(t)〉 = H(X,P ) |ψ(t)〉

H(X,P ) = H =
P 2

2m
+

mω2

2
X2 .

Führt man nun die Operatoren

A =
1√
2h̄

(√
mωX +

i√
mω

P

)
(Absteigeoperator)

A† =
1√
2h̄

(√
mωX − i√

mω
P

)
(Aufsteigeoperator)

ein, so gilt

H = h̄ω

(
A†A +

1
2

)
und

[A, A†] = 1 , [H,A] = −h̄ωA , [H,A†] = h̄ωA† .

Die Berechnung des Spektrums des hermiteschen Hamilton-Operators H aus
der Eigenwertgleichung

H |n〉 = En |n〉 , En = h̄ω

(
n +

1
2

)
ist offenbar äquivalent zur Bestimmung des Spektrums des ebenfalls hermi-
teschen Operators N = A†A aus der Gleichung

N |n〉 = n |n〉 ,

wobei N den Besetzungszahloperator bezeichnet. Die Eigenvektoren und Ei-
genwerte des Operators N ergeben sich aus folgenden Betrachtungen:

• Aus obigen Kommutatorrelationen ergibt sich

NA |n〉 = A(N − 1) |n〉 = (n − 1)A |n〉
NA† |n〉 = A†(N + 1) |n〉 = (n + 1)A† |n〉 .

Ist also |n〉 ein Eigenzustand von N zum Eigenwert n, dann sind A |n〉
und A† |n〉 Eigenzustände zu den Eigenwerten n − 1 bzw. n + 1. Mit Hilfe
der Auf- und Absteigeoperatoren lassen sich somit die zu |n〉 benachbarten
Zustände und Energien in auf- bzw. absteigender Richtung konstruieren,
und man erhält auf diese Weise einen vollständigen diskreten Satz von
Eigenzuständen mit den zugehörigen Energien.
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• Sämtliche Energieeigenwerte sind positiv:

En = 〈n| H |n 〉 = h̄ω

(
1
2

+
〈
n| A†A |n〉)

= h̄ω

(
1
2

+
∑
m

〈
n| A† |m〉 〈m|A |n 〉

)

= h̄ω

(
1
2

+
∑
m

| 〈m|A |n 〉 |2
)

> 0 .

• Sei |0〉 der Zustand mit dem kleinsten Energieeigenwert E0 = h̄ω/2 (Null-
punktsenergie), dann muß offensichtlich gelten:

A |0〉 = 0 .

In der Ortsdarstellung ergibt sich hieraus die Differentialgleichung

1√
2h̄

(√
mωx +

h̄√
mω

d
dx

)
Ψ0(x) = 0 ,

deren normierte Lösung durch

Ψ0(x) =

√
b

π1/4 e− b2
2 x2

, b2 =
mω

h̄

gegeben ist.

• Mit

A† |n〉 = αn+1 |n + 1〉 , A |n〉 = βn−1 |n − 1〉
finden wir für die Koeffizienten

|αn+1|2 =
〈
n| AA† |n〉

= 〈n| N + 1 |n 〉 = n + 1

|βn−1|2 =
〈
n| A†A |n〉

= 〈n| N |n 〉 = n .

Hierbei können etwaige Phasen vernachlässigt werden, so daß folgt:

|n + 1〉 =
1√

n + 1
A† |n〉 , |n − 1〉 =

1√
n

A |n〉 .

Die Iteration der ersten Beziehung führt zu der Gleichung

|n〉 =
1√
n!

(A†)n |0〉 , n ∈ N .

Diese geht im Ortsraum über in

Ψn(x̂) =
1√
2nn!

(
x̂ − d

dx̂

)n

Ψ0(x̂) , x̂ =
√

mω

h̄
x .
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Zusammenfassung

• Eindimensionale Systeme sind aufgrund ihrer Einfachheit besonders ge-
eignet, die wesentlichen Eigenschaften der Quantentheorie zu studieren.
Es zeigt sich z.B., daß die Breite eines Teilchenwellenpaketes mit der Zeit
zunimmt; das Wellenpaket ”zerfließt“.

• Läuft ein Teilchenwellenpaket auf eine Potentialstufe zu, dann hängt sein
Verhalten in folgender Weise von seiner Energie ab: Ist seine Energie
größer als das Potential, dann wird ein Teil des Wellenpaketes reflek-
tiert (Reflexionskoeffizient R), während der andere transmittiert wird
(Transmissionskoeffizient T ). Ist dagegen die Energie des einlaufen-
den Wellenpaketes kleiner, dann findet keine Transmission statt (T = 0).
Trotzdem dringt auch hier das Wellenpaket in den klassisch verbote-
nen Bereich ein. Im allgemeinen reicht es zur Berechnung von R und
T aus, sich auf die statischen Lösungen mit ihren im ganzen Raum
ausgedehnten Ortswellenfunktionen zu beschränken, da sie reale experi-
mentelle Situationen (kleine Impulsunschärfe) gut approximieren.

• Beim Studium des Potentialkastens ergeben sich je nach Teilchenener-
gie zwei Klassen von Lösungen. Ist die Teilchenenergie größer als das
Potential, dann erhält man ungebundene Zustände (kontinuierliches
Spektrum), die wieder reflektierte und transmittierte Anteile enthal-
ten. Ist die Teilchenenergie kleiner, dann ergeben sich nur für bestimmte
Werte der Teilchenenergie gebundene Zustände (diskretes Spektrum).

• Der harmonische Oszillator ist ein Beispiel dafür, daß sich manche Pro-
bleme auch darstellungsfrei und somit sehr elegant lösen lassen.

Anwendungen

40. Potentialwall. Ein eindimensionales Teilchen der Masse m und der
Energie E werde von x = −∞ kommend auf den Potentialwall

V (x) =

{
V0 für −a ≤ x ≤ a

0 sonst

}
, V0 > 0

geschossen (Abb. 3.5). Man berechne den Transmissionskoeffizienten T für
die beiden Fälle 0 ≤ E ≤ V0 und E > V0.

Lösung. Die stationäre Schrödinger-Gleichung für das vorliegende Problem
lautet

d2Ψ

dx2 = [U(x) − ε]Ψ(x) , U(x) =
2mV (x)

h̄2 , ε =
2mE

h̄2

und wird gelöst durch den Ansatz
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x−a a

V0

V

I II III

Abb. 3.5. Eindimensionaler Potentialwall

ΨI(x) = Aeiκ1x + Be−iκ1x , κ1 =
√

ε

ΨII(x) = Ceiκ2x + De−iκ2x , κ2 =
√

ε − U0

ΨIII(x) = Eeiκ1x .

Dieser ist formgleich zum Ansatz (3.25) für den ungebundenen Fall des Po-
tentialkastens, wenn man dort die Ersetzung

k1 −→ κ1 , k2 −→ κ2

vornimmt. Wir können den dortigen Transmissionskoeffizienten unmittelbar
übernehmen und erhalten:

1.Fall: ε ≥ U0.

T =
4ε(ε − U0)

4ε(ε − U0) + U2
0 sin2(2a

√
ε − U0)

.

2.Fall: 0 ≤ ε < U0.

T =
4ε(U0 − ε)

4ε(U0 − ε) + U2
0 sinh2(2a

√
U0 − ε)

.

Beim ersten Fall nähert sich der Transmissionskoeffizient für ε � U0 der Eins.
Für die speziellen Energiewerte

ε = U0 +
(nπ

2a

)2
, n = 1, 2, . . .

ist T exakt gleich Eins, d.h. es findet keine Reflexion statt. Im zweiten Fall
sinkt T bei vorgegebener Energie ε erwartungsgemäß mit wachsender Poten-
tialhöhe U0 und Potentialbreite a.

41. δ-Potential. Man betrachte ein eindimensionales Teilchen der Masse m
und der Energie E, das von x = −∞ kommend auf das δ-Potential

V (x) = V0δ(x − x0)

zuläuft. Wie lauten die Lösungen der zugehörigen Schrödinger-Gleichung?
Man zeige, daß für V0 < 0 genau ein gebundener Zustand existiert.
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Lösung. Die Schrödinger-Gleichung lautet
d2Ψ

dx2 = [U(x) − ε]Ψ(x) , U(x) = U0δ(x − x0) , (3.26)

mit

U0 =
2mV0

h̄2 , ε =
2mE

h̄2 .

Da wir es hier mit einer unendlichen Unstetigkeit an der Stelle x0 zu tun
haben, müssen die ersten Ableitungen der Wellenfunktionen der Bereiche I
(x < x0) und II (x ≥ x0) folgender Bedingung genügen, die sich aus (3.26)
ergibt:

Ψ ′(x0 + δ) − Ψ ′(x0 − δ) =

x0+δ∫
x0−δ

dx
d
dx

Ψ ′(x)

= U0

x0+δ∫
x0−δ

dxδ(x − x0)Ψ(x) − ε

x0+δ∫
x0−δ

dxΨ(x)

=⇒ Ψ ′(x0 + δ) − Ψ ′(x0 − δ) = U0Ψ(x0) .

Für ε ≥ 0 lautet der Lösungsansatz

ΨI(x) = Aeikx + Be−ikx , k =
√

ε

ΨII(x) = Ceikx .

Die Konstanten ergeben sich aus den Stetigkeitsbedingungen

Aeikx0 + Be−ikx0 = Ceikx0

ik(Ceikx0 − Aeikx0 + Be−ikx0) = U0Ceikx0

zu

B = A
U0e2ikx0

2ik − U0
, C = A

2ik
2ik − U0

,

woraus für den Transmissions- und Reflexionskoeffizienten folgt:

T =
∣∣∣∣CA

∣∣∣∣2 =
4k2

4k2 + U2
0

, R = 1 − T =
U2

0

4k2 + U2
0

.

Ist U0 < 0, dann sind auch gebundene Zustände (ε < 0) denkbar. Hierfür
lautet der physikalisch sinnvolle Ansatz

ΨI(x) = Aekx , k =
√−ε

ΨII(x) = Be−kx .

Die zugehörigen Stetigkeitsbedingungen führen hier zu den Gleichungen

B = Ae2kx0 , B = −A
ke2kx0

U0 + k
,

die offensichtlich nur für k = −U0/2 gleichzeitig lösbar sind. Das heißt es gibt
nur einen einzigen gebundenen Zustand.
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3.4 Quantenmechanische Drehimpulse

Viele dreidimensionale quantenmechanische Probleme sind zentralsymme-
trisch und lassen sich daher am einfachsten in der polaren Ortsdarstellung
lösen, in der die kartesischen Koordinaten durch Kugelkoordinaten ausge-
drückt werden. Dabei spielt der Begriff des quantenmechanischen Drehimpul-
ses eine überaus wichtige Rolle. Zur Vorbereitung auf folgende Abschnitte,
die sich mit der dreidimensionalen Schrödinger-Gleichung beschäftigen, wol-
len wir nun den Drehimpuls etwas näher betrachten. Uns interessiert hierbei
vor allem die Lösung des Eigenwertproblems sowie die Addition bzw. Kopp-
lung von Drehimpulsoperatoren.

3.4.1 Allgemeine Eigenschaften

Der quantenmechanische Drehimpulsoperator ist seiner klassischen Definition
entsprechend gegeben durch

L = X × P

und besitzt in der kartesischen Ortsdarstellung die Komponenten

Lx = −ih̄
(

y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)
Ly = −ih̄

(
z

∂

∂x
− x

∂

∂z

)
Lz = −ih̄

(
x

∂

∂y
− y

∂

∂x

)
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.27)

Man erhält hieraus z.B. die Vertauschungsrelationen

[Lx,Ly] = ih̄Lz, , [Lz,Lx] = ih̄Ly, , [Ly,Lz] = ih̄Lx

und allgemein

[Li,Lj ] = ih̄εijkLk .

Wie später gezeigt wird, gibt es neben L noch andere Operatoren, die
ebenfalls diesen Vertauschungsrelationen genügen. Wir wollen deshalb den
Drehimpuls-Begriff allgemeiner fassen und definieren:

Definition: Drehimpuls J

Ein hermitescher Vektoroperator J heißt Drehimpuls, falls seine Kompo-
nenten der Kommutatoralgebra

[J i,J j ] = ih̄εijkJk , [J i,J
2] = 0 (3.28)

genügen. Letztere Beziehung folgt dabei automatisch aus der ersten.
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Dementsprechend ist der soeben eingeführte Drehimpuls L als ein Spezialfall
anzusehen. Wir werden ihn im weiteren Verlauf mit Bahndrehimpuls bezeich-
nen.

Aufgrund der Hermitezität von J (und damit seiner Komponenten) gilt
für das Normquadrat der Zustandsvektors J i |ψ〉

0 ≤ 〈ψJ i|J iψ〉 =
〈
ψ|J2

i |ψ 〉
.

Das heißt die Operatoren J2
i besitzen nur nichtnegative Eigenwerte und somit

auch J2. Da die Drehimpulskomponenten J i mit J2 vertauschen, existiert
ein System von gemeinsamen Eigenvektoren von J2 und einem der Kom-
ponenten, z.B. Jz. Ohne Beweis setzen wir voraus, daß dieses Basissystem
vollständig ist (sonst wäre J keine Observable). Wir fassen nun die Lösung
des Eigenwertproblems von J2 und Jz im folgenden Satz zusammen, der
direkt im Anschluß bewiesen wird:

Satz 3.16: Eigenwertproblem des Drehimpulsoperators J

Bezeichnen |j, m〉 die Vektoren der gemeinsamen Eigenbasis von J2 und
Jz, so können die zugehörigen Eigenwertgleichungen in der Form

J2 |j, m〉 = h̄2j(j + 1) |j, m〉 , Jz |j, m〉 = h̄m |j, m〉
geschrieben werden. Es gilt dann:

1. Die möglichen Werte für die Quantenzahl j von J2 sind

j = 0,
1
2
, 1,

3
2
, 2, . . . .

2. Die möglichen Werte für die Quantenzahl m von Jz sind

m = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j .

Das heißt j ist (2j + 1)-fach entartet.

3. Geht man davon aus, daß die Zustände |j, j〉 und |j,−j〉 auf Eins nor-
miert sind (sie beschreiben die Zustände, deren Drehimpulse in bzw.
gegen die z-Richtung orientiert sind), dann ergeben sich die normierten
Zustände mit den Quantenzahlen (j, m) zu

|j, m〉 = h̄m−j

√
(j + m)!

(2j)!(j − m)!
J j−m

− |j, j〉

= h̄−m−j

√
(j − m)!

(2j)!(j + m)!
J j+m

+ |j,−j〉 ,

mit

J+ = Jx + iJy , J− = J†
+ = Jx − iJy .
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Beweis.

Zu 2. Für die Operatoren J+ und J− gelten die Relationen

[Jz,J±] = ±h̄J± , [J+,J−] = 2h̄Jz , [J2,J±] = 0

und

J2 =
1
2

(J+J− + J−J+) + J2
z

J+J− = J2 − J2
z + h̄Jz

J−J+ = J2 − J2
z − h̄Jz .

Somit folgt

〈j, m|J−J+ |j, m 〉 = h̄2(j − m)(j + m + 1) 〈j, m| j, m〉
〈j, m|J+J− |j, m 〉 = h̄2(j + m)(j − m + 1) 〈j, m| j, m〉 .

⎫⎬
⎭ (3.29)

Diese Ausdrücke sind gerade das Normquadrat der Zustände J+ |j, m〉 bzw.
J− |j, m〉 und somit nichtnegativ. Hieraus ergibt sich für m die Beschränkung

−j ≤ m ≤ j . (3.30)

Die Anwendung von J2 und Jz auf die Zustände J+ |j, m〉 und J− |j, m〉
liefert

J2J+ |j, m〉 = J+J2 |j, m〉 = h̄2j(j + 1)J+ |j, m〉
JzJ+ |j, m〉 = (J+Jz + h̄J+) |j, m〉 = h̄(m + 1)J+ |j, m〉

und

J2J− |j, m〉 = h̄2j(j + 1)J− |j, m〉
JzJ− |j, m〉 = h̄(m − 1)J− |j, m〉 .

Ist also |j, m〉 Eigenzustand von J2 und Jz mit den Eigenwerten h̄2j(j + 1)
und h̄m, dann sind J± |j, m〉 Eigenzustände mit den Eigenwerten h̄2j(j +1)
und h̄(m ± 1). J+ und J− können also wie im Fall des harmonischen
Oszillators (Unterabschn. 3.3.5) als Auf- und Absteigeoperatoren interpre-
tiert werden, die durch Anwendung auf einen bekannten Zustand |j, m〉 alle
weiteren, zur Quantenzahl j gehörenden Zustände |j,−j〉 , |j,−j + 1〉 , . . . ,
|j, j − 1〉 , |j, j〉 liefern, wobei die Beschränkung (3.30) zu den Bedingungen

J+ |j, j〉 = 0 , J− |j,−j〉 = 0

führt.

Zu 1. Die möglichen Werte von j ergeben sich durch folgende Überlegung:
Die p-fache Anwendung von J+ auf |j, m〉 liefert den Zustand |j, j〉 , d.h.
m + p = j, während die q-fache Anwendung von J− auf |j, m〉 zum Zustand
|j,−j〉 führt, also m − q = −j. Hieraus folgt, daß die Summe der nichtnega-
tiven ganzen Zahlen p und q, also
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p + q = j − m + j + m = 2j

ebenfalls nichtnegativ und ganz ist, woraus sich die in 1. genannte Be-
schränkung ergibt.

Zu 3. Aus (3.29) ergibt sich

J+ |j, m〉 = h̄
√

(j − m)(j + m + 1) |j, m + 1〉
J− |j, m〉 = h̄

√
(j + m)(j − m + 1) |j, m − 1〉 .

⎫⎬
⎭ (3.31)

Durch Iteration dieser Beziehungen folgt die 3. Behauptung.

3.4.2 Bahndrehimpuls

Ausgehend von den vorherigen Betrachtungen wird nun das Eigenwertpro-
blem des eingangs eingeführten Bahndrehimpulsoperators L in der polaren
Ortsdarstellung behandelt. Unter Einführung von Kugelkoordinaten r, ϕ, θ,

x = r cos ϕ sin θ , y = r sin ϕ sin θ , z = r cos θ ,

erhält man aus den Gleichungen (3.27) nach einiger Rechnung für die Kom-
ponenten von L

Lx = ih̄
(

sin ϕ
∂

∂θ
+ cos ϕ cot θ

∂

∂ϕ

)

Ly = ih̄
(

− cos ϕ
∂

∂θ
+ sin ϕ cot θ

∂

∂ϕ

)

Lz = −ih̄
∂

∂ϕ
.

Hieraus ergibt sich

L2 = −h̄2
(

1
sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1
sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)

L± = Lx ± iLy = h̄e±iϕ
(

± ∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂ϕ

)
. (3.32)

Aufgrund der Bedeutung des Bahndrehimpulses wollen wir auch hier die Er-
gebnisse des Eigenwertproblems von L2 und Lz in übersichtlicher Form vor-
anstellen und anschließend begründen:

Satz 3.17: Eigenwertproblem des Bahndrehimpulses L
in der polaren Ortsdarstellung

Die Lösungen des Eigenwertproblems

L2Yl,m(θ, ϕ) = h̄2l(l + 1)Yl,m(θ, ϕ)

LzYl,m(θ, ϕ) = h̄mYl,m(θ, ϕ)
�
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sind die Kugelflächenfunktionen

Yl,m(θ, ϕ) =
(−1)l

2ll!

√
(2l + 1)!

4π

√
(l + m)!

(2l)!(l − m)!

×eimϕ sin−m θ
dl−m

d(cos θ)l−m
sin2l θ .

Sie bilden ein vollständiges Orthonormalsystem von quadratintegrablen
Funktionen auf der Einheitskugel,∫

Y ∗
l,m(θ, ϕ)Yl′,m′(θ, ϕ)dΩ = δll′δmm′ ,

wobei das im Skalarprodukt auftretende Integrationsmaß das Kugelflächen-
element

dΩ = dϕ sin θdθ

bezeichnet. Die Quantenzahlen l (Orbitalquantenzahl) und m (magnetische
Quantenzahl) sind auf die ganzzahligen Werte

l = 0, 1, 2, . . . , m = −l, . . . , l

beschränkt.

Beweis. Wegen der Gestalt von Lz ist Yl,m notwendigerweise von der Form

Yl,m(θ, ϕ) = fl,m(θ)eimϕ ,

wobei m und damit auch l ganzzahlig sein müssen, um Eindeutigkeit von
Yl,m(θ, ϕ) gegenüber der Ersetzung ϕ → ϕ+2π zu gewährleisten. Für die Ei-
genfunktion mit der größten m-Quantenzahl m = l muß offensichtlich gelten:

L+Yl,l(θ, ϕ) = 0 ,

woraus sich unter Verwendung von (3.32) die Differentialgleichung(
∂

∂θ
− l cot θ

)
fl,l(θ) = 0

ergibt. Ihre Lösung ist gegeben durch

fl,l(θ) = cl sinl θ .

Der Betrag der Konstante cl folgt aus der Normierungsbedingung

1 =

2π∫
0

dϕ

π∫
0

dθ sin θY ∗
l,l(θ, ϕ)Yl,l(θ, ϕ) = 2π|cl|2

π∫
0

dθ sin2l+1 θ

=⇒ |cl| =
1√
4π

√
(2l + 1)!
2ll!

.
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Alle weiteren, zur Orbitalquantenzahl l gehörenden Eigenfunktionen ergeben
sich nach Satz 3.16 zu

Yl,m(θ, ϕ) = h̄m−l

√
(l + m)!

(2l)!(l − m)!
Ll−m

− Yl,l(θ, ϕ) ,

und man erhält nach Ausführen der Rechnungen die in Satz 3.17 angegebenen
Kugelflächenfunktionen, wenn die Phase von cl konventionsgemäß so gewählt
wird, daß

cl

|cl| = (−1)l .

Einige Eigenschaften der Kugelflächenfunktionen, sind in Abschn. A.6 ange-
geben.

3.4.3 Spin

Wie in Unterabschn. 3.6.3 dargelegt wird, ist es notwendig, den meisten quan-
tenmechanischen Teilchen einen neuen Freiheitsgrad zuzuordnen, den sog.
Spin. Da er kein klassisches Gegenstück besitzt, ist es nicht möglich, seine
Form aus dem dritten quantenmechanischen Postulat abzuleiten. Vielmehr
geschieht seine Einführung rein intuitiv und durch experimentelle Erfahrung.
Es zeigt sich, daß der Spin als ein intrinsischer Drehimpuls (Eigendrehung)
eines Teilchens aufgefaßt werden kann und als solcher ebenfalls der Drehim-
pulsalgebra (3.28) genügt. Darüber hinaus ist er von allen anderen Freiheits-
graden eines Teilchens entkoppelt; der Spin kommutiert mit allen anderen
dynamischen Größen.

Wir beschränken uns im folgenden auf die Diskussion des Eigenwertpro-
blems eines Elektronspinoperators S, dessen Quantenzahlen s und ms auf die
Werte s = 1/2, ms = ±1/2 festgelegt sind. Die entsprechenden Folgerungen
für Spins anderer Teilchen mit größeren Quantenzahlen lassen sich problemlos
hieraus ableiten (siehe Anwendung 42). Der Elektronspinoperator besitzt ge-
nau zwei Basiszustände, die zu den Quantenzahlen (s = 1/2, ms = 1/2) und
(s = 1/2, ms = −1/2) gehören. Der Einfachheit halber bezeichnen wir sie mit
|+〉 (Spin oben) und |−〉 (Spin unten):∣∣∣∣ 1

2
,
1
2

〉
= |+〉 ,

∣∣∣∣ 1
2
,−1

2

〉
= |−〉 .

Sie erfüllen per definitionem die Eigenwertgleichungen

S2 |±〉 =
3h̄2

4
|±〉 , Sz |±〉 = ± h̄

2
|±〉 .

Geht man zur Matrixdarstellung über, in der die Spinzustände |+〉 und |−〉
durch die Spaltenvektoren (Spinoren)

χ(+) =
(

1
0

)
, χ(−) =

(
0
1

)
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repräsentiert werden, so sind die beschreibenden Matrizen von S2 und Sz

gegeben durch

S2 =
3h̄2

4
I , Sz =

h̄

2

(
1 0
0 −1

)
,

wobei I die 2×2-Einheitsmatrix bezeichnet. Die Komponenten Sx und Sy

ergeben sich aus den Auf- und Absteigeoperatoren S±, die nach (3.31) in
folgender Weise auf die Basiszustände wirken:

S+χ(+) = 0 , S+χ(−) = h̄χ(+) =⇒ S+ = h̄

(
0 1
0 0

)

S−χ(+) = h̄χ(−) , S−χ(−) = 0 =⇒ S− = h̄

(
0 0
1 0

)
.

Hieraus folgt

Sx =
1
2
(S+ + S−) =

h̄

2

(
0 1
1 0

)
, Sy =

1
2i

(S+ − S−) =
h̄

2

(
0 −i
i 0

)
.

In der Matrixdarstellung ist es üblich, den Elektronspinoperator in der Weise

S =
h̄

2
σ

zu schreiben, wobei sich σ aus den Pauli-Matrizen zusammensetzt:

σx =
(

0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
.

Einige ihrer Eigenschaften sind

[σi,σj ] = 2iεijkσk , {σi,σj} = 2Iδij , σ2
i = I .

3.4.4 Addition von Drehimpulsen

Als nächstes betrachten wir das Eigenwertproblem einer Summe von zwei
Drehimpulsoperatoren

J = J1 + J2 , Jz = J1z + J2z ,

wobei J1 bzw. J2 den Drehimpuls des Systems 1 bzw. 2 bedeuten, aus denen
das gesamte zu untersuchende System bestehe. Die gemeinsame Eigenbasis
der simultan kommutierenden Operatoren J2

1,J1z,J
2
2,J2z setzt sich aus den

tensoriellen Produkten der Eigenzustände von J2
1,J1z und J2

2,J2z zusam-
men:

|j1m1〉 ⊗ |j2, m2〉 = |j1, m1; j2, m2〉 .

Andererseits bilden die Operatoren J2
1,J

2
2,J

2,Jz ebenfalls einen vollständi-
gen Satz kommutierender Observablen, so daß man eine Eigenbasis die-
ser Operatoren konstruieren kann, deren Elemente wir mit |j1, j2, J, M〉
bezeichnen.9 Sie erfüllen die Eigenwertgleichungen
9 Man beachte das Semikolon in den Produktbasiszuständen. Dies erleichtert die

Unterscheidung zwischen der Produktbasis und der Gesamtdrehimpulsbasis.
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J2
1 |j1, j2, J, M〉 = h̄2j1(j1 + 1) |j1, j2, J, M〉

J2
2 |j1, j2, J, M〉 = h̄2j2(j2 + 1) |j1, j2, J, M〉

J2 |j1, j2, J, M〉 = h̄2J(J + 1) |j1, j2, J, M〉
Jz |j1, j2, J, M〉 = h̄M |j1, j2, J, M〉 , M = m1 + m2 .

Aus den Überlegungen des letzten Unterabschnittes schließen wir, daß bei
gegebenem j1 und j2 die Quantenzahl J nur die Werte

J = |j1 − j2|, . . . , j1 + j2 − 1, j1 + j2

annehmen kann, während M auf die Werte

M = m1 + m2 = −J, . . . , J − 1, J

beschränkt ist. Dies wird durch folgende Dimensionsbetrachtung unterstützt:
Die Anzahl der Eigenproduktzustände beträgt (2j1 + 1)(2j2 + 1), und sie ist
gleich der Zahl der Eigenzustände zum Gesamtdrehimpuls:10

j1+j2∑
J=j1−j2

(2J + 1) =
2j2∑
n=0

[2(j1 − j2 + n) + 1] = (2j1 + 1)(2j2 + 1) .

Die Vollständigkeit der Produktbasis erlaubt eine Entwicklung der Gesamt-
drehimpulseigenzustände nach diesen:

|j1, j2, J, M〉 =
∑

m1,m2

|j1, m1; j2, m2〉 〈j1, m1; j2, m2| j1, j2, J, M〉 . (3.33)

Die Entwicklungskoeffizienten

〈j1, m1; j2, m2| j1, j2, J, M〉 = 〈j1, m1; j2, m2|J, M〉
sind die Clebsch-Gordan-(CG-)Koeffizienten oder Vektoradditionskoeffizien-
ten.11 Einige ihrer Eigenschaften sind:

1. 〈j1, m1; j2, m2|J, M〉 �= 0 =⇒ |j1 − j2| ≤ J ≤ j1 + j2.

2. 〈j1, m1; j2, m2|J, M〉 �= 0 =⇒ M = m1 + m2.

3. Die CG-Koeffizienten sind konventionsgemäß reell.

4. 〈j1, m1; j2, m2|J, J〉 ist konventionsgemäß positiv.

5. 〈j1, m1; j2, m2|J, M〉 = (−1)j1+j2−J 〈j1,−m1; j2,−m2|J,−M〉.
6. Als die Koeffizienten einer unitären Transformation genügen die CG-

Koeffizienten den Orthogonalitätsrelationen∑
m1,m2

〈j1, m1; j2, m2|J, M〉 〈j1, m1; j2, m2|J ′, M ′〉 = δJJ′δMM ′

10 Ohne Beschränkung der Allgemeinheit nehmen wir hier an, daß j1 ≥ j2.
11 Da die Indizes j1 und j2 im Bravektor auftreten, können sie im Ketvektor un-

terdrückt werden.
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J,M

〈j1, m1; j2, m2|J, M〉 〈j1, m
′
1, j2, m

′
2|J, M〉 = δm1m′

1
δm2m′

2
.

Die explizite Berechnung der CG-Koeffizienten ist i.a. sehr aufwendig. In
einigen einfachen Fällen läßt sich jedoch die Linearkombination (3.33) direkt
bestimmen (siehe nächster Unterabschnitt). Hierzu beachte man, daß der
Zustand mit den Quantenzahlen J = j1 + j2, M = J gegeben ist durch

|j1, j2, j1 + j2, j1 + j2〉 = |j1, j1; j2, j2〉 ,

denn unter Verwendung von

J2 = J2
1 + J2

2 + 2J1zJ2z + J1+J2− + J1−J2+

gilt

J2 |j1, j2, J, J〉 = h̄2(j1(j1 + 1) + j2(j2 + 1) + 2j1j2) |j1, j1; j2, j2〉
= h̄2J(J + 1) |j1, j2, J, J〉

und

Jz |j1, j2, J, J〉 = h̄(j1 + j2) |j1, j1; j2, j2〉 = h̄J |j1, j2, J, J〉 .

Durch Anwendung des Absteigeoperators J− = J1− + J2− erhält man die
übrigen Zustände |j1, j2, J, J − 1〉 , . . . , |j1, j2, J,−J〉 . Der Zustand
|j1, j2, j1 + j2 − 1, j1 + j2 − 1〉 ergibt sich nun eindeutig aus seiner Ortho-
gonalität zu |j1, j2, j1 + j2, j1 + j2 − 1〉 zusammen mit obiger CG-Phasen-
bedingung unter Punkt 4. Hieraus lassen sich mit Hilfe von J− wieder alle
übrigen Zustände mit J = j1 + j2 − 1 konstruieren usw.

Satz 3.18: Addition von Drehimpulsen

Seien J1 und J2 zwei Drehimpulsoperatoren eines Teilchens, J = J1 + J2
und Jz = J1z + J2z der Gesamtdrehimpuls bzw. dessen z-Komponente.
Dann besitzen die Operatoren J2

1,J
2
2,J

2,Jz ein gemeinsames vollständiges
Basissystem. Seine Elemente |j1, j2, J, M〉 lassen sich nach den vollständi-
gen Produktbasiszuständen |j1, m1; j2, m2〉 von J2

1,J1z und J2
2,J2z in der

Weise

|j1, j2, J, M〉 =
∑

m1,m2

|j1, m1; j2, m2〉 〈j1, m1; j2, m2|J, M〉︸ ︷︷ ︸
CG-Koeffizienten

entwickeln. Bei gegebenem j1 und j2 sind die Gesamtdrehimpulsquanten-
zahlen auf die Werte

J = |j1 − j2|, . . . , j1 + j2 , M = m1 + m2 = −J, . . . , J

beschränkt.
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3.4.5 Spin-Bahn- und Spin-Spin-Kopplung

Zwei nützliche Anwendungsbeispiele zur Addition von Drehimpulsen, die wir
im folgenden besprechen, sind die Kopplung des Bahndrehimpulses mit dem
Elektronspin sowie die Kopplung zweier Elektronspins. Wir werden auf sie
u.a. bei der Diskussion des realen Wasserstoffatoms in den Unterabschnitten
3.7.3 bis 3.7.5 zurückgreifen.

Spin-Bahn-Kopplung. Man betrachte das Eigenwertproblem des Gesamt-
drehimpulses

J = L + S , Jz = Lz + Sz ,

der sich aus dem Bahndrehimpuls L und dem Elektronspin S eines Teil-
chens zusammensetzt. Die Quantenzahlen von L, S und J seien durch (l, m),
(s = 1/2, ms = ±1/2) und (J, M) gegeben. Offensichtlich gibt es zu jedem
l > 0 nur zwei mögliche Werte für J , nämlich J = l ± 1/2. Da ms nur
die Werte ±1/2 annehmen kann, setzt sich jeder Vektor der Gesamtdrehim-
pulsbasis aus genau zwei Produktbasisvektoren zusammen. Sie lauten unter
Verwendung der Spinbasis-Notation

∣∣ 1
2 ,± 1

2

〉
= |±〉∣∣∣∣ l, 1

2
, l +

1
2
, M

〉
= α

∣∣∣∣ l, M − 1
2
; +

〉
+ β

∣∣∣∣ l, M +
1
2
; −

〉
∣∣∣∣ l, 1

2
, l − 1

2
, M

〉
= α′

∣∣∣∣ l, M − 1
2
; +

〉
+ β′

∣∣∣∣ l, M +
1
2
; −

〉
,

wobei M halbzahlig ist. Die Orthonormalitätsbedingungen dieser Zustände
liefern drei Bestimmungsgleichungen für die Entwicklungskoeffizienten:

α2 + β2 = 1
α′2 + β′2 = 1

αα′ + ββ′ = 0 .

Eine 4. Bedingung ergibt sich z.B. aus

J2
∣∣∣∣ l, 1

2
, l +

1
2
, M

〉
= h̄2

(
l +

1
2

)(
l +

3
2

) ∣∣∣∣ l, 1
2
, l +

1
2
, M

〉
zu

β

α
=

√
l + 1

2 − M

l + 1
2 + M

,

wobei

J2 = L2 + S2 + 2LzSz + L+S− + L−S+ .

Unter Berücksichtigung der CG-Phasenkonventionen folgt schließlich
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2
, l ± 1

2
, M

〉
=

1√
2l + 1

(
±
√

l +
1
2

± M

∣∣∣∣ l, M − 1
2
; +

〉

+

√
l +

1
2

∓ M

∣∣∣∣ l, M +
1
2
; −

〉)
. (3.34)

Diese Gleichung ist auch für l = 0 =⇒ J = 1/2 richtig. Man hat dann∣∣∣∣0,
1
2
,
1
2
,
1
2

〉
= |0, 0; +〉 ,

∣∣∣∣0,
1
2
,
1
2
,−1

2

〉
= |0, 0; −〉 .

Spin-Spin-Kopplung. Die Situation wird noch einfacher, wenn man sich
auf den Gesamtspin

S = S1 + S2 , Sz = S1z + S2z

zweier Elektronspins S1 und S2 (s1,2 = 1/2, m1,2 = ±1/2) beschränkt. Für
die Gesamtdrehimpulsquantenzahlen S und M gibt es offensichtlich nur die
Möglichkeiten

S = 0 =⇒ M = 0 oder S = 1 =⇒ M = −1, 0, 1 ,

und man erhält folgende Entwicklung der Gesamtspinbasis nach den Pro-
duktspinzuständen:∣∣∣∣ 1

2
,
1
2
, 1, 1

〉
= |+; +〉∣∣∣∣ 1

2
,
1
2
, 1, 0

〉
=

1√
2

(|+;−〉 + |−; +〉 )∣∣∣∣ 1
2
,
1
2
, 1,−1

〉
= |−; −〉∣∣∣∣ 1

2
,
1
2
, 0, 0

〉
=

1√
2

(|+;−〉 − |−; +〉 ) .

Zusammenfassung

• Hermitesche Operatoren J , die einer bestimmten Kommutatoralgebra
genügen, nennt man Drehimpulse. Zu J2 und Jz existiert ein ge-
meinsames Eigenbasissystem |j, m〉 , mit j = 0, 1/2, 1, 3/2, . . . und
m = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j.

• Ein spezieller Drehimpuls ist der Bahndrehimpuls L. In der Ortsdar-
stellung sind die Eigenzustände | l, m〉 von L2 und Lz durch die Ku-
gelflächenfunktionen Yl,m, l ganzzahlig, gegeben. Der Elektronspin
S ist ein weiterer Drehimpuls mit nur zwei Einstellungen: s = 1/2,
ms = ±1/2. In der Matrixdarstellung werden die Eigenzustände von
S2 und Sz durch Spinoren beschrieben.

�
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• Bei der Addition zweier Drehimpulse, J = J1 + J2, setzt sich eine Ba-
sis aus den tensoriellen Produkten der Eigenzustände von J2

1,J1z und
J2

2,J2z zusammen. Eine andere Basis (Gesamtdrehimpulsbasis) bil-
den die Eigenzustände von J2

1,J
2
2,J

2,J2
z. Beide Basen sind über eine

unitäre Transformation (Clebsch-Gordan-Koeffizienten) miteinan-
der verbunden. Die Quantenzahlen J, M von J2 und Jz sind auf die
Werte J = |j1 − j2|, . . . , j1 + j2, M = m1 + m2 = −J, . . . , J festgelegt.

Anwendungen

42. Spin-1-Algebra. Wie lauten die Komponenten eines s=1-Spinopera-
tors S in der Matrixdarstellung, wenn seine Eigenzustande |1, 1〉 , |1, 0〉 und
|1,−1〉 durch die Vektoren

χ(+) =

⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠ , χ(0) =

⎛
⎝ 0

1
0

⎞
⎠ bzw. χ(−) =

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠

dargestellt werden?

Lösung. Die verschiedenen Komponenten von S werden in der Matrixdar-
stellung durch hermitesche 3×3-Matrizen beschrieben, wobei die Wirkung
von S2 und Sz auf die Basiszustände per definitionem gegeben ist durch

S2χ(+) = 2h̄2χ(+) , S2χ(0) = 2h̄2χ(0) , S2χ(−) = 2h̄2χ(−)

Szχ(+) = h̄χ(+) , Szχ(0) = 0 , Szχ(−) = −h̄χ(−) .

Man erhält hieraus

S2 = 2h̄2I , Sz = h̄

⎛
⎝ 1 0 0

0 0 0
0 0 −1

⎞
⎠ ,

wobei I die 3×3-Einheitsmatrix bezeichnet. Die entsprechenden Matrizen für
Sx und Sy erhält man aus den Auf- und Absteigeoperatoren S+ und S−,
die nach (3.31) in folgender Weise auf die Basiszustände operieren:

S+χ(+) = 0 , S+χ(0) =
√

2h̄χ(+) , S+χ(−) =
√

2h̄χ(0)

=⇒ S+ =
√

2h̄

⎛
⎝ 0 1 0

0 0 1
0 0 0

⎞
⎠

und

S−χ(+) =
√

2h̄χ(0) , S−χ(0) =
√

2h̄χ(−) , S−χ(−) = 0
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=⇒ S− =
√

2h̄

⎛
⎝ 0 0 0

1 0 0
0 1 0

⎞
⎠ .

Somit folgt

Sx =
1
2
(S+ + S−) =

h̄√
2

⎛
⎝ 0 1 0

1 0 1
0 1 0

⎞
⎠

Sy =
1
2i

(S+ − S−) =
h̄√
2

⎛
⎝ 0 −i 0

i 0 −i
0 i 0

⎞
⎠ .

43. Zeitliche Entwicklung eines Spin-1/2-Systems. Wie in Unterab-
schn. 3.6.3 gezeigt wird, lautet der Hamilton-Operator für die Wechselwir-
kung des Spins S eines Elektrons der Ladung e und der Masse me mit einem
äußeren Magnetfeld B

H = − e

mec
SB .

Man betrachte ein lokalisiertes Elektron, dessen einziger Freiheitsgrad sein
Spin ist. Dieses Teilchen befinde sich zur Zeit t = 0 in einem Eigenzustand
von Sx mit dem Eigenwert h̄/2. Zu diesem Zeitpunkt wird ein Magnetfeld
B = Bez eingeschaltet, in dem das Teilchen während der Zeitspanne T
präzedieren kann. Danach wird das Magnetfeld instantan in die y-Richtung
gedreht: B = Bey. Nach wiederum einer Zeitspanne T wird eine Messung von
Sx ausgeführt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird der Wert h̄/2 gefunden?

Lösung. In der Matrixdarstellung läßt sich die zeitliche Entwicklung des
Elektrons durch den Spinor

ψ(t) = ψ+(t)χ(+) + ψ−(t)χ(−) =
(

ψ+(t)
ψ−(t)

)
beschreiben, mit

χ(+) =
(

1
0

)
, χ(−) =

(
0
1

)
.

Im Zeitintervall 0 ≤ t ≤ T lautet somit die Schrödinger-Gleichung

ih̄
d
dt

(
ψ+
ψ−

)
= h̄ω

(
1 0
0 −1

)(
ψ+
ψ−

)
, ω = − eB

2mec

und wird gelöst durch(
ψ+(t)
ψ−(t)

)
1

=
(

a0e−iωt

b0eiωt

)
.

Die Konstanten a0 und b0 ergeben sich aus der Normierungsbedingung

a2
0 + b2

0 = 1
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und der Voraussetzung

Sxψ(0) =
h̄

2
ψ(0)

zu

a0 = b0 =
1√
2

.

Die Schrödinger-Gleichung für das Zeitintervall T ≤ t ≤ 2T lautet

ih̄
d
dt

(
ψ+
ψ−

)
= h̄ω

(
0 −i
i 0

)(
ψ+
ψ−

)
.

Ihre Lösung berechnet sich zu(
ψ+(t)
ψ−(t)

)
2

=
(

aeiωt + be−iωt

−iaeiωt + ibe−iωt

)
,

wobei die Stetigkeitsbedingung(
ψ+(T )
ψ−(T )

)
1

=
(

ψ+(T )
ψ−(T )

)
2

die Konstanten a und b auf die Werte

a =
1

2
√

2

(
e−2iωT + i

)
, b =

1
2
√

2

(
1 − ie2iωT

)
festlegt. Zur Zeit 2T ist also der Elektronzustand gegeben durch(

ψ+(2T )
ψ−(2T )

)
2

=
1

2
√

2

(
1 − i + e−2iωT + ie2iωT

1 − i + e2iωT + ie−2iωT

)
. (3.35)

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit, jetzt bei einer Messung von Sx den Eigen-
wert h̄/2 zu finden, ergibt sich aus der Projektion von (3.35) auf den zu h̄/2
gehörenden Eigenzustand von Sx:

W

(
sx =

1
2

)
=

∣∣∣∣ 1√
2
(1, 1)

1
2
√

2

(
1 − i + e−2iωT + ie2iωT

1 − i + e2iωT + ie−2iωT

)∣∣∣∣2
=

1
2
(1 + cos2 2ωT ) .

Entsprechend ist

W

(
sx = −1

2

)
=

∣∣∣∣ 1√
2
(1,−1)

1
2
√

2

(
1 − i + e−2iωT + ie2iωT

1 − i + e2iωT + ie−2iωT

)∣∣∣∣2
=

1
2

sin2 2ωT

= 1 − W

(
sx =

1
2

)
die Wahrscheinlichkeit dafür, den Wert −h̄/2 zu messen.
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3.5 Schrödinger-Gleichung in drei Dimensionen

Die dreidimensionale Schrödinger-Gleichung für ein Teilchen, das sich in ei-
nem skalaren zeitunabhängigen Potential befindet, lautet in der kartesischen
Ortsdarstellung

ih̄
d
dt

ψ(x, t) = Hψ(x, t) , H = − h̄2

2m
∇2 + V (x) .

Mit Hilfe des Ansatzes

ψ(x, t) = Ψ(x)e−iωt

geht sie analog zum eindimensionalen Fall in die zeitunabhängige Schrödin-
ger-Gleichung

HΨ(x) = EΨ(x) , E = h̄ω

über. Die Lösung dieser Gleichung wird besonders einfach, wenn sich das
Potential in der Weise

V (x) = V1(x) + V2(y) + V3(z)

schreiben läßt. Dann lassen sich nämlich die Koordinaten x, y, z separieren,
und man kann als allgemeine Lösung ansetzen:

Ψ(x) = u1(x)u2(y)u3(z) ,

wobei die Funktionen ui jeweils der eindimensionalen Schrödinger-Gleichung(
− h̄2

2m

d2

dξ2 + Vi(ξ)
)

ui(ξ) = Eiui(ξ) , i = 1, 2, 3

genügen, mit

E = E1 + E2 + E3 .

Sind mindestens zwei der Potentiale Vi gleich, so tritt Entartung auf, da die
zugehörigen Gleichungen auf dieselben Eigenwerte führen.

Im weiteren Verlauf wollen wir uns auf Systeme konzentrieren, die eine
Zentralsymmetrie aufweisen. Sie besitzen die Eigenschaft, daß ihre Behand-
lung in der polaren Ortsdarstellung eine vollständige Separation des Winkel-
und Radialteils erlaubt, wodurch sich ebenfalls eine enorme Vereinfachung
ergibt. Zuvor wollen wir jedoch zeigen, wie sich Zwei-Teilchenprobleme auf
effektive Ein-Teilchenprobleme zurückführen lassen.

3.5.1 Zwei-Teilchensysteme
und Separation der Schwerpunktsbewegung

Der Hamilton-Operator eines Zwei-Teilchensystems sei in der kartesischen
Ortsdarstellung gegeben durch
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H =
P 2

1

2m1
+

P 2
2

2m2
+ V (x1,x2) ,

wobei

P 1 = −ih̄∇1 , P 2 = −ih̄∇2 , [P 1,P 2] = 0

die Impulse der beiden Teilchen sind. Hängt das Potential allein vom gegen-
seitigen Abstand der beiden Teilchen ab,

V (x1,x2) = V (x1 − x2) ,

so läßt sich das vorliegende sechsdimensionale Problem in zwei dreidimensio-
nale Probleme aufspalten, von denen das eine die konstante Bewegung des
Schwerpunktes und das andere die Relativbewegung, d.h. die Bewegung ei-
nes effektiven Ein-Teilchensystems beschreibt. Erinnern wir uns, wie hierzu
in der klassischen Mechanik vorgegangen wird (vgl. Unterabschn. 1.5.1). Dort
führt man Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

xS =
m1x1 + m2x2

M
, xR = x1 − x2

sowie Schwerpunkts- und Relativimpulse

pS = p1 + p2 = M ẋS , pR =
m2p1 − m1p2

M
= µẋR

ein, mit

M = m1 + m2 (Gesamtmasse) , µ =
m1m2

m1 + m2
(reduzierte Masse) ,

so daß die Newtonschen Bewegungsgleichungen in zwei Gleichungen für die
Schwerpunkts- und Relativbewegung entkoppeln. In der Quantenmechanik
werden diese Größen als Operatoren übernommen:

P S = P 1 + P 2 = −ih̄∇S , P R =
m2P 1 − m1P 2

M
= −ih̄∇R .

Für sie gelten die Vertauschungsrelationen

[P S,P R] = 0 , [xSi ,P Sj ] = [xRi ,P Rj ] = ih̄δij

sowie
P 2

1

2m1
+

P 2
2

2m2
=

P 2
S

2M
+

P 2
R

2µ
.

Die zeitunabhängige Schrödinger-Gleichung nimmt somit die Gestalt(
P 2

S

2M
+

P 2
R

2µ
+ V (xR)

)
Ψ(xS,xR) = EΨ(xS,xR)

an. Mit Hilfe des Ansatzes

Ψ(xS,xR) = ΨS(xS)ΨR(xR)
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zerfällt diese Gleichung in zwei separate Schrödinger-Gleichungen für die
Schwerpunkts- und Relativbewegung:

HSΨS(xS) = ESΨS(xS) , HS =
P 2

S

2M

HRΨR(xR) = ERΨR(xR) , HR =
P 2

R

2µ
+ V (xR) , [HS,HR] = 0 .

Die erste Gleichung beschreibt die freie Bewegung eines Teilchens der Ge-
samtmasse M während die zweite die Dynamik eines im Potential V befind-
lichen Teilchens der reduzierten Masse µ bestimmt. Bis auf die Ersetzun-
gen m ↔ µ und x ↔ xR besteht also auch in der Quantenmechanik formal
kein Unterschied zwischen der Beschreibung der Relativbewegung eines Zwei-
Teilchensystems und der Bewegung eines Ein-Teilchensystems.

3.5.2 Radiale Schrödinger-Gleichung

Ist das Potential V zentralsymmetrisch, V (x) = V (|x|), dann weist der
Hamilton-Operator eine Kugelsymmetrie auf (d.h. er ist invariant unter
räumlichen Drehungen), so daß es sich als günstig erweist, Kugelkoordina-
ten zu verwenden:

x = r cos ϕ sin θ , y = r sin ϕ sin θ , z = r cos θ .

Man zeigt nun leicht, daß sich das Quadrat des Impulsoperators P in folgen-
der Weise durch die Kugelkoordinaten ausdrücken läßt:

P 2 = −h̄2∇2 = P 2
r +

L2

r2 ,

wobei

P r = −ih̄
1
r

∂

∂r
r = −ih̄

(
∂

∂r
+

1
r

)
der Radialimpuls (nicht zu verwechseln mit dem Relativimpuls P R) und L der
in Unterabschn. 3.4.2 besprochene Bahndrehimpuls des Teilchens ist. Hiermit
geht die zeitunabhängige Schrödinger-Gleichung eines Ein-Teilchensystems
über in

HΨ(r, θ, ϕ) = EΨ(r, θ, ϕ) , H =
(

P 2
r

2m
+

L2

2mr2 + V (r)
)

. (3.36)

Bevor man sich der Lösung dieser Gleichung zuwendet, ist zu prüfen, un-
ter welchen Voraussetzungen P r (und somit H) hermitesch ist. Hierzu muß
gelten:
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0 = 〈Ψ |P r |Ψ 〉 − 〈Ψ |P r |Ψ 〉∗

= −ih̄

2π∫
0

dϕ

π∫
0

dθ sin θ

∞∫
0

drr

(
Ψ∗ ∂

∂r
(rΨ) + Ψ

∂

∂r
(rΨ∗)

)

= −ih̄

2π∫
0

dϕ

π∫
0

dθ sin θ

∞∫
0

dr
∂

∂r
|rΨ |2 .

Da für quadratintegrable Funktionen rΨ
r→∞−→ 0 gilt, ist das Integral über r

gleich seinem Wert im Ursprung. P r ist also nur dann hermitesch, wenn man
sich auf quadratintegrable Funktionen Ψ beschränkt, die

lim
r→0

rΨ = 0 (3.37)

erfüllen. Desweiteren wäre noch zu untersuchen, ob (3.36) der Schrödinger-
Gleichung im gesamten r-Bereich, einschließlich des Ursprungs, äquivalent
ist. Man kann zeigen, daß auch dies tatsächlich der Fall ist, wenn Ψ obiger
Hermitezitätsbedingung genügt. Nun gilt

[H,L2] = [H,Lz] = [L2,Lz] = 0 .

Da es keine weiteren Größen gibt, die untereinander vertauschen, bilden die
Operatoren H,L2 und Lz einen vollständigen Satz kommutierender Observa-
blen und besitzen folglich ein eindeutiges gemeinsames Basissystem. Dieses
setzt sich zusammen aus den Kugelflächenfunktionen Yl,m, also den Basis-
zuständen von L2 und Lz, sowie nur vom Radius r abhängigen Funktionen
gl(r):

Ψ(r, θ, ϕ) = gl(r)Yl,m(θ, ϕ) .

Setzt man diesen Ausdruck in (3.36) ein, so ergibt sich zusammen mit der
Hermitezitätsbedingung (3.37) der

Satz 3.19: Radialgleichung für zentralsymmetrische Potentiale[
− h̄2

2m

(
d2

dr2 +
2
r

d
dr

)
+

h̄2l(l + 1)
2mr2 + V (r)

]
gl(r) = Egl(r) , (3.38)

mit

lim
r→0

rgl(r) = 0 .

Durch die Substitution ul(r) = rgl(r) folgt(
− h̄2

2m

d2

dr2 +
h̄2l(l + 1)

2mr2 + V (r)
)

ul(r) = Eul(r) , ul(r = 0) = 0. (3.39)
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Einige erste Folgerungen hieraus sind:

• Unter den Lösungen ul sind nur diejenigen physikalisch sinnvoll, die auf
Eins oder die δ-Funktion normierbar sind.

• Divergiert das Potential im Ursprung langsamer als 1/r2: lim
r→0

r2V (r) = 0

(dies ist meistens der Fall), dann gilt in der Nähe des Ursprungs die Glei-
chung

d2ul

dr2 − l(l + 1)
r2 ul = 0 ,

deren Lösungen ul(r) ∼ rl+1 (reguläre Lösung) und ul(r) ∼ r−l sind.

• Geht das Potential für r → ∞ schneller gegen Null als 1/r: lim
r→∞ rV (r) = 0,

dann gilt für große r

d2u

dr2 +
2mE

h̄2 u = 0 .

Die Lösungsfunktionen dieser Gleichung verhalten sich asymptotisch wie

E < 0 : u(r) ∼ e−kr, ekr

E > 0 : u(r) ∼ eikr, e−ikr , k2 =
∣∣∣∣2mE

h̄2

∣∣∣∣ .

3.5.3 Freies Teilchen

Als erstes Anwendungsbeispiel betrachten wir wieder das einfachste System,
nämlich ein freies Teilchen. Die zugehörige radiale Schrödinger-Gleichung lau-
tet [

− h̄2

2m

(
d2

dr2 +
2
r

d
dr

)
+

h̄2l(l + 1)
2mr2 − E

]
gl(r) = 0 .

Unter Einführung der dimensionslosen Größen

k2 =
2mE

h̄2 , ρ = kr

geht diese Gleichung über in die sphärische Besselsche Differentialgleichung
(siehe Abschn. A.5)(

d2

dρ2 +
2
ρ

d
dρ

+ 1 − l(l + 1)
ρ2

)
gl(ρ) = 0 . (3.40)

Ihre Lösungen sind die sphärischen Bessel-Funktionen, deren Form und a-
symptotisches Verhalten in folgender Weise gegeben sind:

jl(ρ) = (−ρ)l

(
1
ρ

d
dρ

)l sin ρ

ρ
∼

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ρl

(2l + 1)!!
für ρ → 0

sin(ρ − lπ/2)
ρ

für ρ → ∞
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nl(ρ) = (−ρ)l

(
1
ρ

d
dρ

)l cos ρ

ρ
∼

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(2l − 1)!!
ρl+1 für ρ → 0

cos(ρ − lπ/2)
ρ

für ρ → ∞ .

Von besonderem Interesse sind gewisse Kombinationen dieser Funktionen, die
Hankel-Funktionen

h
(+)
l (ρ) = nl(ρ) + ijl(ρ)

ρ→∞−→ ei(ρ− lπ
2 )

ρ

h
(−)
l (ρ) = nl(ρ) − ijl(ρ)

ρ→∞−→ e−i(ρ− lπ
2 )

ρ
.

Ihr asymptotisches Verhalten für k2 > 0 entspricht aus- bzw. einlaufenden
Kugelwellen. Je nach Vorzeichen von E sind nun zwei Fälle zu unterscheiden:

• E < 0: Hier ist h
(+)
l die einzige beschränkte Lösung von (3.40). Sie weist

allerdings im Ursprung einen Pol der Ordnung l + 1 auf. Das Eigenwert-
problem besitzt deshalb keine Lösung; es gibt erwartungsgemäß keine Ei-
genzustände eines freien Teilchens mit negativer Energie.

• E ≥ 0: Die Gleichung besitzt genau eine überall beschränkte Lösung,
nämlich jl(ρ). Damit ergibt sich die Gesamtlösung der zeitunabhängigen
Schrödinger-Gleichung zu

Ψl,m(r, θ, ϕ) = jl(kr)Yl,m(θ, ϕ) . (3.41)

Man beachte, daß bisher Gesagtes leicht auf den Fall übertragbar ist, bei
dem ein Potential V (r) vorliegt, das in Bereiche konstanter Potentialwerte Vi

aufgeteilt werden kann. In diesem Fall ist für jeden Bereich E durch E − Vi

zu ersetzen.

Entwicklung ebener Wellen nach Kugelfunktionen. Neben den Ku-
gelwellen (3.41) kann ein freies Teilchen mit der (unendlichfach entarteten)
Energie E = h̄2k2/2m auch durch ebene Wellen eikr beschrieben werden. Sie
stellen das Teilchen mit dem Impuls h̄k dar, während (3.41) das Teilchen mit
einem bestimmten Drehimpuls beschreibt. Da die Kugelwellen ein vollständi-
ges System bilden, spannt die abzählbare Gesamtheit der Kugelwellen zu ei-
nem bestimmten Wert der Wellenzahl k den Raum der Eigenfunktionen zur
Energie E = h̄2k2/2m auf. Folglich kann die ebene Welle eikr nach diesen
Funktionen entwickelt werden:

eikr =
∞∑

l=0

l∑
m=−l

al,m(k)jl(kr)Yl,m(θ, ϕ) .

Legt man die z-Achse in Richtung von k, dann ist

eikr = eikr cos θ , Lzeikr cos θ = 0 .
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Das heißt die Entwicklung ist unabhängig von ϕ und beschränkt sich auf
Terme mit m = 0. Unter Verwendung von (A.14) und al = al,0 folgt dann

eiuρ =
∞∑

l=0

aljl(ρ)Pl(u) , u = cos θ , (3.42)

wobei Pl = Pl,0 die Legendre-Polynome (siehe Abschn. A.6) bezeichnen. Zur
Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten al kann man wie folgt vorgehen:
Differentiation von (3.42) liefert

iueiuρ =
∞∑

l=0

al
djl

dρ
Pl(u) .

Andererseits gilt nach (A.11)

iueiuρ = i
∞∑

l=0

aljluPl = i
∞∑

l=0

(
l + 1
2l + 3

al+1jl+1 +
l

2l − 1
al−1jl−1

)
Pl .

Setzt man nun die Koeffizienten von Pl in den letzten beiden Entwicklungen
gleich, dann erhält man unter Verwendung von (A.9) und (A.10)

l

(
1

2l + 1
al − i

2l − 1
al−1

)
jl−1 = (l + 1)

(
1

2l + 1
al +

i
2l + 3

al+1

)
jl+1

und somit
1

2l + 3
al+1 =

i
2l + 1

al =⇒ al = (2l + 1)ila0 .

Aus der Entwicklung von eiuρ für ρ = 0 folgt wegen jl(0) = δl0 und P0(u) = 1:
a0 = 1. Dies führt schließlich zum

Satz 3.20: Entwicklung ebener Wellen nach Kugelfunktionen

Definiert der Wellenvektor k die z-Richtung, dann gilt

eikr = eikr cos θ =
∞∑

l=0

(2l + 1)iljl(kr)Pl(cos θ)

=
∞∑

l=0

√
4π(2l + 1)iljl(kr)Yl,0(θ, ϕ) .

3.5.4 Kugelsymmetrischer Potentialtopf

Man betrachte folgenden kugelsymmetrischen Potentialverlauf (Abb. 3.6):

V (r) =

{−V0 für r < a

0 für r ≥ a

}
, V0 > 0 .

Im inneren Bereich I ist die einzige, im Ursprung reguläre Lösung der radialen
Schrödinger-Gleichung (3.38)
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r

V

a

−V0

I II

Abb. 3.6. Kugelsymmetrischer Potentialtopf

g
(I)
l (k1r) = Aljl(k1r) , k1 =

√
2m(E + V0)

h̄2 .

Im Bereich II sind zwei Fälle zu unterscheiden:

Gebundene Zustände: E < 0. Hier ist

g
(II)
l (ik2r) = Blh

(+)
l (ik2r) , k2 =

√−2mE

h̄2

die einzige, im Unendlichen beschränkte Lösung. Die Stetigkeitsbedingungen
am Punkt r = a,

g
(I)
l (k1a) = g

(II)
l (ik2a) ,

d
dr

g
(I)
l (k1r)

∣∣∣∣
r=a

=
d
dr

g
(II)
l (ik2r)

∣∣∣∣
r=a

,

legen das Verhältnis der Integrationskonstanten Al und Bl fest. Beide Be-
dingungen können nur für diskrete Werte von E gleichzeitig erfüllt werden;
sie bestimmen die Energieniveaus der gebundenen Zustände des Teilchens.
Handelt es sich um l=0-Zustände, so folgt hieraus die Bedingung

tan k1a = −k1

k2
.

Ungebundene Zustände: E > 0. Die allgemeine Lösung ist eine Linear-
kombination der sphärischen Bessel-Funktionen, die wir so ansetzen können:

g
(II)
l (k2r) = Bl [jl(k2r) cos δl + nl(k2r) sin δl] , k2 =

√
2mE

h̄2 .

Im Falle l = 0 ergibt sich aus den entsprechenden Stetigkeitsbedingungen für
die Phase δ0

tan(k2a + δ0) =
k2

k1
tan k1a . (3.43)



318 3. Quantenmechanik

3.5.5 Naives Wasserstoffatom

Das Paradebeispiel für Zwei-Teilchensysteme ist das Wasserstoffatom. Es be-
steht aus einem positiv geladenen Proton und einem umkreisenden Elektron.
Wir behandeln von vornherein den allgemeineren Fall von wasserstoffähnli-
chen Atomen. Sie besitzen ebenfalls nur ein Elektron, wobei der Kern aber
aus mehreren Protonen (und Neutronen) bestehen darf. Effekte, die durch
den Kern- und Elektronspin hervorgerufen werden, bleiben hierbei zunächst
unberücksichtigt; diese werden in den Unterabschnitten 3.7.3 bis 3.7.5 be-
handelt. Zwischen Elektron und Kern herrscht das elektrostatische Coulomb-
Potential

V (r) = −Ze2

r
,

wobei e die Elementarladung des Elektrons und Z die Kernladungszahl ist.
Die radiale Schrödinger-Gleichung für die Relativbewegung von Elektron und
Kern lautet nach (3.39)(

− h̄2

2µ

d2

dr2 +
h̄2l(l + 1)

2µr2 − Ze2

r

)
ul(r) = Eul(r) , µ =

memk

me + mk
.

me bezeichnet hierbei die Masse des Elektrons und mk die Masse des Kerns.12

Beschränkt man sich auf den Fall gebundener Zustände mit E < 0, so ist es
zweckmäßig, die dimensionslosen Größen

ρ =
(

−8µE

h̄2

)1/2

r , λ =
Ze2

h̄

(
− µ

2E

)1/2
= Zαe

(
−µc2

2E

)1/2

einzuführen, mit der Feinstrukturkonstanten

αe =
e2

h̄c
≈ 1

137
.

Obige radiale Schrödinger-Gleichung erhält dann nämlich die einfache Form(
d2

dρ2 − l(l + 1)
ρ2 +

λ

ρ
− 1

4

)
ul(ρ) = 0 . (3.44)

Für ρ → 0 reduziert sich diese auf(
d2

dρ2 − l(l + 1)
ρ2

)
ul(ρ) = 0 ,

deren reguläre Lösung proportional zu ρl+1 ist. Auf der anderen Seite gilt für
ρ → ∞ die Gleichung(

d2

dρ2 − 1
4

)
u(ρ) = 0 .

12 Man beachte: Die Masse des Protons ist etwa 1840 mal größer als die des Elek-
trons, so daß für alle wasserstoffähnlichen Atome in sehr guter Näherung gilt:
µ ≈ me.
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Ihre im Unendlichen abfallende (normierbare) Lösung verhält sich wie e−ρ/2.
Insgesamt bietet sich daher zur Lösung von (3.44) der Ansatz

ul(ρ) = e−ρ/2ρl+1H(ρ)

an, woraus die Differentialgleichung

ρH ′′ + (2l + 2 − ρ)H ′ + (λ − l − 1)H = 0 (3.45)

folgt. Der Potenzreihenansatz

H(ρ) =
∞∑

i=0

aiρ
i

führt schließlich zu
∞∑

i=0

[(i + 1)(i + 2l + 2)ai+1 + (λ − l − 1 − i)ai] ρi = 0 ,

und man erhält folgende Rekursionsformel für die Entwicklungskoeffizienten
ai:

ai+1 =
i + l + 1 − λ

(i + 1)(i + 2l + 2)
ai .

Damit ul im Unendlichen das geforderte asymptotische Verhalten hat, muß
die Potenzreihe ab irgend einem i = n′ abbrechen, d.h.

λ = n′ + l + 1 . (3.46)

Dies ist gerade die Quantisierungsbedingung für λ und damit für die Ener-
gieniveaus der gebundenen Zustände zum Drehimpuls (l, m). Üblicherweise
führt man die Größe

n = n′ + l + 1

ein und bezeichnet sie als Hauptquantenzahl. Somit gehört zu jedem n > 0
der radiale Zustand

un,l(ρ) = e−ρ/2ρl+1
n−l−1∑

i=0

(−1)i (n − l − 1)!(2l + 1)!
(n − l − 1 − i)!(2l + 1 + i)!i!

ρi

= e−ρ/2ρl+1 (n − l − 1)!(2l + 1)!
[(n + l)!]2

L2l+1
n−l−1(ρ) , (3.47)

wobei

Lk
p(ρ) =

p∑
i=0

(−1)i [(p + k)!]2

(p − i)!(k + i)!i!
ρi

die Laguerreschen Polynome sind. Die zu (3.47) gehörenden Energieeigenwer-
te lauten

En = −Z2e4µ

2h̄2n2
=

E1

n2 , E1 = −Z2e4µ

2h̄2 = −1
2
µc2Z2α2

e . (3.48)
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E1
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E1/9
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Kontinuierliches Spektrum

s(l = 0) p(l = 1) d(l = 2) f(l = 3)
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3s
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2p

3p
4p

3d
4d 4f

Abb. 3.7. Termschema des ”naiven Wasserstoffatoms“

Offensichtlich hängt En nicht von l ab, d.h. bei gegebenem n haben alle durch
l < n und −l ≤ m ≤ l charakterisierten Zustände die gleiche Energie und
sind somit entartet. Der Entartungsgrad beträgt13

n−1∑
l=0

(2l + 1) = n2 .

In der Atomspektroskopie ist es üblich, die durch l definierten Zustände in
aufsteigender Reihenfolge mit den Buchstaben s, p, d, f, g, . . . zu bezeichnen,
denen die jeweilige Hauptquantenzahl n vorangestellt wird. Die mit der Ori-
entierung des Systems verbundene magnetische Quantenzahl m wird dabei
stillschweigend unterdrückt. Abbildung 3.7 zeigt eine graphische Darstellung
der Energieniveaus des Wasserstoffatoms (Termschema). 1s ist der nichtent-
artete Grundzustand. Das erste angeregte Niveau ist vierfach entartet und
enthält einen 2s- und drei 2p-Zustände. Das zweite angeregte Niveau enthält
einen 3s-, drei 3p- und fünf 3d-Zustände und ist neunfach entartet usw. In
den Unterabschnitten 3.7.3 bis 3.7.5 wird gezeigt, daß die Energieniveaus die-
ses ”naiven Spektrums“ durch Berücksichtigung der Spinfreiheitsgrade von
Elektron und Proton sowie relativistischer Korrekturen in weitere Linien auf-
spalten und damit die Entartung aufgehoben wird.

13 Streng genommen sind hierbei noch die zwei Spineinstellungen des Elektrons zu
berücksichtigen; der Entartungsgrad ist also eigentlich 2n2.
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Nach Rückkehr zur alten Relativkoordinate r ergeben sich aus (3.47) die
ersten normierten radialen Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms zu

g1,0(r) = 2
(

Z

r0

)3/2

e−Zr/r0

g2,0(r) = 2
(

Z

2r0

)3/2 (
1 − Zr

2r0

)
e−Zr/2r0

g2,1(r) =
1√
3

(
Z

2r0

)3/2
Zr

r0
e−Zr/2r0

g3,0(r) = 2
(

Z

3r0

)3/2 (
1 − 2Zr

3r0
+

2Z2r2

27r2
0

)
e−Zr/3r0

g3,1(r) =
4
√

2
3

(
Z

3r0

)3/2
Zr

3r0

(
1 − Zr

6r0

)
e−Zr/3r0

g3,2(r) =
2
√

2
27

√
5

(
Z

3r0

)3/2 (
Zr

r0

)2

e−Zr/3r0 ,

wobei

r0 =
h̄

µcαe

den Bohrschen Radius bezeichnet. Wir geben nun einige hieraus folgende
Erwartungswerte an, deren Herleitung in Anwendung 45 vorgeführt wird:

〈nlm| r |nlm 〉 = 〈r〉nl =
r0

2Z

[
3n2 − l(l + 1)

]
(3.49)

〈
nlm| r2 |nlm

〉
=

〈
r2〉

nl
=

r2
0n

2

2Z2

[
5n2 + 1 − 3l(l + 1)

]
〈

nlm

∣∣∣∣1r
∣∣∣∣nlm

〉
=

〈
1
r

〉
nl

=
Z

r0n2〈
nlm

∣∣∣∣ 1
r2

∣∣∣∣nlm

〉
=

〈
1
r2

〉
nl

=
Z2

r2
0n

3
(
l + 1

2

)
〈

nlm

∣∣∣∣ 1
r3

∣∣∣∣nlm

〉
=

〈
1
r3

〉
nl

=
Z3

r3
0n

3l
(
l + 1

2

)
(l + 1)

.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.50)

Nimmt l seinen maximalen Wert l = n − 1 an, dann folgt für die mittlere
quadratische Radialabweichung des Elektrons vom Kern

∆r =
√

〈r2〉 − 〈r〉2 =
〈r〉√

2n + 1
.

Im Falle großer n wird die Größe ∆r/ 〈r〉 sehr klein, und das Elektron ist
praktisch in der Umgebung einer Kugeloberfläche vom Radius R = n2r0/Z
lokalisiert, während die zugehörige Energie E = −Z2e2/(2r0n

2) = −Ze2/2R
der kinetischen Energie eines klassischen Elektrons entspricht, das den Kern
auf einer Kreisbahn mit Radius R umkreist. Dies ist ein Beispiel für das
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Korrespondenzprinzip, auf das in Unterabschn. 3.2.1 hingewiesen wurde und
nach dem die Gesetze der Quantenmechanik im Grenzfall großer Quanten-
zahlen bzw. im Grenzfall h̄ → 0 in die entsprechenden Gesetze der klassischen
Theorie münden.

Zusammenfassung

• Hängt bei dreidimensionalen Zwei-Teilchenproblemen das Potential nur
von der relativen Lage der beiden Teilchen ab, dann läßt sich die
Schrödinger-Gleichung wie im Falle der klassischen Mechanik in zwei
Gleichungen aufspalten, von denen die eine die Schwerpunktsbewe-
gung und die andere die Relativbewegung der Teilchen beschreibt.
Letztere kann als Gleichung für ein effektives Ein-Teilchenproblem
in Anwesenheit des Potentials aufgefaßt werden.

• Bei zentralsymmetrischen Potentialen läßt sich in der polaren Orts-
darstellung der radiale Anteil vom Winkelanteil separieren, wobei letz-
terer durch die Kugelflächenfunktionen, also den Eigenfunktionen des
Bahndrehimpulses gelöst wird. Die Lösungen des Radialteils ergeben sich
aus der Radialgleichung für zentralsymmetrische Potentiale.

• Für den freien Fall (und für den Fall konstanter Potentialabschnitte) geht
diese über in die sphärische Besselsche Differentialgleichung, deren
Lösungen die sphärischen Bessel-Funktionen sind.

• Die Bindungszustände wasserstoffähnlicher Atome werden naiv durch
drei Quantenzahlen charakterisiert, der Hauptquantenzahl n, der
Orbitalquantenzahl l < n und der magnetischen Quantenzahl
m = −l, . . . , l. Die entsprechenden Bindungsenergien hängen nur von
der Hauptquantenzahl n ab und sind somit ohne Berücksichtigung der
zwei Spineinstellungen des Hüllenelektrons n2-fach entartet.

Anwendungen

44. Dreidimensionaler anisotroper Oszillator. Man bestimme die Ener-
gieeigenwerte eines dreidimensionalen anisotropen Oszillators, dessen stati-
onäre Schrödinger-Gleichung in der Ortsdarstellung gegeben ist durch

HΨ(x) = EΨ(x) , H = − h̄2

2m
∇2 +

m

2
(
ω2

1x2 + ω2
2y2 + ω2

3z2) . (3.51)

Lösung. Der Produktansatz

Ψ(x, y, z) = u1(x)u2(y)u3(z)

überführt (3.51) in die Gleichung
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− h̄2

2m
u′′

1(x) +
m

2
ω2

1x2u1(x) − E1u1(x)
)

u2(y)u3(z)

+
(

− h̄2

2m
u′′

2(y) +
m

2
ω2

2y2u2(y) − E2u2(y)
)

u1(x)u3(z)

+
(

− h̄2

2m
u′′

3(z) +
m

2
ω2

3z2u3(z) − E3u3(z)
)

u1(x)u2(y) = 0 , (3.52)

mit

E = E1 + E2 + E3 .

Offensichtlich ist (3.52) erfüllt, wenn die Klammerterme verschwinden, d.h.(
− h̄2

2m
u′′

i (ξ) +
m

2
ω2

i ξ2ui(ξ)
)

= Eiui(ξ) , i = 1, 2, 3 .

Das vorliegende Problem reduziert sich also auf drei Gleichungen für jeweils
einen eindimensionalen Oszillator, der in Unterabschn. 3.3.5 diskutiert wurde.
Wir können daher die dort erarbeiteten Ergebnisse übernehmen und erhalten
für die Gesamtenergie des Systems

E = h̄ω1

(
n1 +

1
2

)
+ h̄ω2

(
n2 +

1
2

)
+ h̄ω3

(
n3 +

1
2

)
.

Für die Grundzustandswellenfunktion (n1 = n2 = n3 = 0) ergibt sich

Ψ0,0,0(x) =
√

b1b2b3

π3/4 e− 1
2 (b21x2+b22y2+b23z2) , b2

i =
mωi

h̄
.

45. Erwartungswerte im Wasserstoffatom. Man zeige mit Hilfe der ra-
dialen Schrödinger-Gleichung, daß für wasserstoffähnliche Atome gilt:

(s + 1)
Z2

r2
0n

2 〈rs〉nl − (2s + 1)
Z

r0

〈
rs−1〉

nl

+
s

4
[
(2l + 1)2 − s2] 〈rs−2〉

nl
= 0 . (3.53)

Lösung. Nach (3.39) gilt für wasserstoffähnliche Atome

u′′(r) − l(l + 1)
r2 u(r) +

2Z

r0r
u(r) − Z2

r2
0n

2 u(r) = 0 , u(r) = un,l(r) . (3.54)

Es folgt somit
∞∫
0

drrsu(r)u′′(r) = l(l + 1)

∞∫
0

drrs−2u2(r) − 2Z

r0

∞∫
0

drrs−1u2(r)

+
Z2

r2
0n

2

∞∫
0

drrsu2(r)

= l(l + 1)
〈
rs−2〉

nl
− 2Z

r0

〈
rs−1〉

nl
+

Z2

r2
0n

2 〈rs〉nl . (3.55)
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Andererseits erhält man durch partielle Integration
∞∫
0

drrsu(r)u′′(r) = −s

∞∫
0

drrs−1u(r)u′(r) −
∞∫
0

drrsu′2(r)

= −s

∞∫
0

drrs−1u(r)u′(r)

+
2

s + 1

∞∫
0

drrs+1u′(r)u′′(r) , (3.56)

wobei sich der letzte Term mit Hilfe von (3.54) umschreiben läßt zu
∞∫
0

drrs+1u′(r)u′′(r) = l(l + 1)

∞∫
0

drrs−1u(r)u′(r) − 2Z

r0

∞∫
0

drrsu(r)u′(r)

+
Z2

r2
0n

2

∞∫
0

drrs+1u(r)u′(r) . (3.57)

Berücksichtigt man nun, daß gilt:
∞∫
0

drrku(r)u′(r) = −k

2

∞∫
0

drrk−1u2(r) = −k

2
〈
rk−1〉 ,

dann führt die Kombination von (3.55), (3.56) und (3.57) auf die Beziehung
(3.53).

3.6 Elektromagnetische Wechselwirkung

In Unterabschn. 3.5.5 wurde die Wechselwirkung eines Elektrons mit einem
elektrostatischen Coulomb-Feld anhand des Wasserstoffatoms diskutiert. In
diesem Abschnitt wollen wir uns nun allgemeiner mit der Dynamik eines Elek-
trons befassen, das sich in einem elektromagnetischen Feld befindet. Hierbei
spielt der Begriff der Eichinvarianz eine wichtige Rolle, aus dem sich einige
interessante Quanteneffekte ableiten lassen. Am Ende liefern wir nachträglich
die physikalische Begründung des Elektronspins, dem wir bisher schon einige
Male begegnet sind.

3.6.1 Elektron im elektromagnetischen Feld

Für die folgende Diskussion wird empfohlen, sich insbesondere die Abschnitte
2.1 und 2.2 ins Gedächtnis zu rufen. Ausgangspunkt für die quantenmecha-
nische Beschreibung der Elektronbewegung in einem äußeren elektromagne-
tischen Feld ist die klassische Bewegungsgleichung eines Elektrons der Masse
me und der Ladung e:
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meẍ = e

(
E(x, t) +

ẋ

c
× B(x, t)

)
. (3.58)

Das elektrische Feld E und das Magnetfeld B sind über

B = ∇ × A , E = −1
c

∂A

∂t
− ∇φ

mit dem Skalarpotential φ und dem Vektorpotential A verbunden. Gleichung
(3.58) läßt sich aus den Gesetzen der Hamiltonschen Mechanik herleiten,
wenn man für die Hamilton-Funktion folgende Form ansetzt:

H =
1

2me

(
p − e

c
A
)2

+ eφ =
1

2me

(
p2 − 2e

c
pA +

e2

c2 A2
)

+ eφ .

Denn es gilt

∇xH = − e

mec
∇x(pA) +

e2

2mec2 ∇x(A2) + e∇xφ = −ṗ

∇pH =
1

me
p − e

mec
A = ẋ

und somit

meẍ = ṗ − e

c

(
(ẋ∇)A +

∂A

∂t

)
, ∇ = ∇x

=
e

mec
[(p∇)A + p × (∇ × A)]

− e2

2mec2 [2(A∇)A + 2A × (∇ × A)]

−e∇φ − e

c

[
(ẋ∇)A +

∂A

∂t

]

=
e

c

{[(
1

me
p − e

mec
A

)
∇

]
A +

(
1

me
p +

e

mec
A

)
× (∇ × A)

}

−e∇φ − e

c

(
(ẋ∇)A +

∂A

∂t

)
=

e

c
ẋ × B + eE .

Der Übergang zur Quantenmechanik geschieht durch die übliche Ersetzung,
und wir erhalten den

Satz 3.21: Elektron in einem äußeren elektromagnetischen Feld

Bezeichnen A und φ das Vektor- bzw. Skalarpotential der elektromagneti-
schen Felder E und B, so ist der Hamilton-Operator in der Ortsdarstellung
für ein mit E und B wechselwirkendes Elektron gegeben durch

H =
1

2me

(
h̄

i
∇ − e

c
A(x, t)

)2

+ eφ(x, t) .

�
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In der Coulomb-Eichung ∇A = 0 geht dieser über in

H = − h̄2

2me
∇2 +

ieh̄
mec

A∇ +
e2

2mec2 A2 + eφ . (3.59)

Nimmt man an, daß das magnetische Feld nur eine Komponente in z-
Richtung besitzt,

B = ∇ × A = B

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ , mit A =

B

2

⎛
⎝−y

x
0

⎞
⎠ = −1

2
x × B ,

dann folgt für den zweiten und dritten Term von (3.59)

ieh̄
mec

A∇Ψ =
ieh̄

2mec
B(x × ∇)Ψ = −MBΨ , M =

e

2mec
L

e2

2mec2 A2Ψ =
e2

8mec2

[
x2B2 − (xB)2

]
Ψ =

e2B2

8mec2 (x2 + y2)Ψ ,

wobei die Größe M als magnetisches Dipolmoment des Elektrons mit dem
Bahndrehimpuls L interpretiert werden kann.

Für die meisten atomaren Systeme ist bei der Größe der im Labor erreichba-
ren B-Felder (≈ 10−4 Gauß) der in A quadratische Term um etliche Größen-
ordnungen kleiner als der lineare und kann daher vernachlässigt werden.
Normaler Zeeman-Effekt. Betrachten wir als Anwendungsbeispiel das in
Unterabschn. 3.5.5 naiv besprochene Wasserstoffatom in einem äußeren kon-
stanten Magnetfeld in z-Richtung, B = Bez. Die zugehörige Schrödinger-
Gleichung lautet unter Vernachlässigung des A2-Terms

(H(0) + H(1))Ψ = (E(0) + E(1))Ψ ,

mit

H(0) = − h̄2

2µ
∇2 + eφ , φ(x) = −Ze

|x| , H(1) = − eB

2µc
Lz .

Da die Lösungen Ψn,l,m der Wasserstoffgleichung

H(0)Ψn,l,m = E(0)Ψn,l,m , E(0) = E(0)
n = −µc2Z2α2

e

2n2

auch Eigenzustände von Lz sind, ergibt sich E(1) unmittelbar aus

H(1)Ψn,l,m = E(1)Ψn,l,m

zu

E(1) = E
(1)
lm = − eB

2µc
h̄m .

Die zu festem l gehörenden (2l + 1)-fach entarteten Niveaus werden also bei
Anwesenheit eines konstanten Magnetfeldes in 2l + 1 äquidistante Niveaus
aufgespalten (Abb. 3.8).
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l = 1

l = 2

m

+2
+1

0
−1
−2

+1
0

−1
Abb. 3.8. Linienaufspaltung der naiven l=1- und l=2-Wasserstoffniveaus in An-
wesenheit eines äußeren Magnetfeldes (normaler Zeeman-Effekt)

3.6.2 Eichinvarianz der Schrödinger-Gleichung

Im Gegensatz zu den Maxwellschen Gleichungen ist die Schrödinger-Gleichung

ih̄
∂ψ(x, t)

∂t
=

[
1

2m

(
h̄

i
∇ − e

c
A(x, t)

)2

+ eφ(x, t)

]
ψ(x, t) (3.60)

nicht invariant unter den Eichtransformationen

A −→ A′ = A + ∇χ , φ −→ φ′ = φ − 1
c

∂χ

∂t
.

Man kann nun aber ihre Eichinvarianz gewährleisten, indem man die Wellen-
funktion ψ mit einer Phase multipliziert, die geeignet zu wählen ist:

ψ(x, t) −→ ψ′(x, t) = eiΛ(x,t)ψ(x, t) .

Drückt man in (3.60) A, φ und ψ durch die transformierten Größen A′, φ′

und ψ′ aus, so ergibt sich

ih̄e−iΛ
(

−i
∂Λ

∂t
ψ′ +

∂ψ′

∂t

)

=
1

2m

(
h̄

i
∇ − e

c
A′ +

e

c
∇χ

)(
h̄

i
∇ − e

c
A′ +

e

c
∇χ

)
e−iΛψ′

+e

(
φ′ +

1
c

∂χ

∂t

)
e−iΛψ′

=
1

2m

(
h̄

i
∇ − e

c
A′ +

e

c
∇χ

)
e−iΛ

(
h̄

i
∇ − e

c
A′ +

e

c
∇χ − h̄∇Λ

)
ψ′

+e

(
φ′ +

1
c

∂χ

∂t

)
e−iΛψ′

=
1

2m
e−iΛ

(
h̄

i
∇ − e

c
A′ +

e

c
∇χ − h̄∇Λ

)2

ψ′
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+e

(
φ′ +

1
c

∂χ

∂t

)
e−iΛψ′ . (3.61)

Mit der Wahl

Λ(x, t) =
e

h̄c
χ(x, t)

geht (3.61) über in die zur Schrödinger-Gleichung (3.60) formgleiche Glei-
chung

ih̄
∂ψ′(x, t)

∂t
=

[
1

2m

(
h̄

i
∇ − e

c
A′(x, t)

)2

+ eφ′(x, t)

]
ψ′(x, t) . (3.62)

Das heißt (3.60) ist nun, wie gewünscht, invariant unter obigen Eichtransfor-
mationen.

Hat man es mit einem Raum ohne Magnetfeld zu tun (B = 0), dann
gibt es zwei Möglichkeiten zur Beschreibung der Bewegung eines Elektrons in
einem elektrischen Potential φ. Entweder man löst die Schrödinger-Gleichung

ih̄
∂ψ

∂t
=

(
− h̄2

2me
∇2 + eφ

)
ψ , (3.63)

in der das Vektorpotential überhaupt nicht vorkommt, oder man beachtet
die Eichfreiheit und verwendet die allgemeinere Gleichung (3.62), wobei jetzt

A′ = ∇χ (3.64)

zu wählen ist. Die Wellenfunktion ψ′ ist dann mit ψ aus (3.63) über

ψ′(x, t) = eie/(h̄c)χ(x,t)ψ(x, t)

verknüpft. Man könnte meinen, daß der Phasenfaktor in der Wellenfunktion
keine physikalischen Konsequenzen hat, da ja nur ihr Betragsquadrat experi-
mentell zugänglich ist. Es gibt jedoch Situationen, in denen die Wellenfunkti-
on selbst, das heißt ihre Phase durchaus eine Rolle spielt. Zwei Effekte dieser
Art werden im folgenden vorgestellt.

Quantisierung des magnetischen Flusses. Man betrachte einen to-
rusförmigen Supraleiter in einem konstanten Magnetfeld unterhalb seiner
kritischen Temperatur Tc (Abb. 3.9). Aufgrund des Meißner-Effektes wird
das Magnetfeld aus dem Torus verdrängt, so daß er feldfrei ist. Der Pha-
senfaktor χ der Wellenfunktion eines im Torus befindlichen Elektrons kann
gemäß (3.64) ausgedrückt werden durch

χ(x, t) =

x∫
x0

dx′A(x′, t) ,

wobei x0 einen beliebigen Fixpunkt innerhalb des Torus und A(= A′) das
Vektorpotential des Magnetfeldes außerhalb des Torus bezeichnet. Dieses
Wegintegral ist jedoch aufgrund des durch das Loch des Torus hindurchtre-
tende Magnetfeld nicht eindeutig und hängt vom gewählten Integrationsweg
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T > Tc T < Tc

Abb. 3.9. Feldlinienverteilung eines äußeren Magnetfeldes in Anwesenheit eines su-
praleitenden Mediums oberhalb der kritischen Temperatur Tc (links) und unterhalb
von Tc (rechts)

ab. Betrachtet man z.B. zwei Wege 1 und 2, die sich um eine Windung längs
des Torus unterscheiden, so ist die Differenz gegeben durch∫

1

dx′A(x′, t) −
∫
2

dx′A(x′, t) =
∮

dx′A(x′, t) =
∫
F

dF∇′ × A(x′, t)

=
∫
F

dFB(x′, t) = Φm .

Φm ist gerade der magnetische Fluß, der durch die von den Wegen 1 und
2 aufgespannte Fläche (Loch des Torus) hindurchtritt. Aus physikalischen
Gründen müssen wir fordern, daß die Wellenfunktion selbst eindeutig ist,
also den Unterschied in den Wegen 1 und 2 nicht spürt. Dies bedeutet, daß
der magnetische Fluß gequantelt sein muß:

Φm =
2πh̄c

e
n , n = 0,±1,±2, . . . .

Im Experiment läßt sich tatsächlich eine Quantisierung beobachten, aller-
dings mit einer Modifikation:

Φm =
2πh̄c

2e
n .

Eine Erklärung des Faktors 2 im Nenner liefert die Coopersche Theorie, nach
der jeweils zwei Elektronen in supraleitenden Metallen korrelierte Zustände
(Cooper-Paare) bilden.
Bohm-Aharanov-Effekt. Ein weiteres Experiment, das die Abhängigkeit
der Phase vom magnetischen Fluß zeigt, ist in Abb. 3.10 zu sehen. Es be-
steht aus einem Doppelspaltexperiment, bei dem hinter die beiden Spalte ei-
ne elektrische Spule angebracht wird, die ihrerseits einen magnetischen Fluß
Φm erzeugt. Das auf dem Beobachtungsschirm entstehende Interferenzmuster
kommt von der Superposition der beiden, auf den Wegen 1 und 2 entlang-
laufenden Wellenfunktionen zustande:
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Elektronen-
quelle

Weg 1

Weg 2

magn.
Fluß

Schirm
Abb. 3.10. Experimentelle Anordnung zur Messung der relativen Phasenlage von
auf verschiedenen Wegen entlanglaufenden Elektronwellen, die einen magnetischen
Fluß umschließen

ψ′ = ψ′
1 + ψ′

2 = ψ1 exp

⎛
⎝ ie

h̄c

∫
1

dx′A

⎞
⎠ + ψ2 exp

⎛
⎝ ie

h̄c

∫
2

dx′A

⎞
⎠

=
[
ψ1 exp

(
ie
h̄c

Φm

)
+ ψ2

]
exp

⎛
⎝ ie

h̄c

∫
2

dx′A

⎞
⎠ .

Die relative Phase der beiden Wellenfunktionen unterscheidet sich also bei
eingeschaltetem Spulenstrom gegenüber dem abgeschalteten Zustand durch
den Faktor exp

( ie
h̄cΦm

)
. Dieser Effekt, auf den zuerst Bohm und Aharanov

hingewiesen haben, wurde in der Tat experimentell beobachtet.

3.6.3 Stern-Gerlach-Experiment

Wir holen nun zum Schluß dieses Abschnittes die Begründung des bereits
in Unterabschn. 3.4.3 eingeführten Elektronspinoperators anhand eines von
Stern und Gerlach durchgeführten Experimentes nach. Hierzu betrachten wir
einen homogenen Strahl von Wasserstoffatomen, die ein in z-Richtung ver-
laufendes und in dieser Richtung stark inhomogenes Magnetfeld B = B(z)ez

durchfliegen (Abb. 3.11).14 Besitzt ein Atom des Strahls ein magnetisches
Moment M , so ist seine potentielle Energie im Magnetfeld gegeben durch

V (z) = −MB = −MzB(z) .

Klassisch gesehen wirkt dann auf das Atom eine Kraft in z-Richtung,

Fz = −∂V

∂z
= Mz

∂B

∂z
,

die es ablenkt. Da hierbei Mz alle reellen Werte in einem bestimmten Intervall
um Null annehmen kann, erwarten wir eine verschmierte Auffächerung des
Strahls. Aus quantenmechanischer Sicht besitzt dagegen der Operator Mz

nach Satz 3.21 die diskreten Eigenwerte
14 Das Experiment wurde eigentlich mit Silberatomen durchgeführt. Die folgenden

Betrachtungen gelten jedoch auch für die einfacher gebauten Wasserstoffatome.
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N

S

x

y

z

Schirm

Abb. 3.11. Experimentelle Anordnung zum Nachweis des intrinsischen Drehim-
pulses (Spin) von Elektronen

h̄e

2mec
m , m = −l, . . . , l .

Befinden sich die Atome alle im gleichen Zustand, dann sollte der Strahl also
in 2l+1 äquidistante Teilstrahlen aufspalten. Insbesondere erwartet man kei-
ne Aufspaltung für den Fall, daß alle Atome im Grundzustand (n = 1, l = 0)
sind. Was man jedoch tatsächlich beobachtet, ist eine Aufspaltung in zwei
Strahlen. Neben dem magnetischen Moment, das von der Bahnbewegung des
Elektrons um den Kern herrührt, muß es offensichtlich ein weiteres Dipol-
moment geben, das auch bei verschwindendem Bahndrehimpuls vorhanden
ist. Der hierzu gehörende Drehimpulsoperator ist gerade der in Unterab-
schn. 3.4.3 besprochene Elektronspin S, dessen Quantenzahlen s = 1/2 und
ms = ±1/2 aus der zweifachen Aufspaltung des Strahls folgen. Die Größe
des magnetischen Moments des Elektronspins kann durch dieses Experiment
ebenfalls bestimmt werden und ist

M (e) =
ege

2mec
S , ge ≈ 2 , (3.65)

wobei ge das gyromagnetische Verhältnis des Elektrons bezeichnet. Aus ähn-
lichen Experimenten geht hervor, daß auch das Proton einen elektronartigen
Spin S mit s = 1/2 besitzt, der mit einem sehr viel kleineren magnetischen
Dipolmoment (e=Elektronladung)

M (p) =
egp

2mpc
S , gp ≈ 5.56

verbunden ist. Die Wechselwirkung zwischen M (e) und M (p) ist gerade für
die Hyperfeinstrukturaufspaltung des Wasserstoffatoms verantwortlich, auf die
wir in Unterabschn. 3.7.5 zu sprechen kommen werden.
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Zusammenfassung

• Der Hamilton-Operator für ein Elektron, das mit einem äußeren elek-
tromagnetischen Feld wechselwirkt, ergibt sich durch die übliche Opera-
torersetzung aus der die klassische Bewegung des Elektrons beschreiben-
den Hamilton-Funktion. Ein Term des Hamilton-Operators läßt sich als
magnetisches Dipolmoment des Elektrons interpretieren, das durch
seinen Bahndrehimpuls hervorgerufen wird.

• Durch Multiplikation der Elektronwellenfunktion mit einem geeigne-
ten Phasenfaktor (Eichtransformation) erweist sich die Schrödinger-
Gleichung als invariant unter Eichtransformationen des elektromagneti-
schen Feldes.

• Dieser Phasenfaktor zeigt in bestimmten Situationen tatsächlich physi-
kalische Auswirkungen (Quantisierung des magnetischen Flusses,
Bohm-Aharanov-Effekt).

• Aus dem Stern-Gerlach-Experiment und ähnlichen Versuchen folgt,
daß Elektron und Proton einen intrinsischen Drehimpuls (Spin) besitzen,
der auf zwei Einstellungen beschränkt ist. Mit ihm ist jeweils ein magne-
tisches Dipolmoment verbunden, wobei das Dipolmoment des Protons
etwa um den Faktor mp/me ≈ 2000 kleiner ist als das des Elektrons.

Anwendungen

46. Kontinuitätsgleichung. Man zeige, daß für ein System, welches durch
die Schrödinger-Gleichung

ih̄
d
dt

ψ(x, t) = Hψ(x, t) , H =
1

2m

(
P − e

c
A(x, t)

)2
+ eφ(x, t) (3.66)

beschrieben wird, die Kontinuitätsgleichung
d
dt

(ψ∗ψ) + ∇j = 0

gilt, wobei die Teilchenstromdichte j gegeben ist durch

j =
h̄

2im

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗ − 2ie

h̄c
Aψ∗ψ

)
.

Lösung. Multipliziert man (3.66) mit ψ∗, ihre adjungierte Gleichung mit ψ
und zieht anschließend beide Gleichungen voneinander ab, dann folgt

ih̄
d
dt

(ψ∗ψ) +
h̄2

2m
[ψ∗∇2ψ − ψ∇2ψ∗

−2ie
h̄c

(ψ∗A∇ψ + ψA∇ψ∗ + ψ∗ψ∇A)] = 0
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=⇒ ih̄
d
dt

(ψ∗ψ) +
h̄2

2m
∇

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗ − 2ie

h̄c
Aψ∗ψ

)
= 0

=⇒ d
dt

(ψ∗ψ) + ∇j = 0 , j =
h̄

2im

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗ − 2ie

h̄c
Aψ∗ψ

)
.

Man beachte, daß bei dieser Herleitung keine Eichbedingung benutzt wurde.

47. Elektron im konstanten Magnetfeld. Ein Elektron der Masse me
und der Ladung e bewege sich in einem konstanten Magnetfeld B = Bez.
Wie lauten die stationären Lösungen der zugehörigen Schrödinger-Gleichung?

Lösung. Wählt man für A die Form

A =
B

2

⎛
⎝−y

x
0

⎞
⎠ , ∇A = 0 ,

dann ist der Hamilton-Operator für das vorliegende Problem nach Satz 3.21
gegeben durch

H = − h̄2

2me
∇2 − eB

2mec
Lz +

e2B2

8mec2

(
x2 + y2) .

Die Gegenwart des ”Potentials“ e2B2

8mec2 (x2 + y2) legt zur Separation der Va-
riablen die Verwendung von Zylinderkoordinaten nahe:

x = r cos ϕ , y = r sin ϕ .

Damit folgt für die Differentialoperatoren Lz und ∇2

Lz = −ih̄
∂

∂ϕ
, ∇2 =

∂2

∂z2 +
∂2

∂r2 +
1
r

∂

∂r
+

1
r2

∂2

∂ϕ2

und für den Hamilton-Operator

H = − h̄2

2me

(
∂2

∂z2 +
∂2

∂r2 +
1
r

∂

∂r
+

1
r2

∂2

∂ϕ2

)
+

ih̄eB

2mec

∂

∂ϕ
+

e2B2

8mc2 r2 .

Offensichtlich gilt [H,Lz] = 0, so daß es sich anbietet, die Eigenzustände
von H in der Weise

Ψ(r, ϕ, z) = u(r)v(ϕ)w(z) , v(ϕ) = eimϕ , w(z) = eikz

zu schreiben, wobei v(ϕ) Eigenfunktion von Lz mit dem Eigenwert h̄m ist.
Die stationäre Schrödinger-Gleichung geht somit in folgende Differentialglei-
chung für u über:

u′′(r) +
u′(r)

r
+

(
2meE

h̄2 +
meB

h̄c
− e2B2

4h̄2c2
r2 − k2 − m2

r2

)
u(r) = 0. (3.67)

Unter Einführung der neuen Größen

x =

√
− eB

2h̄c
r , Λ =

4mec

h̄eB

(
h̄2k2

2me
− E

)
− 2m
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folgt weiter

u′′(x) +
1
x

u′(x) +
(

Λ − x2 − m2

x2

)
u(x) = 0 .

Man erkennt hieraus das folgende asymptotische Verhalten von u für große
bzw. kleine x:

x → ∞ : u′′(x) − x2u(x) = 0 =⇒ u(x) ∼ e−x2/2

x → 0 : u′′(x) +
1
x

u′(x) − m2

x2 u(x) = 0 =⇒ u(x) ∼ x|m| .

Zur Lösung von (3.67) machen wir daher den Ansatz

u(x) = G(x)e−x2/2x|m| ,

woraus sich die Differentialgleichung

G′′(x) +
(

2|m| + 1
x

− 2x

)
G′(x) + (Λ − 2 − 2|m|)G(x) = 0

ergibt. Substituieren wir jetzt y = x2, dann folgt schließlich die zu (3.45)
formgleiche Differentialgleichung

yG′′(y) + (|m| + 1 − y)G′(y) +
Λ − 2 − 2|m|

4
G(y) = 0 ,

wenn man in (3.45) die Ersetzungen

l −→ |m| − 1
2

, λ −→ Λ

4
vornimmt. Ein Vergleich mit (3.46) liefert die Energieeigenwerte unseres Pro-
blems:

Λ

4
− |m| + 1

2
= n′ = 0, 1, 2, . . .

⇐⇒ En′ =
h̄2k2

2me
− h̄eB

2mec
(2n′ + |m| + 1 + m) .

Die zugehörigen unnormierten Eigenfunktionen erhält man durch Vergleich
mit (3.47) zu

G(y) = L
|m|
n′ (y) .

3.7 Störungsrechnung und reales Wasserstoffatom

Die meisten quantenmechanischen Systeme lassen sich auf analytischem Wege
nicht exakt berechnen. Unter gewissen Umständen kann man jedoch Nähe-
rungsverfahren heranziehen, die einer exakten Lösung des Problems sehr nahe
kommen. In diesem Abschnitt diskutieren wir ein solches Verfahren, nämlich
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die zeitunabhängige Störungstheorie. Sie läßt sich oftmals dann anwenden,
wenn man es mit gebundenen Systemen zu tun hat, deren Hamilton-Operator
zeitunabhängig ist.

Der Abschnitt beginnt mit einer allgemeinen Diskussion der zeitun-
abhängigen Störungstheorie für den nichtentarteten und entarteten Fall. Rea-
listische Anwendungsbeispiele dieser Methode sind z.B. der Stark- und der
anomale Zeeman-Effekt, die ebenfalls hier besprochen werden. Desweiteren
werden wir sehen, wie das in Unterabschn. 3.5.5 bereits naiv diskutierte Was-
serstoffatom mit Hilfe der zeitunabhängigen Störungstheorie in einer realisti-
scheren Weise beschrieben werden kann (Feinstruktur- und Hyperfeinstruk-
turaufspaltung).

3.7.1 Zeitunabhängige Störungstheorie

Man betrachte die zeitunabhängige Schrödinger-Gleichung

(H(0) + H ′) |n〉 = En |n〉 . (3.68)

Wir nehmen an, daß zu H(0) ein vollständiger Satz von nichtentarteten, or-
thonormalen Eigenvektoren

∣∣n(0)
〉

samt zugehöriger Eigenwerte E
(0)
n bekannt

sei:

H(0)
∣∣∣n(0)

〉
= E(0)

n

∣∣∣n(0)
〉

.

Desweiteren soll H ′ in einem später zu definierenden Sinne ”klein“ gegenüber
H(0) sein. Üblicherweise bezeichnet man H(0) als ungestörten Hamilton-
Operator und H ′ als Störoperator oder Störung. Zur Lösung von (3.68) führen
wir einen fiktiven Störparameter λ ein, den wir weiter unten wieder entfernen
bzw. Eins setzen und formulieren (3.68) um zu

(H(0) + λH ′) |n〉 = En |n〉 ,

wobei sich die Kleinheit von H ′ zunächst im Parameter λ widerspiegelt. Nun
ist es sinnvoll, anzunehmen, daß sich die Energien En und die (unnormierten)
Zustände |n〉 in Potenzreihen von λ ausdrücken lassen,

En = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + . . . (3.69)

|n〉 =
∣∣∣n(0)

〉
+ λ

∣∣∣n(1)
〉

+ λ2
∣∣∣n(2)

〉
+ . . . ,

wobei die gestörten Größen für λ → 0 kontinuierlich in die entsprechenden
Größen des ungestörten Problems übergehen:

λ → 0 =⇒ |n〉 →
∣∣∣n(0)

〉
, En → E(0)

n .

Aufgrund der Vollständigkeit der ungestörten Basiszustände
∣∣n(0)

〉
lassen

sich die Kets
∣∣n(r)

〉
, r > 0, nach diesen entwickeln,
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〉

=
∑
m

C(r)
m

∣∣∣m(0)
〉

,

und wir erhalten

|n〉 =
∣∣∣n(0)

〉
+ λ

∑
m

C(1)
m

∣∣∣m(0)
〉

+ λ2
∑
m

C(2)
m

∣∣∣m(0)
〉

+ . . .

bzw. nach geeigneter Umskalierung der C
(r)
m

|n〉 =
∣∣∣n(0)

〉
+ λ

∑
m�=n

C(1)
m

∣∣∣m(0)
〉

+ λ2
∑
m�=n

C(2)
m

∣∣∣m(0)
〉

+ . . . . (3.70)

Setzt man nun die Gleichungen (3.69) und (3.70) in das Ausgangsproblem
(3.68) ein und ordnet die Terme nach Potenzen von λ, dann ergeben sich in
den niedrigsten Ordnungen die Gleichungen:

0. Ordnung:

H(0)
∣∣∣n(0)

〉
= E(0)

n

∣∣∣n(0)
〉

1. Ordnung:

H(0)
∑
m�=n

C(1)
m

∣∣∣m(0)
〉

+ H ′
∣∣∣n(0)

〉
= E(0)

n

∑
m�=n

C(1)
m

∣∣∣m(0)
〉

+E(1)
n

∣∣∣n(0)
〉

(3.71)

2. Ordnung:

H(0)
∑
m�=n

C(2)
m

∣∣∣m(0)
〉

+ H ′ ∑
m�=n

C(1)
m

∣∣∣m(0)
〉

= E(0)
n

∑
m�=n

C(2)
m

∣∣∣m(0)
〉

+E(1)
n

∑
m�=n

C(1)
m

∣∣∣m(0)
〉

+E(2)
n

∣∣∣n(0)
〉

. (3.72)

Die 0. Ordnung führt offensichtlich wieder auf die Gleichung für das un-
gestörte Problem. Multipliziert man (3.71) von links mit

〈
n(0)

∣∣ , so folgt

E(1)
n =

〈
n(0)

∣∣∣H ′
∣∣∣n(0)

〉
,

d.h. die Korrekturenergie 1. Ordnung zur ungestörten Energie E
(0)
n ist gleich

dem Erwartungswert der Störung H ′ im entsprechenden ungestörten Zustand∣∣n(0)
〉
. Die Entwicklungskoeffizienten C

(1)
m erhält man durch Linksmultipli-

kation von (3.71) mit
〈
k(0)

∣∣ �= 〈
n(0)

∣∣ :
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m�=n

C(1)
m E(0)

m δkm +
〈

k(0)
∣∣∣H ′

∣∣∣n(0)
〉

= E(0)
n

∑
m�=n

C(1)
m δkm

=⇒ C(1)
m =

〈
m(0)

∣∣H ′ ∣∣n(0)
〉

E
(0)
n − E

(0)
m

.

Die unnormierten Zustände des gestörten Problems lauten somit in 1. Ord-
nung (und mit λ = 1)

|n〉 =
∣∣∣n(0)

〉
+

∑
m�=n

〈
m(0)

∣∣H ′ ∣∣n(0)
〉

E
(0)
n − E

(0)
m

∣∣∣m(0)
〉

. (3.73)

Zur Bestimmung der entsprechenden Größen in 2. Ordnung verfährt man
genauso. Wir begnügen uns hier mit der Angabe der Korrekturenergie 2.
Ordnung, die man durch Multiplikation von (3.72) mit

〈
n(0)

∣∣ erhält:

E(2)
n =

∑
m�=n

| 〈m(0)
∣∣H ′ ∣∣n(0)

〉 |2
E

(0)
n − E

(0)
m

.

Anhand von (3.73) läßt sich nun die ”Kleinheit“ von H ′ und damit die Güte
der störungstheoretischen Entwicklung quantifizieren. Eine notwendige Be-
dingung dafür, daß

∣∣n(1)
〉

klein ist gegenüber
∣∣n(0)

〉
, liefert die Ungleichung∣∣∣∣∣

〈
m(0)

∣∣H ′ ∣∣n(0)
〉

E
(0)
n − E

(0)
m

∣∣∣∣∣ 	 1 .

Sie hängt offenbar von drei Faktoren ab, nämlich

• der absoluten Größe der Störung H ′,

• den Matrixelementen von H ′ zwischen ungestörten Zuständen und

• den Energiedifferenzen zwischen diesen Zuständen.

Im Falle einer Entartung, E
(0)
n = E

(0)
m , ist es offensichtlich nicht so ohne wei-

teres möglich, obige Bedingung für die Anwendbarkeit der Störungstheorie
zu erfüllen. Sie wäre nur dann erfüllt, wenn mit den Koeffizientennennern
auch gleichzeitig die Zähler also die nichtdiagonalen Matrixelemente von H ′

verschwinden. Genauer ausgedrückt: Die Eigenvektoren von H(0) zum sel-
ben Energieeigenwert müssen gleichzeitig eine Eigenbasis von H ′ sein. Dies
läßt sich aber stets erreichen, da H(0) für diese Vektoren nicht nur diagonal
sondern proportional zur Einheitsmatrix ist. Da H ′ mit der Einheitsmatrix
kommutiert, kann man H ′ in diesem entarteten Unterraum diagonalisieren,
ohne dabei die Diagonalität von H(0) zu zerstören. Man beachte also: Auch
wenn die Gesamtheit der Eigenvektoren von H(0) einen unendlichdimensio-
nalen Raum aufspannen, so betrifft die gleichzeitige Diagonalisierung von
H(0) und H ′ in der Regel jeweils nur einen kleinen endlichdimensionalen
Unterraum, der gerade von den zum selben Eigenwert gehörenden Eigenkets
von H(0) aufgespannt wird.
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Satz 3.22: Zeitunabhängige Störungstheorie

Gegeben sei die zeitunabhängige Schrödinger-Gleichung

(H(0) + H ′) |n〉 = En |n〉 ,

mit H ′ als kleinem Störoperator. Für das ungestörte Problem

H(0)
∣∣∣n(0)

〉
= E(0)

n

∣∣∣n(0)
〉

seien ein vollständiger Satz nichtentarteter orthonormierter Lösungskets
mit den zugehörigen Eigenenergien bekannt. Die Korrekturenergien in 1.
und 2. Ordnung Störungstheorie sind dann gegeben durch

E(1)
n =

〈
n(0)

∣∣∣H ′
∣∣∣n(0)

〉
, E(2)

n =
∑
m�=n

| 〈m(0)
∣∣H ′ ∣∣n(0)

〉 |2
E

(0)
n − E

(0)
m

. (3.74)

Ist ein Energieeigenwert entartet, so hat man in dem damit verbundenen
degenerierten Teilraum eine Basis zu wählen, die H ′ diagonalisiert.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, daß sich störungstheoretische Be-
rechnungen oftmals durch Berücksichtigung von Symmetrien vereinfachen
lassen. Hat man beispielsweise

[Ω,H ′] = 0 , Ω |α, ω〉 = ω |α, ω〉 ,

so gilt

0 = 〈α1ω1|ΩH ′ − H ′Ω |α2, ω2 〉 = (ω1 − ω2) 〈α1, ω1|H ′ |α2, ω2 〉 .

Hieraus folgt die Auswahlregel

ω1 �= ω2 =⇒ 〈α1, ω1|H ′ |α2, ω2 〉 = 0 . (3.75)

Desweiteren läßt sich die in (3.74) stehende Summe von E
(2)
n auf die Be-

rechnung von drei Matrixelementen reduzieren, wenn man einen Operator Ω
finden kann, für den gilt:

H ′
∣∣∣n(0)

〉
= [Ω,H(0)]

∣∣∣n(0)
〉

.

Unter Ausnutzung der Vollständigkeit der ungestörten Eigenkets ergibt sich
dann nämlich

E(2)
n =

∑
m�=n

〈
n(0)

∣∣H ′ ∣∣m(0)
〉 〈

m(0)
∣∣ΩH(0) − H(0)Ω

∣∣n(0)
〉

E
(0)
n − E

(0)
m

=
∑
m�=n

〈
n(0)

∣∣∣H ′
∣∣∣m(0)

〉〈
m(0)

∣∣∣Ω ∣∣∣n(0)
〉

=
〈

n(0)
∣∣∣H ′Ω

∣∣∣n(0)
〉

−
〈

n(0)
∣∣∣H ′

∣∣∣n(0)
〉〈

n(0)
∣∣∣Ω ∣∣∣n(0)

〉
. (3.76)
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3.7.2 Stark-Effekt

Als eine erste Anwendung der zeitunabhängigen Störungstheorie betrachten
wir das naive Wasserstoffatom in einem konstanten elektrischen Feld in z-
Richtung der Stärke ε (Stark-Effekt). Der Hamilton-Operator für dieses Pro-
blem lautet in der Ortsdarstellung

H = H(0) + H ′ , H(0) = − h̄2

2µ
∇2 − Ze2

r
, H ′ = −eεz .

Die Eigenfunktionen von H(0) sind

Ψn,l,m(r, θ, ϕ) = gn,l(r)Yl,m(θ, ϕ) .

Die Energieverschiebung des nichtentarteten Grundzustandes (n = 1) in 1.
Ordnung verschwindet, da Ψ1,0,0 eine definierte Parität besitzt und somit
|Ψ1,0,0|2 gerade ist, während z ungerade ist:

E
(1)
1,0,0 = eε 〈100| z |100 〉 = eε

∫
drr2dΩ|Ψ1,0,0(r)|2z = 0 .

Das Wasserstoffatom besitzt also im Grundzustand kein permanentes Di-
polmoment. Für die Energieverschiebung 2. Ordnung des Grundzustandes
erwarten wir dagegen einen von Null verschiedenen Beitrag, da das äußere
Feld die Elektronhülle deformiert und so ein Dipolmoment induziert, das mit
dem elektrischen Feld wechselwirkt:

E
(2)
1,0,0 = e2ε2

∑
n>1,l,m

| 〈nlm| z |100 〉 |2
E

(0)
1 − E

(0)
n

.

Nun läßt sich zeigen, daß für den Operator

Ω =
µr0eε

Zh̄2

(
r2

2
+

r0r

Z

)
cos θ

in der Ortsdarstellung gilt:

H ′ |100〉 = [Ω,H(0)] |100〉 .

Damit folgt unter Anwendung von (3.76)

E
(2)
1,0,0 = 〈100|H ′Ω |100 〉 − 0

= −µr0e
2ε2

Zh̄2
1
π

(
Z

r0

)3 ∫
drr2dΩe−2Zr/r0

(
r3

2
+

r0r
2

Z

)
cos2 θ

= −9
4

ε2r3
0

Z4 .

Als nächstes betrachten wir den Stark-Effekt für das entartete n = 2-Niveau
des Wasserstoffatoms, das die folgenden vier Zustände gleicher Energie bein-
haltet:
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Ψ2,0,0 = 2
(

Z

2r0

)3/2 (
1 − Zr

2r0

)
e−Zr/2r0Y0,0

Ψ2,1,0 =
1√
3

(
Z

2r0

)3/2
Zr

r0
e−Zr/2r0Y1,0

Ψ2,1,1 =
1√
3

(
Z

2r0

)3/2
Zr

r0
e−Zr/2r0Y1,1

Ψ2,1,−1 =
1√
3

(
Z

2r0

)3/2
Zr

r0
e−Zr/2r0Y1,−1 .

Zunächst müssen wir aus ihnen Basisvektoren

α1Ψ2,0,0 + α2Ψ2,1,0 + α3Ψ2,1,1 + α4Ψ2,1,−1

konstruieren, die H ′ diagonalisieren. Von den insgesamt 16 Matrixelemen-
ten 〈2lm|H ′ |2l′m′ 〉 liefern die Diagonaleinträge keinen Beitrag, da alle vier
Zustände eine definierte Parität besitzen. Weiterhin kommutiert H ′ mit Lz,
so daß wegen (3.75) alle Matrixelemente mit m �= m′ ebenfalls verschwinden.
Es verbleibt das zu lösende Eigenwertproblem⎛

⎜⎜⎝
0 ∆ 0 0
∆ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

α1
α2
α3
α4

⎞
⎟⎟⎠ = E(1)

⎛
⎜⎜⎝

α1
α2
α3
α4

⎞
⎟⎟⎠ ,

mit

∆ = −eε 〈200| z |210 〉 =
3eεr0

Z
.

Die zugehörigen Lösungen sind

E(1) = ±∆ : α =
1√
2

⎛
⎜⎜⎝

1
±1
0
0

⎞
⎟⎟⎠ , E(1) = 0 : α =

⎛
⎜⎜⎝

0
0
1
0

⎞
⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎝

0
0
0
1

⎞
⎟⎟⎠ .

Die ungestörten n=2-Zustände, welche stabil unter der Störung H ′ sind,
lauten also zusammen mit ihren Energieverschiebungen 1. Ordnung

1√
2

(Ψ2,0,0 + Ψ2,1,0) , E(1) =
3eεr0

Z

1√
2

(Ψ2,0,0 − Ψ2,1,0) , E(1) = −3eεr0

Z

Ψ2,1,1 , E(1) = 0

Ψ2,1,−1 , E(1) = 0 .
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3.7.3 Feinstrukturaufspaltung

Wir wenden uns nun einer realistischeren Beschreibung wasserstoffähnlicher
Atome zu. Ausgangspunkt ist wieder der ungestörte Hamilton-Operator

H(0) =
P 2

2µ
− Ze2

r
,

wobei der Relativimpuls P = P R im Schwerpunktsystem (P S = 0) in fol-
gender Weise mit den Elektron- und Kernimpulsen zusammenhängt:

P 2

2µ
=

P 2
e

2me
+

P 2
k

2mk
.

Als erstes wollen wir relativistisch kinematische Effekte in niedrigster Ord-
nung berücksichtigen, indem wir P 2

e/2me + P 2
k/2mk durch den Ausdruck√

P 2
ec

2 + m2
ec

4 +
P 2

k

2mk
≈ mec

2 +
P 2

e

2me
+

P 2
k

2mk
− P 4

e

8m3
ec

2

≈ mec
2 +

P 2

2µ
− P 4

8µ3c2

ersetzen. Der erste Term auf der rechten Seite ist eine irrelevante Konstante
und der zweite der oben stehende nichtrelativistische Ausdruck. Der dritte
Term führt zur relativistischen Korrektur

HT = − P 4
e

8µ3c2 ,

die als kleine Störung zu H(0) hinzukommt. Da der Operator HT rotations-
invariant ist, hat er diagonale Gestalt in der (nlm)-Basis des ungestörten Pro-
blems. Mit anderen Worten: Die (nlm)-Basis ist stabil unter dieser Störung,
und wir brauchen die Tatsache nicht weiter zu berücksichtigen, daß die ver-
schiedenen ungestörten Energieniveaus entartet sind. Die Energieverschie-
bung 1. Ordnung ergibt sich somit einfach aus

E
(1)
T = − 1

8µ3c2

〈
nlm| P 4 |nlm

〉
.

Unter Verwendung von

P 4 = 4µ2
(

P 2

2µ

)2

= 4µ2
(

H(0) +
Ze2

r

)2

und (3.50) folgt

E
(1)
T = − 1

2µc2

(
E2

n + 2EnZe2
〈

1
r

〉
nlm

+ Z2e4
〈

1
r2

〉
nlm

)

=
Z4α4

eµc2

2

(
3

4n4 − 1
n3

(
l + 1

2

)) .
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Ein anderer Effekt kommt von der Berücksichtigung des Spins des Elektrons
zustande, dessen Ursprung in klassischer Betrachtungsweise wie folgt ver-
standen werden kann: Bewegt sich das Elektron im Ruhesystem des Kerns
mit der (konstanten) Geschwindigkeit v, so hat der Kern im Ruhesystem des
Elektrons die Geschwindigkeit −v und produziert nach dem Biot-Savartschen
Gesetz, Satz 2.16, ein Magnetfeld

B =
Ze

c

v × x

|x|3 = − Ze

mec|x|3 x × p .

Dieses Magnetfeld tritt mit dem magnetischen Moment M (e) des Elektrons
in Wechselwirkung, und liefert den Energiebeitrag

HSB = −M (e)B .

Aus quantenmechanischer Sicht folgt hieraus und mit (3.65) der Störoperator
für die Spin-Bahn-Wechselwirkung:

HSB = − e

mec
SB =

Ze2

m2
ec

2r3 LS , r = |x| .

Wie sich zeigt, muß dieser Ausdruck um den Faktor 2 reduziert werden, der
sich aus relativistischen Effekten zusammen mit der nicht geradlinigen Bewe-
gung des Elektrons um den Kern (Thomas-Präzession) ergibt. Vernachlässi-
gen wir den Unterschied zwischen me und µ, dann lautet also der korrekte
Störoperator

HSB =
Ze2

2µ2c2r3 LS .

Die Berechnung der entsprechenden Energieverschiebungen erfordert wieder
eine Diagonalisierung von HSB in den zu den ungestörten Energien E

(0)
n

gehörenden 2(2l+1)-dimensionalen Unterräumen, wobei der Faktor 2 von den
zwei Spineinstellungen des Elektrons kommt. Der damit verbundene Aufwand
läßt sich wesentlich reduzieren, wenn man berücksichtigt, daß gilt:

J = L + S =⇒ J2 = L2 + S2 + 2LS

=⇒ HSB =
Ze2

4µ2c2r3

[
J2 − L2 − S2] .

Wir können nämlich nun die in Unterabschn. 3.4.5 erarbeiteten Gesamtdreh-
impulseigenzustände

∣∣ l, 1
2 , J, M

〉
verwenden, für die HSB bereits diagonale

Gestalt besitzt. Nach (3.34) folgt dann den zwei Gesamtdrehimpulseinstel-
lungen J = l ± 1/2, l > 0 entsprechend

E
(1)
SB =

〈
n, l,

1
2
, l ± 1

2
, M

∣∣∣∣HSB

∣∣∣∣n, l,
1
2
, l ± 1

2
, M

〉

=
〈

n, l,
1
2
, l ± 1

2
, M

∣∣∣∣ 1
r3

∣∣∣∣n, l,
1
2
, l ± 1

2
, M

〉
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×Ze2h̄2

4µ2c2

[(
l ± 1

2

)(
l ± 1

2
+ 1

)
− l(l + 1) − 3

4

]

=
{

l + 1
2 ± M

2l + 1

〈
n, l, M − 1

2
; +

∣∣∣∣ 1
r3

∣∣∣∣n, l, M − 1
2
; +

〉

+
l + 1

2 ∓ M

2l + 1

〈
n, l, M +

1
2
; −

∣∣∣∣ 1
r3

∣∣∣∣n, l, M +
1
2
; −

〉}

×Ze2h̄2

4µ2c2

[(
l ± 1

2

)(
l ± 1

2
+ 1

)
− l(l + 1) − 3

4

]

=
Ze2h̄2

4µ2c2

〈
1
r3

〉
nl

{
l

−l − 1

}
.

Aufgrund der Orthogonalität der Kugelflächenfunktionen und der Elektron-
spinbasiszustände liefern die Matrixelemente〈

n, l, M ± 1
2
; ∓

∣∣∣∣ 1
r3

∣∣∣∣n, l, M ∓ 1
2
; ±

〉
keinen Beitrag. Mit (3.50) ergibt sich schließlich

E
(1)
SB =

Z4α4
eµc2

4

{
l

−l − 1

}
n3l

(
l + 1

2

)
(l + 1)

. (3.77)

Kombiniert man die Energieverschiebungen E
(1)
T und E

(1)
SB , so erhält man als

Gesamtverschiebung die Feinstrukturverschiebung oder -aufspaltung:

E
(1)
FS = E

(1)
T + E

(1)
SB =

Z4α4
eµc2

2n3

(
3
4n

− 1
J + 1

2

)
, J = l ± 1

2
. (3.78)

Man beachte, daß diese Formel für den Fall l > 0 hergeleitet wurde. Bei l = 0
divergiert

〈 1
r3

〉
nl

und LS verschwindet. Setzen wir aber in (3.78) l = 0, dann
erhalten wir ein endliches Resultat, und es zeigt sich, daß es im Rahmen der
relativistischen Quantenmechanik tatsächlich die korrekte Energieverschie-
bung für l=0-Zustände liefert.

Die durch E
(1)
SB und E

(1)
FS hervorgerufenen Aufspaltungen sind in Abb. 3.12

dargestellt. Ein interessantes Ergebnis aus (3.78) ist, daß die Korrekturen so
zusammenwirken, daß die Zustände 2s1/2 und 2p1/2 genau zusammenfallen.
Im Jahre 1947 konnten Lamb und Retherford in einem Hochpräzisionsexpe-
riment jedoch eine kleine Abweichung zwischen den 2s1/2- und 2p1/2-Niveaus
messen. Dieser, unter dem Namen Lamb-Shift bekannte Effekt läßt sich nur
im Rahmen der Quantenelektrodynamik erklären, nach der die Differenz als
Folge der Wechselwirkung des Elektrons mit seinem eigenen Strahlungsfeld
zustande kommt.

3.7.4 Anomaler Zeeman-Effekt

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die Spin-Bahn-Wechselwirkung auf
wasserstoffähnliche Atome in einem konstanten Magnetfeld B = Bez in z-
Richtung auswirkt. Hierzu betrachten wir
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2s1/2, 2p1/2, 2p3/2

n = 2, l = 0, s = 1
2

2p1/2

2s1/2

2p3/2

2s1/2, 2p1/2

2p3/2

Spin-Bahn-
Aufspaltung

Spin-Bahn- und
rel. Korrektur

Abb. 3.12. Linienaufspaltungen des n=2,l=0-Wasserstoffniveaus unter Berück-
sichtigung der Spin-Bahn-Wechselwirkung sowie kinematisch relativistischer Kor-
rekturen

H(0) =
P 2

2µ
− Ze2

r
+

Ze2

2m2
ec

2r3 LS

als ungestörten Hamilton-Operator und

HAZ = − e

2mec
(L + 2S)B = − eB

2mec
(Lz + 2Sz) = − eB

2mec
(Jz + Sz)

als kleine Störung. Letztere berücksichtigt die Wechselwirkung des äußeren
Magnetfeldes sowohl mit dem durch den Bahndrehimpuls des Elektrons her-
vorgerufenen magnetischen Dipolmoment als auch mit dem magnetischen Di-
polmoment des Elektronspins. Die Wahl von H(0) zwingt uns wieder, die Ge-
samtdrehimpulseigenzustände aus (3.34) zur Berechnung der entsprechenden
Energieverschiebungen zu verwenden. Wir erhalten somit

E
(1)
AZ =

〈
n, l,

1
2
, l ± 1

2
, M

∣∣∣∣HAZ

∣∣∣∣n, l,
1
2
, l ± 1

2
, M

〉

= − eB

2mec

{
h̄M +

〈
n, l,

1
2
, l ± 1

2
, M

∣∣∣∣Sz

∣∣∣∣n, l,
1
2
, l ± 1

2
, M

〉}

= − eB

2mec

{
h̄M +

l + 1
2 ± M

2l + 1

〈
n, l, M − 1

2
; +

∣∣∣∣Sz

∣∣∣∣n, l, M − 1
2
; +

〉

+
l + 1

2 ∓ M

2l + 1

〈
n, l, M +

1
2
; −

∣∣∣∣Sz

∣∣∣∣n, l, M +
1
2
; −

〉}

=⇒ E
(1)
AZ = −eBh̄M

2mec

(
1 ± 1

2l + 1

)
, J = l ± 1

2
.

Die Zustände mit festem J = l ± 1/2 werden also in 2j äquidistante Linien
aufgespalten, die jeweils einen Abstand von eBh̄

2mec
2l+2
2l+1 bzw. eBh̄

2mec
2l

2l+1 haben
(siehe Abb. 3.13). Da man für diese Aufspaltungen zur Zeit ihrer Entdeckung
noch keine Erklärung (durch den Elektronspin) hatte, nannte man sie ano-
maler Zeeman-Effekt.
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.

.

.

.

.

.

l, s = 1
2

J = l − 1
2

J = l + 1
2

M

l + 1
2

l − 1
2

−l − 1
2

l − 1
2

l − 3
2

−l + 1
2

Abb. 3.13. Linienaufspaltungen der zu den Gesamtdrehimpulsquantenzahlen J =
l ± 1/2 gehörenden Wasserstoffniveaus in Anwesenheit eines äußeren Magnetfeldes
(anomaler Zeeman-Effekt)

3.7.5 Hyperfeinstrukturaufspaltung

Bei Zuständen mit der Bahndrehimpulsquantenzahl l = 0 erwartet man nach
(3.78) keine Feinstrukturaufspaltung in wasserstoffähnlichen Atomen. Trotz-
dem zeigen Präzisionsexperimente auch hierbei eine Aufspaltung in zwei Li-
nien. Die Erklärung hierfür liefert das bisher vernachlässigte magnetische
Dipolmoment (und der damit verbundene Spin) des Kerns,

M (k) =
Zegk

2mkc
I , I = Kernspin ,

der mit dem magnetischen Dipolmoment

M (e) =
e

mec
S(e)

des Elektrons in Wechselwirkung tritt. Beschränkt man sich auf l=0-Zustände
von Wasserstoffatomen (Z = 1 , gk = gp , I = S(p)), dann kann man
zeigen, daß der durch die magnetischen Momente von Elektron und Proton
hervorgerufene Störoperator gegeben ist durch15

HHF =
4gpm2

ec
2α4

e

3mpn3h̄2 S(e)S(p) .

Da die Spins von den übrigen Freiheitsgraden völlig entkoppelt sind, benöti-
gen wir zur Bestimmung der entsprechenden Energieverschiebungen lediglich
eine Spinbasis, die HHF diagonalisiert. Hierzu verfahren wir analog zur LS-
Kopplung und schreiben

15 Für l>0-Zustände kann die Spin-Spin-Wechselwirkung aufgrund der großen
Kernmasse gegenüber der Spin-Bahn-Wechselwirkung vernachlässigt werden.
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S = S(e) + S(p) =⇒ S2 = S(e)2 + S(p)2 + 2S(e)S(p)

=⇒ HHF =
4gpm2

ec
2α4

e

6mpn3h̄2

[
S2 − S(e)2 − S(p)2

]
.

Nun bietet sich die Gesamtspinbasis aus Unterabschn. 3.4.5 an, für die HHF
diagonal ist. Für die drei Triplettzustände mit Gesamtspinquantenzahl S = 1
ergibt sich

E
(1)
HF =

gpm2
ec

2α4
e

3mpn3

und für den Singulettzustand mit S = 0

E
(1)
HF = −gpm2

ec
2α4

e

mpn3 .

Die Energiedifferenz zwischen den Triplett- und Singulettzuständen für n = 1,
l = 0 beträgt

∆E
(1)
HF =

4gpm2
ec

2α4
e

3mp
= 5.857 · 10−12 MeV .

Die mit diesem Übergang verbundene Emissionsfrequenz ist

ν =
∆E

(1)
HF

2πh̄
≈ 1420 MHz

und liegt somit im Mikrowellenbereich (λ ≈ 21 cm). Sie spielt eine wichtige
Rolle in der Radioastronomie, da man hierüber Aussagen über die Dichte-
verteilung von atomarem Wasserstoffgas in Galaxien gewinnen kann.

Zusammenfassung

• Viele stationäre Probleme, die analytisch nicht exakt gelöst wer-
den können, lassen sich durch Anwendung der zeitunabhängigen
Störungstheorie näherungsweise lösen. Die Korrekturen zu den un-
gestörten Zuständen und Energien ergeben sich im wesentlichen aus Ma-
trixelementen des Störoperators zwischen ungestörten Zuständen. Ist ein
ungestörter Energieeigenwert entartet, so hat man den Störoperator in
dem durch die Eigenzustände dieses Energiewertes aufgespannten Teil-
raum zu diagonalisieren.

• Realistische Anwendungsbeispiele der zeitunabhängigen Störungstheorie
sind z.B. der Stark-Effekt, die Feinstruktur- und Hyperfeinstruk-
turaufspaltung.

�
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• Die Feinstrukturaufspaltung wasserstoffähnlicher Atome resultiert aus
der Berücksichtigung zweier Effekte: (i) Relativistisch kinematische Kor-
rektur (P 4-Term) und (ii) Wechselwirkung zwischen dem durch die Elek-
tronbewegung hervorgerufenem Magnetfeld und dem intrinsischen Dipol-
moment des Elektrons. Letztere läßt sich sehr einfach durch Verwendung
von Gesamtdrehimpulszuständen beschreiben.

• Die Berücksichtigung der Wechselwirkung zwischen den durch den
Kern- und Elektronspins hervorgerufenen magnetischen Momenten
führt zur Hyperfeinstrukturaufspaltung. Auch sie läßt sich (für l=0-
Wasserstoffatomzustände) durch Gebrauch von Gesamtspinzuständen
einfach berechnen.

Anwendungen

48. Naives Heliumatom. Man betrachte ein Heliumatom, bestehend aus
zwei Protonen (Z = 2) und zwei Hüllenelektronen, wobei in sehr guter Nähe-
rung angenommen werden kann, daß der Atomkern unendlich schwer ist. Im
Ruhesystem des Kerns haben wir somit ein Zwei-Teilchenproblem vorliegen,
dessen Hamilton-Operator unter Vernachlässigung relativistischer und durch
Spins hervorgerufener Effekte durch

H = H1 + H2 + V , Hi =
P 2

i

2me
− 2e2

|xi| , V (x1,x2) =
e2

|x1 − x2|
gegeben ist. Hierbei beschreibt V die abstoßende Wechselwirkung zwischen
den beiden Elektronen. Man berechne die Grundzustandsenergie dieses Sy-
stems in 1. Ordnung Störungstheorie, wobei V als Störterm zu betrachten
ist.

Lösung. Die stationäre Schrödinger-Gleichung für das ungestörte Problem
(0. Ordnung) lautet

(H1 + H2)Ψ(x1,x2) = E(0)Ψ(x1,x2) .

Zu ihrer Lösung machen wir den Produktansatz

Ψ(x1,x2) = Ψ1(x1)Ψ2(x2) .

Damit zerfällt die Schrödinger-Gleichung in zwei Gleichungen für wasser-
stoffähnliche Atome,

HiΨi(xi) = E
(0)
i Ψi(xi) , E(0) = E

(0)
1 + E

(0)
2 ,

deren Lösungen durch

Ψi(x) = Ψni,li,mi(x) = gni,li(r)Yli,mi(θ, ϕ) , E
(0)
i = −2mec

2α2
e

n2
i
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gegeben sind. Für die nichtentartete Grundzustandsenergie des Heliumatoms
(n1 = n2 = 1) folgt somit in 0. Ordnung

E
(0)
1,1 = −4mec

2α2
e = −108.8 eV .

Zum Vergleich: Der experimentelle Wert beträgt: -78.98 eV. Für die Korrek-
tur in 1. Ordnung hat man das Integral

E
(1)
1,1 =

∫
d3x1

∫
d3x2|Ψ1,0,0(x1)|2|Ψ1,0,0(x2)|2 e2

|x1 − x2|

=
e2

π2

(
2
r0

)6 ∫
dr1r

2
1e

−4r1/r0

∫
dr2r

2
2e

−4r2/r0

×
∫

dΩ1

∫
dΩ2

1
|x1 − x2|

zu berechnen. Man sieht leicht, daß der Ausdruck∫
dΩ2

|x1 − x2|
nur von |x1| abhängt. Wir brauchen ihn deshalb nur für einen Vektor, z.B.
x1 = r1ez, zu berechnen. Führen wir für x2 Kugelkoordinaten ein,

x2 = r2

⎛
⎝ cos ϕ cos θ

sin ϕ cos θ
sin θ

⎞
⎠ ,

so folgt∫
dΩ2

|x1 − x2| =

2π∫
0

dϕ

1∫
−1

d cos θ(r2
1 + r2

2 − 2r1r2 cos θ)−1/2

= − 2π

r1r2

(√
r2
1 + r2

2 − 2r1r2 −
√

r2
1 + r2

2 + 2r1r2

)
=

2π

r1r2
(r1 + r2 − |r1 − r2|)

=⇒ E
(1)
1,1 = 8e2

(
2
r0

)6 ∞∫
0

dr1r1e−4r/r0

×
⎡
⎣2

r1∫
0

dr2r
2
2e

−4r2/r0 + 2r1

∞∫
r1

dr2r2e−4r2/r0

⎤
⎦

=
5
4
mec

2α2
e = 34 eV .

Insgesamt ergibt sich für die Grundzustandsenergie des Heliumatom bis zur
1. Ordnung

E1,1 ≈ E
(0)
1,1 + E

(1)
1,1 = −74.8 eV .



3.8 Atomare Übergänge 349

3.8 Atomare Übergänge

Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit Übergängen zwischen atomaren, wasser-
stoffähnlichen Energieniveaus, die von Strahlungsemission bzw. -absorption
begleitet werden. Zu ihrer Beschreibung interessiert vor allem die Wechsel-
wirkung zwischen Atomen und elektromagnetischen Feldern, wobei letzte-
re entweder von außen angelegt werden (induzierte Übergänge) oder aber
spontan entstehen (spontane Übergänge). Während in Abschn. 3.7 atomare
Effekte besprochen wurden, die durch konstante elektromagnetische Felder
hervorgerufen werden (Stark-Effekt, Zeeman-Effekt), haben wir es hier nun
mit schwingenden und somit zeitabhängigen Feldern zu tun, deren Einflüsse
durch die zeitabhängige Störungstheorie adäquat beschrieben werden können.

Der Abschnitt beginnt mit einer allgemeinen Diskussion zeitabhängi-
ger Störungen. Anschließend leiten wir Fermis goldene Regel her, welche
die Übergangswahrscheinlichkeit zwischen zwei ungestörten atomaren Nive-
aus in Anwesenheit einer periodischen Störung beschreibt. Wir erweitern
unsere Ergebnisse auf den Fall spontaner Emissionen, deren Ursprung al-
lerdings nur im Rahmen der Quantenelektrodynamik erklärt werden kann
und die durch Quantenfluktuationen des elektromagnetischen Feldes um den
makroskopischen Mittelwert Null zustande kommen. Wie sich herausstellen
wird, verschwinden die Übergangswahrscheinlichkeiten für bestimmte atoma-
re Übergänge in der Dipolnäherung. Dies führt uns zu den Dipolauswahlre-
geln. Als konkrete Beispiele berechnen wir zum Schluß das Intensitätsverhält-
nis zwischen den beiden Übergängen 2p3/2 → 1s1/2 und 2p1/2 → 1s1/2 sowie
die Übergangsrate von 2p1/2 → 1s1/2.

3.8.1 Zeitabhängige Störungstheorie

Ausgangspunkt unserer Diskussion ist die zeitabhängige Schrödinger-Glei-
chung

ih̄
d
dt

|ψ(t)〉 = H(t) |ψ(t)〉 , H(t) = H(0) + λH ′(t) .

H(0) bezeichnet den zeitunabhängigen, ungestörten Anteil und H ′(t) eine
zeitabhängige Störung. Wie in Unterabschn. 3.7.1 haben wir auch hier einen
fiktiven Störparameter λ eingefügt, der weiter unten wieder entfernt wird.
Für das ungestörte Problem sei ein vollständiger Satz von Eigenfunktionen
bereits gefunden:

ih̄
d
dt

∣∣∣n(0)(t)
〉

= H(0)
∣∣n(0)(t)

〉
∣∣n(0)(t)

〉
= e−iωnt

∣∣n(0)
〉

, ωn =
E

(0)
n

h̄
.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (3.79)

Die Frage, der wir im folgenden nachgehen wollen, lautet: Zum Zeitpunkt
t = 0 befinde sich das System im ungestörten Eigenzustand

∣∣ i(0)〉 . Wie
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groß ist die Wahrscheinlichkeit, das System zur Zeit t im ungestörten Zu-
stand

∣∣f (0)
〉

vorzufinden? Hierzu entwickeln wir |ψ(t)〉 nach den ungestörten
Zuständen,

|ψ(t)〉 =
∑

n

cni(t)e−iωnt
∣∣∣n(0)

〉
,

wobei die Entwicklungskoeffizienten cni der Anfangsbedingung

cni(0) = δni

unterliegen. Setzt man diese Entwicklung in (3.79) ein, so ergibt sich

ih̄
∑

n

[ċni − iωncni] e−iωnt
∣∣∣n(0)

〉
=

∑
n

[
E(0)

n + λH ′(t)
]
cnie−iωnt

∣∣∣n(0)
〉

=⇒ ih̄
∑

n

ċnie−iωnt
∣∣∣n(0)

〉
=

∑
n

λH ′cnie−iωnt
∣∣∣n(0)

〉
.

Durch Multiplikation der letzten Beziehung mit
〈
f (0)

∣∣ eiωf t folgt schließlich
das Differentialgleichungssystem

ih̄ċfi(t) =
∑

n

〈
f (0)

∣∣∣λH ′(t)
∣∣∣n(0)

〉
eiωfntcni(t) , ωfn = ωf − ωn . (3.80)

Dieses System läßt sich nun iterativ in den verschiedenen λ-Ordnungen lösen,
indem auf der rechten Seite sukzessive die Lösung der vorangegangenen Ord-
nung eingesetzt wird. In 0. Ordnung ignorieren wir die rechte Seite von (3.80),
da das Matrixelement

〈
f (0)

∣∣λH ′ ∣∣n(0)
〉

selbst von 1. Ordnung ist, und erhal-
ten

ċfi(t) = 0 =⇒ c
(0)
fi (t) = cfi(0) = δfi ,

was im Einklang mit der Erwartung steht. Liegt nämlich keine äußere Störung
vor, so verbleibt das System für alle Zeiten im Zustand

∣∣ i(0)〉 . In 1. Ordnung
ergibt sich durch Einsetzen von c

(0)
ni auf der rechten Seite von (3.80) (und mit

λ = 1)

ċfi(t) = − i
h̄

〈
f (0)

∣∣∣H ′(t)
∣∣∣i(0)〉 eiωfit

=⇒ c
(1)
fi (t) = δfi − i

h̄

t∫
0

dt′
〈

f (0)
∣∣∣H ′(t′)

∣∣∣i(0)〉 eiωfit
′
.

Höhere Ordnungen folgen in entsprechender Weise. Insgesamt ergibt sich
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cfi(t) = δfi

− i
h̄

t∫
0

dt′
〈

f (0)
∣∣∣H ′(t′)

∣∣∣i(0)〉 eiωfit
′

+
(−i

h̄

)2 t∫
0

dt′
t′∫

0

dt′′
∑

n

〈
f (0)

∣∣∣H ′(t′)
∣∣∣n(0)

〉

×
〈

n(0)
∣∣∣H ′(t′′)

∣∣∣i(0)〉 eiωfnt′
eiωnit

′′

+ . . . . (3.81)

Man beachte, daß diese störungstheoretische Entwicklung nur Sinn macht,
falls für f �= i gilt:

∣∣∣c(1)
fi (t)

∣∣∣ 	 1. Andernfalls werden die Rechnungen aufgrund

der Zuweisung c
(0)
fi (t) = δfi inkonsistent. Aus den Entwicklungskoeffizienten

bzw. Übergangsamplituden cfi(t) erhält man nun die Übergangswahrschein-
lichkeiten für den Übergang

∣∣ i(0)〉 t−→ ∣∣f (0)
〉

zu

Wfi(t) = |cfi(t)|2 .

Interpretation der Entwicklungsterme. Die zu den Übergangsampli-
tuden (3.81) beitragenden Terme erlauben eine einfache Interpretation der
Wechselwirkung des betrachteten Systems mit der Störung. Um dies zu se-
hen, gehen wir vom Schrödinger-Bild zum Wechselwirkungsbild (siehe Unter-
abschn. 3.2.5) über. Zwischen beiden Bildern gelten die Beziehungen

|ψS(t)〉 = U |ψI,S(t0)〉 = U (0) |ψI(t)〉
|ψI(t)〉 = U ′ |ψI,S(t0)〉

ih̄U̇ =
[
H

(0)
S + λH ′

S(t)
]
U , U = U (0)U ′

ih̄U̇
(0)

= H
(0)
S U (0)

ih̄U̇ ′ = λH ′
I(t)U

′ .

Das Wechselwirkungsbild bietet den Vorteil, daß die gesamte zeitliche Ent-
wicklung des Systems allein durch den Störterm H ′

I determiniert ist. Inte-
gration der letzten Beziehung führt zu

U ′(t, t0) = I − i
h̄

t∫
t0

dt′λH ′
I(t

′)U ′(t′, t0) ,

wobei I den Einsoperator bezeichnet. Die iterative Lösung dieser Gleichung
in den verschiedenen λ-Ordnungen liefert (mit λ = 1)
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U ′(t, t0) = I (0. Ordnung)

− i
h̄

t∫
t0

H ′
I(t

′)dt′ (1. Ordnung)

+
(−i

h̄

)2 t∫
t0

dt′
t′∫

t0

dt′′H ′
I(t

′)H ′
I(t

′′) (2. Ordnung)

+ . . . .

Multipliziert man diese Gleichung von links mit U (0)(t, t0) und drückt H ′
I

durch H ′
S aus, so erhält man die zeitliche Entwicklung des Systems im

Schrödinger-Bild:

|ψS(t)〉 = U(t, t0) |ψS(t0)〉 ,

mit

U(t, t0) = U (0)(t, t0)

− i
h̄

t∫
t0

dt′U (0)(t, t′)H ′
S(t′)U (0)(t′, t0)

+
(−i

h̄

)2 t∫
t0

dt′
t′∫

t0

dt′′U (0)(t, t′)H ′
S(t′)U (0)(t′, t′′)

×H ′
S(t′′)U (0)(t′′, t0)

+ . . . . (3.82)

Der erste Term repräsentiert die 0. Ordnung und liefert die störungsfreie Pro-
pagation des Systems. Liest man alle nachfolgenden Terme von rechts nach
links, so sagt z.B. der Term 1. Ordnung folgendes aus: Das System propa-
giert ungestört von t0 nach t′. Dort wechselwirkt es einmal mit der Störung
und propagiert daraufhin bis nach t ungestört weiter. Das Integral über t′

summiert dabei über alle möglichen intermediären Zeiten, bei denen die ein-
malige Wechselwirkung mit der Störung stattfinden kann. Dementsprechend
beinhaltet der Term p-ter Ordnung p Kontaktwechselwirkungen des Systems
mit der Störung zu den Zeiten t ≥ t′′ ≥ . . . ≥ t(p), über die integriert wird.
Zwischen diesen Zeitpunkten propagiert das System jeweils störungsfrei. In
Abb. 3.14 ist diese Sichtweise graphisch veranschaulicht.

Man beachte: Die Übergangsamplitude cfi(t) gibt gerade die Projektion

des Zustandes U(t, t0)
∣∣∣ i(0)S

〉
auf den ungestörten Zustand e−iωf t

∣∣∣f (0)
S

〉
zur

Zeit t an, also

cfi(t) =
〈

f (0)
∣∣∣ eiωf tU(t, t0)

∣∣∣i(0)〉 ,

und man überzeugt sich leicht davon, daß dieser Ausdruck für t0 = 0 wieder
auf (3.81) führt.
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Zeit

t0 t0 t0 t0

t t t t

U = U (0) + t′ H ′ + U (0) + . . .

U (0)

U (0)

H ′

H ′

U (0)

U (0)

t′

t′′

Abb. 3.14. Graphische Darstellung der zur Störungsreihe (3.82) beitragenden Ter-
me

Satz 3.23: Zeitabhängige Störungstheorie

Gegeben sei die zeitabhängige Schrödinger-Gleichung

ih̄
d
dt

|ψ(t)〉 =
[
H(0) + H ′(t)

]
|ψ(t)〉 ,

mit H ′ als kleiner zeitabhängiger Störung. Für das ungestörte Problem

ih̄
d
dt

∣∣∣n(0)(t)
〉

= H(0)
∣∣∣n(0)(t)

〉
,
∣∣∣n(0)(t)

〉
= e−iωnt

∣∣∣n(0)
〉
, ωn =

E
(0)
n

h̄

sei ein vollständiger Satz von Eigenkets bekannt. Dann ist die Wahrschein-
lichkeitsamplitude cfi(t) für den Übergang

∣∣ i(0)〉 t−→ ∣∣f (0)
〉

gegeben durch

cfi(t) = δfi (0. Ordnung)

− i
h̄

t∫
0

dt′
〈

f (0)
∣∣∣H ′(t′)

∣∣∣i(0)〉 eiωfit
′

(1. Ordnung)

+
(−i

h̄

)2 t∫
0

dt′
t′∫

0

dt′′
∑

n

〈
f (0)

∣∣∣H ′(t′)
∣∣∣n(0)

〉

× 〈
n(0)

∣∣H ′(t′′)
∣∣i(0) 〉 eiωfnt′

eiωnit
′′

(2. Ordnung)

+ . . . .

Die Entwicklungsterme p-ter Ordnung lassen sich interpretieren als p-fache
Kontaktwechselwirkungen des ungestörten Systems mit der Störung zu den
Zeiten t′ ≥ t′′ ≥ . . . ≥ t(p), über die integriert wird.
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Periodische Störungen und Fermis goldene Regel. Neben adiabati-
schen und instantanen Störungen sind insbesondere periodische Störungen
der allgemeinen Form16

H ′(t) = H′e±iωt

von Interesse, die z.B. bei der Emission und Absorption innerhalb von Ato-
men auftreten. Für diese ergibt sich unter Anwendung von Satz 3.23 die
Übergangsamplitude in 1. Ordnung (f �= i),

cfi(t) = − i
h̄

t∫
0

dt′
〈

f (0)
∣∣∣H′

∣∣∣i(0)〉 ei(ωfi±ω)t

= − i
h̄

〈
f (0)

∣∣∣H′
∣∣∣i(0)〉 ei(ωfi±ω)t − 1

i(ωfi ± ω)
,

bzw. die Übergangswahrscheinlichkeit

Wfi(t) =
1
h̄2

∣∣∣〈f (0)
∣∣∣H′

∣∣∣i(0)〉∣∣∣2 4 sin2 [(ωfi ± ω) t
2

]
(ωfi ± ω)2

.

In Abb. 3.15 ist die Funktion sin2 (∆t
2

)
/∆2 gegen ∆ graphisch dargestellt.

Man erkennt ein stark gedämpftes oszillatorisches Verhalten nach beiden Sei-
ten sowie ein ausgeprägtes Maximum bei ∆ = 0. Für große t läßt sich das
Verhalten dieser Funktion in folgender Weise mit der δ-Funktion verknüpfen:

− 6π
t

− 4π
t

− 2π
t

0 2π
t

4π
t

6π
t

∆

sin2( ∆t
2 )

∆2

Abb. 3.15. sin2
(

∆t
2

)
/∆2 als Funktion von ∆

16 Man beachte, daß H ′ in dieser Form nicht hermitesch ist. Dies ist jedoch für die
nachfolgenden Betrachtungen ohne Belang und dient lediglich der bequemeren
mathematischen Handhabung.
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∞∫
−∞

d∆f(∆)
4

∆2 sin2
(

∆t

2

)
t→∞≈ 2f(0)t

∞∫
−∞

dy
sin2 y

y2 = 2πtf(0)

=⇒ lim
t→∞

4
∆2 sin2

(
∆t

2

)
= 2πtδ(∆) .

Somit folgt für die Übergangsamplitude im Limes großer Zeiten

lim
t→∞ Wfi(t) =

2πt

h̄2

∣∣∣〈f (0)
∣∣∣H′

∣∣∣i(0)〉∣∣∣2 δ(ωfi ± ω) .

Satz 3.24: Fermis goldene Regel

Liegt eine periodische Störung der Form

H ′(t) = H′e±iωt

vor, so ist die Übergangsrate Pfi, f �= i (Übergangswahrscheinlichkeit pro
Zeit) für große Zeiten in 1. Ordnung gegeben durch

Pfi = lim
t→∞

Wfi(t)
t

=
2π

h̄2

∣∣∣〈f (0)
∣∣∣H′

∣∣∣i(0)〉∣∣∣2 δ(ωfi ± ω)

=
2π

h̄

∣∣∣〈f (0)
∣∣∣H′

∣∣∣i(0)〉∣∣∣2 δ
(
E

(0)
f − E

(0)
i ± h̄ω

)
.

Die in diesem Satz stehende δ-Funktion drückt offensichtlich einen Energie-
erhaltungssatz aus. So ist z.B. induzierte Absorption und Emission inner-
halb eines Atoms nur dann möglich, wenn das eingestrahlte Licht genau die
Frequenz besitzt, die der Energiedifferenz des End- und Anfangszustandes
entspricht. Bei der induzierten Absorption ist diese Differenz positiv (⇒ ne-
gatives Vorzeichen), bei der induzierten Emission negativ (⇒ positives Vor-
zeichen). Zur Beschreibung realistischer experimenteller Situationen hat man
(aus mehreren Gründen) über die δ-Funktion zu integrieren, so daß Fermis
goldene Regel in jedem Fall zu einem wohldefinierten Ausdruck wird.

3.8.2 Spontane Emission, Phasenraum der Photonen

Die Quantenmechanik ist nicht in der Lage, spontane Emission in Atomen
zu erklären, da ein Atom bei Abwesenheit einer Störung für alle Zeiten im
stationären Anfangszustand

∣∣ i(0)〉 verbleibt. Eine Erklärung der spontanen
Emission liefert die Quantenelektrodynamik. Hierbei wird auch das äußere
elektromagnetische Feld quantisiert, so daß elektromagnetische Quantenfluk-
tuationen um den makroskopischen Mittelwert Null möglich sind, die letztlich
die spontane Emission verursachen. In der Quantenelektrodynamik sind die
Photonen die Feldquanten des elektromagnetischen Feldes und besitzen als
solche auch Teilchencharakter. Sie haben die Energie E = h̄ω, den Impuls
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p = h̄k und wegen der Dispersionsrelation ω = c|k| eine verschwindende Ru-
hemasse m0 im Sinne der speziellen Relativitätstheorie (siehe Satz 1.38). Fer-
ner besitzen Photonen den Spin s = 1, der mit der Polarisation ε(λ) des Lichts
zusammenhängt. Wegen εk = 0 gibt es nur zwei unabhängige Polarisations-
vektoren und somit nur zwei (statt drei) Spineinstellungen (Helizität λ = ±1).
Liegt kein äußeres Feld vor, so haben wir einen Null-Photonen- oder Vaku-
umzustand. Spontane Emission bedeutet dann offenbar, daß der Störopera-
tor einen Null-Photonenzustand in einen Ein-Photonenzustand überführt; er
muß also einen Erzeugungsoperator für ein Photon enthalten.

Im Experiment werden die von Atomen emittierten Photonen mit einem
Detektor mit endlichem Auflösungsvermögen nachgewiesen, d.h. es werden
alle Photonen mit Impulsen in einem bestimmten Bereich [h̄k : h̄(k + ∆k)]
gemessen. Die Übergangsrate ist also über alle Photonenzustände in diesem
Impulsintervall zu summieren:

Rfi =
∑
∆k

Pfi . (3.83)

Zur Bestimmung der Anzahl der Photonenzustände in diesem Intervall stellen
wir uns vor, daß alle Photonen in einem Kasten mit dem Volumen V = L3

eingeschlossen sind.17 Jedem Photon mit der Energie E = h̄ω, dem Impuls
p = h̄k und der Helizität λ ordnen wir ganz allgemein eine ebene Welle zu,

A(x, t) = A0ε(λ)
(
e−i(kx−ωt) + ei(kx−ωt)

)
,

wobei für Photonemission nur der erste und für Photonabsorption nur der
zweite Term eine Rolle spielt. Die Normierungskonstante A0 läßt sich über
die Forderung festlegen, daß die mittlere Energie 〈E〉 der Welle A,

〈E〉 =
∫
V

d3xεem , εem =
1
T

T∫
0

dt
|E|2 + |B|2

8π
, T =

2π

ω

(siehe Satz 2.4 und die Definition auf Seite 128), gerade gleich derjenigen
eines einzelnen Photons, also h̄ω sein soll. Hieraus folgt

A0 =
(

2πc2h̄

ωV

)1/2

.

Weiterhin fordern wir periodische Randbedingungen an den Rändern des
Kastens, also

A(x + L, y, z, t) = A(x, y, z, t) usw.

Dies führt automatisch zur Quantisierung der Wellenzahlen:

17 Diese Sichtweise umgeht die mit den Wellenfunktionen von freien Teilchen
(hier die Photonen) verbundenen Normierungsprobleme. Später betrachten wir
natürlich den Limes V → ∞.
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ki =
2π

L
ni , ni = 0,±1 . . . , ∆k = ∆kx∆ky∆kz =

(2π)3

V
∆nx∆ny∆nz .

Es folgt somit für die Summe in (3.83) im Limes V → ∞

Rfi =
∑
∆k

Pfi =
∫

d3nPfi =
V

(2π)3

∫
d3kPfi .

Beschränken wir uns in Satz 3.21 auf den in A linearen Term (und ver-
nachlässigen die Wechselwirkung des Photon-B-Feldes mit dem intrinsischen
Dipolmoment des Hüllenelektrons: −M (e)B = − e

mecSB), so lautet der
Störoperator für die spontane Emission eines Photons

H ′(t) = H′eiωt , H′ = − eA0

mec
e−ikxε(λ)P .

Damit ergibt sich unter Berücksichtigung Fermis goldener Regel für die Über-
gangsrate

Rfi =
V

(2πh̄)2

∫
d|k||k|2

∫
dΩk

∣∣∣〈f (0)
∣∣∣H′

∣∣∣i(0)〉∣∣∣2 δ(ωfi + ω)

=
V

(2πh̄)2
1
c3

∫
dωω2

∫
dΩk

∣∣∣〈f (0)
∣∣∣H′

∣∣∣i(0)〉∣∣∣2 δ(ωfi + ω)

=
V

(2πh̄)2
ω2

c3

∫
dΩk

∣∣∣〈f (0)
∣∣∣H′

∣∣∣i(0)〉∣∣∣2∣∣∣∣
ω=−ωfi

,

wobei dΩk das Raumwinkelelement im Impulsraum bedeutet. Es folgt der

Satz 3.25: Übergangsrate für spontane Photonenemission

Rfi =
αeω

2πm2
ec

2

∫
dΩk|Mfi|2

∣∣∣∣
ω=−ωfi

, Mfi =
〈

f (0)
∣∣∣ e−ikxε(λ)P

∣∣∣i(0)〉 .

Wenn das Experiment nicht zwischen den Polarisationszuständen des Pho-
tons unterscheidet, muß über diese ebenfalls summiert werden.

3.8.3 Auswahlregeln in der Dipolnäherung

Im folgenden beschäftigen wir uns mit Übergängen in wasserstoffähnlichen
Atomen. Uns interessiert hier vor allem die Frage, für welche Übergänge das
Matrixelement

Mfi =
〈

f (0)
∣∣∣ e−ikxεP

∣∣∣i(0)〉
einen nichtverschwindenden Beitrag liefert, d.h. welche Übergänge erlaubt
sind. Für den Exponenten der ebenen Photonwelle gilt im gesamten Ausdeh-
nungsbereich der elektronischen Wellenfunktionen größenordnungsmäßig18

18 Im weiteren Verlauf wird zwischen der reduzierten Masse µ und der Elektron-
masse me nicht weiter unterschieden.
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|k| =
ω

c
=

E

h̄c
≈ mecZ

2α2
e

2h̄
(siehe (3.48))

|x| <~
h̄

mecZαe
(siehe (3.49))

=⇒ kx ≤ |k||x| <~
αeZ

2
.

Somit läßt sich für αeZ 	 1 das Exponential entwickeln:

e−ikx = 1 − ikx + . . . .

Wir wollen uns im weiteren Verlauf auf die Dipolnäherung beschränken, bei
der nur der erste Term dieser Entwicklung mitgenommen wird, d.h.

Mfi ≈
〈

f (0)
∣∣∣ εP ∣∣∣i(0)〉 .

Als ungestörten Hamilton-Operator wählen wir

H(0) =
P 2

2me
+ a(r)LS + V (r) , a(r) =

Ze2

2m2
ec

2r3 , V (r) = −Ze2

r
.

Die ungestörten Eigenzustände sind somit durch die
∣∣n, l, 1

2 , J, M
〉
-Basis ge-

geben. Zur Berechnung der Mfi ist es günstig, folgende Darstellung des Im-
pulses zu benutzen:

P =
ime

h̄

[
P 2

2me
+ V (r),x

]
=

ime

h̄

[
H(0) − a(r)LS,x

]
.

Damit folgt

Mfi =
ime

h̄

〈
n′, l′,

1
2
, J ′, M ′

∣∣∣∣ ε [H(0) − a(r)LS,x
] ∣∣∣∣n, l,

1
2
, J, M

〉

=
ime

h̄

{
(En′ − En)

〈
n′, l′,

1
2
, J ′, M ′

∣∣∣∣ εx
∣∣∣∣n, l,

1
2
, J, M

〉
−1

2
[j′(j′ + 1) − l′(l′ + 1) − j(j + 1) + l(l + 1)]

×
〈

n′, l′,
1
2
, J ′, M ′

∣∣∣∣ a(r)εx
∣∣∣∣n, l,

1
2
, J, M

〉}
. (3.84)

Streng genommen besteht En aus der Energie des naiven Wasserstoffatoms
(3.48) plus der Korrekturenergie der Spin-Bahn-Kopplung (3.77). Für un-
sere Zwecke kann letzterer jedoch im folgenden vernachlässigt werden. Der
Ausdruck (3.84) läßt sich weiter auswerten, wenn man berücksichtigt, daß
gilt:

x = −
√

8π

3
r

2
[Y1,1(θ, ϕ) − Y1,−1(θ, ϕ)]

y =

√
8π

3
ir
2

[Y1,1(θ, ϕ) + Y1,−1(θ, ϕ)]

z =
√

π

3
rY1,0(θ, ϕ)
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=⇒ εx = r

√
4π

3

⎡
⎢⎢⎢⎣−ε1 + iε2√

2︸ ︷︷ ︸
e1

Y1,1 +
ε1 + iε2√

2︸ ︷︷ ︸
e−1

Y1,−1 + ε3︸︷︷︸
e0

Y1,0

⎤
⎥⎥⎥⎦ .

Somit nimmt das Übergangsmatrixelement folgende Gestalt an:

Mfi =

√
4π

3
ime

h̄

1∑
q=−1

〈
l′,

1
2
, J ′, M ′

∣∣∣∣ eqY1,q

∣∣∣∣l, 1
2
, J, M

〉

×
⎧⎨
⎩(En′ − En)

∞∫
0

drr3g∗
n′,l′(r)gn,l(r)

−1
2

[j′(j′ + 1) − l′(l′ + 1) − j(j + 1) + l(l + 1)]

×
∞∫
0

drr3a(r)g∗
n′,l′(r)gn,l(r)

⎫⎬
⎭ . (3.85)

Unter Berücksichtigung von (3.34) ergibt sich für den Winkelanteil von (3.85)
1∑

q=−1

〈
l′,

1
2
, J ′, M ′

∣∣∣∣ εqY1,q

∣∣∣∣l, 1
2
, J, M

〉

=
1∑

q=−1

{
c1(l′)c1(l)

〈
l′, M ′ − 1

2
; +

∣∣∣∣ εqY1,q

∣∣∣∣l, M − 1
2
; +

〉

+ c2(l′)c2(l)
〈

l′, M ′ +
1
2
; −

∣∣∣∣ εqY1,q

∣∣∣∣l, M +
1
2
; −

〉}

=
1∑

q=−1

{
c1(l′)c1(l)

∫
dΩY ∗

l′,M ′− 1
2
εqY1,qYl,M− 1

2

+ c2(l′)c2(l)
∫

dΩY ∗
l′,M ′+ 1

2
εqY1,qYl,M+ 1

2

}
, (3.86)

mit

c1(l) = ±
√

l + 1
2 ± M

2l + 1
, c2(l) =

√
l + 1

2 ∓ M

2l + 1
für J = l ± 1

2
. (3.87)

Hieraus lassen sich nun einige wichtige Folgerungen ziehen:

• Da die in (3.86) stehenden Kugelflächenfunktionen eine definierte Parität
haben, Yl,m(−e) = (−1)lYl,m(e), folgt die Bedingung

(−1)l′(−1)1(−1)l = 1 ⇐⇒ l′ + l + 1 = gerade .

Das heißt die Parität des Atomzustandes muß beim Übergang wechseln.



360 3. Quantenmechanik

• Unter Verwendung des Additionstheorems für Kugelflächenfunktionen,

Yl1,m1Yl2,m2 =
l1+l2∑

L=|l1−l2|
〈 l1, m1; l2, m2|L, m1 + m2〉YL,m1+m2 ,

folgt∫
dΩY ∗

l′,M ′± 1
2
Y1,qYl,M± 1

2

=
l+1∑

L=|l−1|

〈
1, q; l, M ± 1

2

∣∣∣∣L, q + M ± 1
2

〉
δl′LδM ′,M+q

=⇒ l′ = |l − 1|, l, l + 1 , M ′ = M + q .

Aufgrund der 1. Folgerung scheidet jedoch l′ = l aus, so daß ∆l = ±1 und
∆M = 0,±1 übrig bleibt.

Satz 3.26: Auswahlregeln bei atomaren Übergängen
in der Dipolnäherung

Bei atomaren Übergängen wasserstoffähnlicher Atome gelten in der Di-
polnäherung die Auswahlregeln

∆l = ±1 , ∆M = 0,±1 .

3.8.4 Intensitätsregeln

Wir wollen nun das Übergangsratenverhältnis (Intensitätsverhältnis) zwi-
schen den beiden erlaubten Übergängen 2p3/2 → 1s1/2 und 2p1/2 → 1s1/2
in wasserstoffähnlichen Atomen berechnen. Vernachlässigen wir hierzu in
(3.85) den zweiten, durch die Spin-Bahn-Kopplung hervorgerufenen Term,
dann ergeben die dortigen Integrationen über den radialen Anteil für beide
Übergänge dasselbe Resultat und fallen deshalb heraus. Wie wir gleich sehen
werden, gilt dasselbe für die Integrationen über den Phasenraum in Satz 3.25,
wenn wir davon ausgehen, daß im Experiment nicht zwischen verschiedenen
Gesamtdrehimpulseinstellungen im Anfangs- und Endzustand unterschieden
wird, bzw. daß alle möglichen Einstellungen gleichermaßen gemessen werden.
Unter diesen Voraussetzungen erhält man das Intensitätsverhältnis beider
Übergange allein aus dem Verhältnis der zugehörigen Winkelanteile:

R(2p3/2 → 1s1/2)
R(2p1/2 → 1s1/2)

=

2
∑

M′ = − 3
2 , . . . , 3

2
M = − 1

2 , 1
2

q = −1, 0, 1

∣∣〈1, 1
2 , 3

2 , M ′∣∣ εqY1,q

∣∣0, 1
2 , 1

2 , M
〉∣∣2

2
∑

M′ = − 1
2 , 1

2
M = − 1

2 , 1
2

q = −1, 0, 1

∣∣〈1, 1
2 , 1

2 , M ′∣∣ εqY1,q

∣∣0, 1
2 , 1

2 , M
〉∣∣2 .
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Dabei erstrecken sich die Summen neben q über alle möglichen Gesamtdreh-
impulseinstellungen des jeweiligen Anfangs- und Endzustandes. Der Faktor 2
im Zähler und Nenner enthält die beiden möglichen Polarisationsrichtungen
des Photons. Unter Berücksichtigung von (3.86) und (3.87) folgt für die Ma-
trixelemente im Zähler〈

1,
1
2
,
3
2
, M ′

∣∣∣∣Y1,q

∣∣∣∣0,
1
2
,
1
2
, M

〉

=
1√
4π

⎧⎨
⎩
√

3
2 + M ′

3

√
1
2

+ MδM, 1
2
δM ′− 1

2 ,q

+

√
3
2 − M ′

3

√
1
2

− MδM,− 1
2
δM ′+ 1

2 ,q

⎫⎬
⎭

=

√
2 + q

12π
δM, 1

2
δM ′,q+ 1

2
+

√
2 − q

12π
δM,− 1

2
δM ′,q− 1

2

und im Nenner〈
1,

1
2
,
1
2
, M ′

∣∣∣∣Y1,q

∣∣∣∣0,
1
2
,
1
2
, M

〉

=
1√
4π

⎧⎨
⎩−

√
3
2 − M ′

3

√
1
2

+ MδM, 1
2
δM ′− 1

2 ,q

+

√
3
2 + M ′

3

√
1
2

− MδM,− 1
2
δM ′+ 1

2 ,q

⎫⎬
⎭

= −
√

1 − q

12π
δM, 1

2
δM ′,q+ 1

2
+

√
1 + q

12π
δM,− 1

2
δM ′,q− 1

2
.

Damit ergibt sich

R(2p3/2 → 1s1/2)
R(2p1/2 → 1s1/2)

=

2
∑

M′ = − 3
2 , . . . , 3

2
M = − 1

2 , 1
2

q = −1, 0, 1

|εq|2
(

2+q
12π δM ′,q+ 1

2
δM, 1

2
+ 2−q

12π δM,− 1
2
δM ′,q− 1

2

)

2
∑

M′ = − 1
2 , . . . , 1

2
M = − 1

2 , 1
2

q = −1, 0, 1

|εq|2
(

1−q
12π δM ′,q+ 1

2
δM, 1

2
+ 1+q

12π δM,− 1
2
δM ′,q− 1

2

)

=
2/(3π)
2/(6π)

, (3.88)

wobei |ε−1|2 + |ε0|2 + |ε+1|2 = 1 benutzt wurde. Offenbar fallen aufgrund
der Summationen über M und M ′ die εq-Abhängigkeiten heraus, so daß die
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Phasenraumintegrationen für Zähler und Nenner in der Tat dasselbe Resultat
liefern und deshalb von vornherein weggelassen werden durften. Das Endre-
sultat lautet

R(2p3/2 → 1s1/2)
R(2p1/2 → 1s1/2)

= 2 .

Da der 2p3/2-Zustand mehr Gesamtdrehimpulseinstellungen enthält als der
2p1/2-Zustand, ist die Intensität des Übergangs 2p3/2 → 1s1/2 doppelt so groß
wie die Intensität des 2p1/2 → 1s1/2-Übergangs, sofern man die Beiträge der
LS-Kopplung vernachlässigt.

3.8.5 2p3/2 → 1s1/2-Übergang

Berechnen wir zum Schluß die Übergangsrate für den Übergang
2p3/2 → 1s1/2, wobei die LS-Kopplung wieder vernachlässigt werden soll.
Der radiale Anteil des Übergangsmatrixelementes (3.85) lautet∣∣∣∣∣∣

∞∫
0

drr3g∗
2,1(r)g1,0(r)

∣∣∣∣∣∣
2

=
215

39

r2
0

Z2 .

Der Winkelanteil wurde bereits berechnet und ist gerade der Zähler von
(3.88). Dieses Ergebnis ist noch mit dem Faktor 1/3 zu multiplizieren, weil
aufgrund von Satz 3.26 zu gegebenem M = ±1 drei (und nicht vier) M ′-
Werte möglich sind und statistisch zu jeweils einem Drittel zur Gesamtheit
der angeregten 2p3/2-Atome beitragen:

2
3

∑
M′ = − 3

2 , . . . , 3
2

M = − 1
2 , 1

2
q = −1, 0, 1

∣∣∣∣
〈

1,
1
2
,
3
2
, M ′

∣∣∣∣ εqY1,q

∣∣∣∣0,
1
2
,
1
2
, M

〉∣∣∣∣2 =
2
9π

.

Damit folgt für das Übergangsmatrixelement

|Mfi|2 =
218

312

r2
0m

2
eω

2
fi

Z2 .

Setzen wir jetzt diesen Ausdruck in Satz 3.25 ein und berücksichtigen, daß
die Übergangsfrequenz gegeben ist durch

ωfi =
E1 − E2

h̄
= −mec

2Z2α2
e

2h̄

(
1 − 1

4

)
= −3mec

2Z2α2
e

8h̄
,

dann erhalten wir insgesamt

R(2p3/2 → 1s1/2) = − αeωfi

2πm2
ec

2 4π
218

312

r2
0m

2
eω

2
fi

Z2 , r0 =
h̄

mecαe

=
210

39

α5
emec

2Z4

h̄
≈ 0.8 · 109Z4 s−1 .
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Zusammenfassung

• Mit Hilfe der zeitabhängigen Störungstheorie lassen sich quanten-
mechanische Probleme lösen, die eine kleine zeitabhängige Störung bein-
halten. Sie erlaubt insbesondere die Berechnung von Übergangsraten
zwischen ungestörten atomaren Zuständen in Anwesenheit periodischer
Störfelder (Fermis goldene Regel).

• Im Gegensatz zu induzierten Übergängen, bei denen die Störfel-
der von außen angelegt werden, kommen spontane Übergänge durch
Quantenfluktuationen elektromagnetischer Felder zustande – ein Effekt,
der nur innerhalb der Quantenelektrodynamik erklärt werden kann. Zur
Bestimmung der zugehörigen Übergangsraten hat man jeweils die Ein-
zelraten über den Phasenraum der Photonen aufzusummieren.

• Beschränkt man sich auf die Dipolnäherung, dann lassen sich die in den
Übergangsraten auftretenden Übergangsmatrixelemente relativ leicht be-
rechnen. Man erhält hieraus die Dipolauswahlregeln, welche ein not-
wendiges Kriterium für nichtverschwindende Übergangswahrscheinlich-
keiten darstellen.

• Konkrete Beispiele zur Berechnung von Übergangsraten sind das
Intensitätsverhältnis der (erlaubten) Übergänge 2p3/2 → 1s1/2 und
2p1/2 → 1s1/2 sowie die Übergangsrate von 2p3/2 → 1s1/2.

Anwendungen

49. Lichtelektrischer Effekt. Man betrachte wasserstoffähnliche Atome,
die einer elektromagnetischen Strahlung

A(x, t) = A0εei(kx−ωt)

ausgesetzt sind. Ist die Energie h̄ω dieser Strahlung größer als die Bindungs-
energie des Hüllenelektrons im Atom, so wird das Atom ionisiert, und das
Elektron bewegt sich frei mit der kinetischen Energie

p2
f

2me
= h̄ω + E

(0)
i = h̄(ω + ωi) .

Man berechne die Übergangsrate dafür, daß das abgelöste Elektron im Raum-
winkelelement dΩ in Richtung pf zu finden ist, wenn sich das Atom vor der
Ionisation im Grundzustand befand. Relativistische und durch Spins hervor-
gerufene Effekte sollen hierbei vernachlässigt werden (”naives Wasserstoffa-
tom“).



364 3. Quantenmechanik

Lösung. Der Störoperator hat die Gestalt

H ′(t) = H′e−iωt , H′ = − eA0

mec
eikxεP .

Die Elektronwellenfunktionen des Anfangs- und Endzustandes lauten

Ψ
(0)
i (x) = Ψ1,0,0(x) =

2√
4π

(
Z

r0

)3/2

e−Zr/r0

Ψ
(0)
f (x) =

1√
V

eipf x/h̄ ,

wobei wir Ψ
(0)
f innerhalb eines Kastens mit dem Volumen V = L3 auf Eins

normiert haben. Damit ergibt sich nach Fermis goldener Regel für die Über-
gangsrate Pfi in der Dipolnäherung

Pfi =
2π

h̄

(
eA0

mec

)2

|Mfi|2δ
(

p2
f

2me
− h̄(ωi + ω)

)
,

mit

Mfi =
〈

Ψ
(0)
f

∣∣∣ εP ∣∣∣Ψ (0)
i

〉
=

〈
Ψ

(0)
i

∣∣∣ εP ∣∣∣Ψ (0)
f

〉∗

= Nεpf

∫
d3xe−Zr/r0e−ipf x/h̄

und

N =
1√
πV

(
Z

r0

)3/2

.

Wählt man die z-Achse entlang von pf , dann gilt weiter

Mfi = Nεpf

∞∫
0

drr2

2π∫
0

dϕ

1∫
−1

d cos θe−Zr/r0e−ipf r cos θ/h̄ (3.89)

= 2πih̄Nε
pf

pf

∞∫
0

drr
[
e−r(Z/r0+ipf /h̄) − e−r(Z/r0−ipf /h̄)

]

= 2πih̄Nε
pf

pf

⎡
⎢⎣ 1(

Z
r0

+ i
h̄pf

)2 − 1(
Z
r0

− i
h̄pf

)2

⎤
⎥⎦

=
8
√

π
V

(
r0
Z

)3/2
εpf[

1 +
(pf r0

h̄Z

)2
]2

=⇒ Pfi =
128π2r3

0e
2A2

0

h̄V m2
ec

2Z3

|εpf |2[
1 +

(pf r0
h̄Z

)2
]4 δ

(
p2

f

2me
− h̄(ωi + ω)

)
.



Anwendungen 365

Um eine realistische experimentelle Situation zu beschreiben, in der das
Auflösungsvermögen von Detektoren begrenzt ist, hat man über die zum pf -
Zustand benachbarten Elektronzustände zu integrieren. Wir verfahren hierzu
analog zum Photonenfall in Unterabschn. 3.8.2 und fordern, daß die ebenen
Elektronwellen periodische Randbedingungen im Kastenvolumen V = L3 be-
sitzen, was zur Quantisierung der Impulswerte führt:

p′
f =

2πh̄

L
n , nx, ny, nz = 0,±1, . . . .

Die gesuchte Übergangsrate ergibt sich nun durch Summation über alle mögli-
chen Elektronzustände und läßt sich wie beim Photonenfall näherungsweise
durch ein Integral darstellen:

RfidΩ = dΩ
V

(2πh̄)3

∫
dp′

fp′2
f Pf ′i .

Unter Berücksichtigung von

δ

(
p′2

f

2me
− h̄(ωi + ω)

)
= δ

(
p′2

f

2me
− p2

f

2me

)
=

me

p′
f

δ(p′
f − pf )

folgt

RfidΩ =
16r3

0e
2A2

0pf |εpf |2

πh̄4mec2Z3
[
1 +

(pf r0
h̄Z

)2
]4 dΩ .

Offenbar hängt diese Rate von der Amplitude des eingestrahlten Photon-
feldes, vom Winkel zwischen Photonpolarisation ε und Elektronimpuls pf

sowie vom Betrag pf (bzw. der Photonfrequenz ω) ab. Sie ist dagegen un-
abhängig von der Richtung des eingestrahlten Lichts, da wir die Dipolnähe-
rung eikx ≈ 1 verwendet haben. Man beachte jedoch, daß man sich das
entsprechende Ergebnis für den ungenäherten Fall leicht verschaffen kann,
indem ab (3.89) die Ersetzung

pf −→ pf − h̄k

vorgenommen wird. Integriert man Rfi über alle Winkel, so ergibt sich die
totale Ionisationsrate. Zu ihrer Berechnung wählen wir aus Bequemlichkeits-
gründen die z-Achse in Richtung von ε und erhalten

Rtot
fi =

16r3
0e

2A2
0p

3
f

πh̄4mec2Z3
[
1 +

(pf r0
h̄Z

)2
]4

2π∫
0

dϕ

1∫
−1

d cos θ cos2 θ

=
64r3

0e
2A2

0p
3
f

3h̄4mec2Z3
[
1 +

(pf r0
h̄Z

)2
]4 .



366 3. Quantenmechanik

3.9 N -Teilchensysteme

Bisher haben wir unsere Aufmerksamkeit ein- und dreidimensionalen Syste-
men mit wenigen Freiheitsgraden gewidmet. In diesem Abschnitt wollen wir
einige quantenmechanische Implikationen von Viel-Teilchensystemen studie-
ren. Uns interessieren hierbei vor allem die Unterschiede in der Beschreibung
unterscheidbarer und identischer Teilchensysteme. Wir werden zeigen, daß
die quantenmechanische Betrachtung von Systemen identischer Teilchen zu
überraschenden Resultaten führt, die kein Analogon in der klassischen Me-
chanik besitzen. Auf dem Weg dorthin beschäftigen wir uns zuerst mit der
Beschreibung eines Systems von unterscheidbaren Teilchen und rekapitulie-
ren einige ihrer Eigenschaften unter dem Gesichtspunkt der Interpretation
von Messungen.

3.9.1 Unterscheidbare Teilchen

Gegeben sei ein System von N dreidimensionalen spinlosen Teilchen, die un-
terscheidbar sind, d.h. die sich in mindestens einer ihrer intrinsischen Eigen-
schaften wie etwa Masse oder Ladung unterscheiden. In der klassischen Me-
chanik werden diese Teilchen durch ihre Orts- und Impulsvektoren (x1,p1),
. . .,(xN ,pN ) beschrieben, und man erhält die zugehörige quantenmechani-
sche Beschreibung durch die Operatorersetzung (Postulat III)

xi −→ Xi , pi −→ P i ,

wobei die Orts- und Impulsoperatoren den kanonischen Vertauschungsrela-
tionen

[Xik,P j l] = ih̄δijδkl , [Xik,Xj l] = [P ik,P j l] = 0

genügen. In manchen Fällen, wie z.B. beim harmonischen Oszillator in Un-
terabschn. 3.3.5, ist es möglich, die gesamte Physik aus den Kommutatorre-
lationen herzuleiten. Meistens verwendet man jedoch eine bestimmte Basis,
die durch die simultanen Eigenkets

|ω1〉 ⊗ · · · ⊗ |ωN 〉 = |ω1, . . . , ωN 〉
der kommutierenden Observablen Ωi(Xi,P i), i = 1, . . . , N (Ω-Basis) gege-
ben ist und durch die der N -Teilchen-Hilbert-Raum aufgespannt wird:

H = H1 ⊗ · · · ⊗ HN .

Wird das System durch den Zustandsvektor |ψ〉 beschrieben, dann lautet die
Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung das erste Teilchen im Zustand ω1, das
zweite im Zustand ω2 usw. zu finden (diskreter, nichtentarteter Fall)

W (ω1, . . . , ωN ) = |〈ω1, . . . , ωN |ψ〉|2 ,

falls |ψ〉 auf Eins normiert ist:
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1 = 〈ψ|ψ〉 =
∑

ω1,...,ωN

W (ω1, . . . , ωN ) .

Dementsprechend ergibt sich z.B. die Wahrscheinlichkeit dafür, das erste Teil-
chen im Zustand ω1, das zweite im Zustand ω2 und die restlichen Teilchen in
einem beliebigen Zustand vorzufinden, zu

W (ω1, ω2, Rest beliebig) =
∑

ω3,...,ωN

W (ω1, . . . , ωN ) .

Wählt man als Darstellung die kontinuierliche Ortsbasis, dann lauten die zum
diskreten Fall korrespondierenden Beziehungen

|x1〉 ⊗ · · · ⊗ |xN 〉 = |x1, . . . ,xN 〉
ψ(x1, . . . ,xN ) = 〈x1, . . . ,xN |ψ〉
W (x1, . . . ,xN ) = |ψ(x1, . . . ,xN )|2

1 = 〈ψ|ψ〉 =
∫

d3x1 · · ·d3xNW (x1, . . . ,xN )

W (x1,x2, Rest beliebig) =
∫

d3x3 · · ·d3xNW (x1, . . . ,xN ) .

Hierbei ist W (x1,x2, Rest beliebig) als die Wahrscheinlichkeitsdichte auf-
zufassen, das erste Teilchen im Volumenelement [x1 : x1 + d3x], das zweite
im Volumenelement [x2 : x2 + d3x] und die restlichen Teilchen irgendwo
zu finden. Die zeitliche Entwicklung der Ortswellenfunktion ψ ist durch die
Schrödinger-Gleichung

ih̄
d
dt

ψ(x1, . . . ,xN , t) = H

(
Xi → xi,P i → h̄

i
∇i

)
ψ(x1, . . . ,xN , t)

gegeben.

3.9.2 Identische Teilchen, Pauli-Prinzip

In der klassischen Mechanik ist es prinzipiell immer möglich, zwischen Teil-
chen zu unterscheiden, selbst wenn sie dieselben intrinsischen Eigenschaf-
ten besitzen, indem man nämlich ihre nichtidentischen Trajektorien verfolgt,
natürlich ohne diese dabei zu stören. Das heißt, daß zwei Konfigurationen,
die durch Austausch zweier identischer Teilchen auseinander hervorgehen,
im klassischen Sinne physikalisch verschieden sind. In der Quantenmecha-
nik existiert dagegen i.a. keine Möglichkeit, zwischen identischen Teilchen zu
unterscheiden, da sie keine definierten Trajektorien besitzen, die man ver-
folgen könnte, sondern lediglich Aufenthaltswahrscheinlichkeiten.19 Deshalb
19 Der einzige Spezialfall, bei dem identische Teilchen quantenmechanisch unter-

schieden werden können ist der, wo ihre Gebiete nichtverschwindender Aufent-
haltswahrscheinlichkeit völlig disjunkt sind. Man denke etwa an zwei Elektronen,
die in verschiedenen Kästen eingesperrt sind, oder von denen sich das eine auf
der Erde und das andere auf dem Mond befindet.
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sind zwei Konfigurationen, die sich durch den Austausch zweier identischer
Teilchen ergeben, im quantenmechanischen Sinne als physikalisch äquivalent
zu betrachten und müssen durch denselben Zustandsvektor beschreibbar sein.

Betrachten wir zum näheren Verständnis ein System von zwei identischen
Teilchen in der Ortsdarstellung. Da zwei Zustände, die sich nur um eine Phase
α unterscheiden, physikalisch äquivalent sind, bedeutet obige Forderung unter
der Vertauschungsoperation x1 ↔ x2

ψ(x1,x2)
x1↔x2−→ αψ(x2,x1)

x1↔x2−→ α2ψ(x1,x2) .

Da die zweimalige Anwendung der Vertauschungsoperation wieder auf die
ursprüngliche Wellenfunktion führt, folgt α = ±1. Die Wellenfunktion kann
also nur symmetrisch (α = +1) oder antisymmetrisch (α = −1) unter der
Vertauschung sein. Besitzen die identischen Teilchen zusätzlich einen Spin,
dann sind bei der Vertauschungsoperation alle Freiheitsgrade, also Ort x und
Spinprojektionsquantenzahl m auszutauschen, und wir haben dann

ψ(x1, m1,x2, m2) = ±1ψ(x2, m2,x1, m1) .

Ob nun die symmetrische oder antisymmetrische Variante zu wählen ist,
hängt von der Art der identischen Teilchen ab, genauer gesagt: von deren
Spin. Man kann im Rahmen von Quantenfeldtheorien zeigen, daß identische
Teilchen, deren Spinquantenzahl s ganzzahlig ist (Bosonen), durch symmetri-
sche Wellenfunktionen beschrieben werden, während Teilchen, die eine halb-
zahlige Spinquantenzahl besitzen (Fermionen), durch antisymmetrische Wel-
lenfunktionen dargestellt werden.20 Die Verallgemeinerung auf N Teilchen ist
unproblematisch, und wir erhalten den

Satz 3.27: Symmetrisierungsregel

Die Zustände eines Systems von N identischen Teilchen sind gegenüber der
Vertauschung zweier Teilchen notwendigerweise entweder alle symmetrisch
(→ Bosonen) oder alle antisymmetrisch (→ Fermionen).
Anders ausgedrückt: Sei P eine Permutation von 1, . . . , N ,

P =
(

1 . . . N
P1 . . . PN

)
,

dann gilt für Fermionen (Spin halbzahlig)

ψ(x1, m1, . . . ,xN , mN ) = ε(P )ψ(xP1 , mP1 , . . . ,xPN
, mPN

)

und für Bosonen (Spin ganzzahlig)

ψ(x1, m1, . . . ,xN , mN ) = ψ(xP1 , mP1 , . . . ,xPN
, mPN

) ,

wobei ε(P ) = +1 für gerade Permutationen und ε(P ) = −1 für ungerade
Permutationen ist.

20 Man sagt auch: Fermionen folgen der Fermi-Dirac-Statistik und Bosonen der
Bose-Einstein-Statistik.
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Aus der Symmetrisierungsregel ergibt sich eine sehr weitreichende Konse-
quenz: Nehmen wir an, eine Messung der Observablen Ω an einem ferm-
ionischen Zwei-Teilchensystem ergibt die Werte ω1 und ω2. Dann ist sein
antisymmetrischer Zustandsvektor unmittelbar nach der Messung gegeben
durch

|ψ〉 =
1√
2

(|ω1, ω2〉 − |ω2, ω1〉 ) .

Setzen wir jetzt ω1 = ω2, dann ist |ψ〉 = 0. Hieraus folgt der

Satz 3.28: Paulisches Ausschließungsprinzip

Zwei identische Fermionen können sich nicht im gleichen Quantenzustand
befinden.

Dieses Prinzip hat folgenschwere Auswirkungen im Bereich der statistischen
Mechanik, im Verständnis des Aufbaus und der chemischen Eigenschaften
von Atomen sowie vieler anderer Gebiete.

Bosonische und fermionische Hilbert-Räume. Kehren wir noch ein-
mal zum identischen Zwei-Teilchensystem zurück. Verwenden wir zu seiner
Darstellung die Ω-Basis, wobei Ω ein diskretes, nichtentartetes Spektrum
besitzen soll, dann besteht der Zwei-Teilchen-Hilbert-Raum H1 ⊗ H2 aus al-
len Vektoren der Form |ω1, ω2〉 . Zu jedem Paar von Vektoren |ω1, ω2〉 und
|ω2, ω1〉 existiert genau ein bosonischer Vektor

|ω1, ω2, S〉 =
1√
2

(|ω1, ω2〉 + |ω2, ω1〉 )

und ein dazu orthogonaler fermionischer Vektor

|ω1, ω2, A〉 =
1√
2

(|ω1, ω2〉 − |ω2, ω1〉 )

und umgekehrt. Im Falle ω1 = ω2 ist der Vektor |ω1, ω1〉 bereits symmetrisch
und somit bosonisch; aufgrund des Pauli-Prinzips existiert kein entsprechen-
der fermionischer Vektor. Der Zwei-Teilchen-Hilbert-Raum setzt sich also aus
der Summe eines symmetrischen (S) und antisymmetrischen (A) Hilbert-
Raumes zusammen,

H1 ⊗ H2 = H(S) ⊕ H(A) ,

wobei die Dimension von H(S) ein wenig größer ist als die Hälfte der Dimensi-
on von H1 ⊗H2. Ist nun ein bosonisches (fermionisches) Zwei-Teilchensystem
durch den Ket |ψS〉 (|ψA〉 ) gegeben, dann interpretieren wir

WS(ω1, ω2) = |〈ω1, ω2, S|ψS〉|2

=
1
2

|〈ω1, ω2|ψS〉 + 〈ω2, ω1|ψS〉|2

= 2 |〈ω1, ω2|ψS〉|2
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bzw.

WA(ω1, ω2) = |〈ω1, ω2, A|ψA〉|2

=
1
2

|〈ω1, ω2|ψA〉 − 〈ω2, ω1|ψA〉|2

= 2 |〈ω1, ω2|ψA〉|2

als die Wahrscheinlichkeit, eines der beiden Teilchen im Zustand ω1 und
das andere im Zustand ω2 bei einer Messung vorzufinden.21 Die zugehörige
Normierungsbedingung von |ψS,A〉 lautet

1 = 〈ψS,A|ψS,A〉 =
∑

versch.
WS,A(ω1, ω2)

= 2
∑

versch.
|〈ω1, ω2|ψS,A〉|2 ,

wobei nur über physikalisch verschiedene Zustände zu summieren ist. Im Falle
der kontinuierlichen Ortsbasis gilt entsprechend

|x1,x2, S,A〉 =
1√
2

(|x1,x2〉 ± |x2,x1〉 )

WS,A(x1,x2) = |〈x1,x2, S,A|ψS,A〉|2 = 2 |〈x1,x2|ψS,A〉|2

1 =
1
2

∫
d3x1d3x2WS,A(x1,x2) =

∫
d3x1d3x2 |〈x1,x2|ψS,A〉|2 .

Der Faktor 1/2 berücksichtigt hierbei die doppelte Zählung physikalisch äqui-
valenter Zustände. (Die Zustände mit x1 = x2, für die der Faktor 1/2 nicht
zutrifft, stellen nur einen infinitesimalen Beitrag zur Integration im x1x2-
Hyperraum dar.)

3.9.3 Druck der Fermionen

Die Bedeutung des Pauli-Prinzips läßt sich am einfachsten an einem System
von N freien Elektronen erkennen, die in einem Kasten der Seitenlänge L
eingeschlossen sind. Die zugehörige stationäre Schrödinger-Gleichung

N∑
i=1

HiΨ = EΨ , Hi = − h̄2

2me
∇2

i

wird gelöst mit dem Produktansatz

Ψ =
N∏

i=1

Ψki(xi, mi) , E =
N∑

i=1

Ei ,

mit
21 Man beachte: 〈a, b| ψS〉 = 〈 b, a| ψS〉 und 〈a, b| ψA〉 = − 〈 b, a| ψA〉.
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Ψki
(x, m) = sin(kixx) sin(kiyy) sin(kizz)χi(m) .

χ(m) bezeichnet den zweikomponentigen Elektronspinor. Da die Teilchen ein-
geschlossen sind, verschwinden die Wellenfunktionen an den Rändern des
Kastens, d.h. die Wellenvektoren sind in der Weise

ki =
π

L
ni , ni = (nix, niy, niz) , nix, niy, niz = 1, 2, . . .

quantisiert. Da Elektronen Fermionen sind, muß die Gesamtwellenfunktion
noch antisymmetrisiert werden. Dies läßt sich wie bei allen faktorisierenden
Funktionen durch die Slater-Determinante erreichen:22

Ψ(x1, m1, . . . ,xN , mN ) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ψk1(x1, m1) . . . Ψk1(xN , mN )
Ψk2(x1, m1) . . . Ψk2(xN , mN )

...
...

...
ΨkN

(x1, m1) . . . ΨkN
(xN , mN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Offenbar bewirkt der Austausch zweier Teilchen den Austausch zweier Spal-
ten, was bei einer Determinante bekanntlich zu einem Minuszeichen führt.
Anhand der Determinantenform erkennt man, daß die antisymmetrische Wel-
lenfunktion verschwindet, wenn zwei Teilchen dieselbe Spineinstellung haben
(mi = mj) und sich nahe kommen (xi ≈ xj). Das heißt die Wahrscheinlich-
keitsdichte, beide Teilchen nahe beieinander zu finden, ist klein. Die Sym-
metrisierungsregel Satz 3.27 wirkt also wie eine abstoßende Wechselwirkung
zwischen den Teilchen. Darüber hinaus verschwindet die Wellenfunktion auch
dann, wenn sich zwei Teilchen im selben Zustand befinden (Pauli-Prinzip):
(ki, mi) = (kj , mj). Der Zustand niedrigster Energie ist also nicht einfach
dadurch gegeben, daß alle N Teilchen den kleinst möglichen Wellenvektor
|ki| = π/L haben. Vielmehr kann jeder Wellenvektor ki nur mit zwei Elek-
tronen ”besetzt“ sein; das eine Elektron mit Spin up (m = 1/2), das andere
mit Spin down (m = −1/2). Demnach ergibt sich die Grundzustandsenergie
durch Summation der niedrigsten Teilchenenergien zu

E = 2
h̄2

2me

(π

L

)2 ∑
|n|≤nF

n2 ,

wobei nF einen zunächst unbekannten Maximalwert bezeichnet. Ist N hin-
reichend groß, dann ist es eine gute Näherung, zu fordern, daß alle Tripel
(nx, ny, nz) innerhalb des positiven Oktanden einer Kugel vom Radius nF
liegen müssen. Die Anzahl der Tripel ist dann (aufgrund der zweifachen Be-
setzbarkeit)

N

2
=

1
8

∫
|n|≤nF

d3n =
1
8

4π

3
n3

F =⇒ nF =
(

3N

π

)1/3

.

22 Die Slater-Determinante kann auch benutzt werden, um bosonische Gesamtwel-
lenfunktionen zu symmetrisieren. In diesem Fall sind alle Vorzeichen der Deter-
minantenentwicklung positiv zu nehmen.
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Damit folgt für die Grundzustandsenergie des gesamten Systems

E = 2
h̄2

2me

(π

L

)2 1
8

∫
|n|≤nF

d3nn2

= 2
h̄2

2me

(π

L

)2 1
8
4π

nF∫
0

dnn4

=
π3h̄2

10meL2

(
3N

π

)5/3

.

Man beachte, daß die Energie mit der Teilchenzahl N stärker als linear
anwächst. Die Energie pro Teilchen, E/N , wächst also selbst mit der Teil-
chenzahl und fällt mit dem Volumen L3 des Kastens, in dem die Teilchen
eingeschlossen sind.

Zusammenfassung

• Im Gegensatz zur klassischen Mechanik, in der sich Teilchen immer durch
ihre nichtidentischen Trajektorien unterscheiden lassen, gibt es in der
Quantenmechanik Systeme unterscheidbarer und identischer Teil-
chen. Letztere sind in allen Hinsichten als physikalisch äquivalent zu be-
trachten und werden folglich durch denselben Zustandsvektor beschrie-
ben.

• Die Symmetrisierungsregel besagt: Handelt es sich bei identischen
Teilchen um Bosonen/Spin ganzzahlig (Fermionen/Spin halbzahlig),
dann ist die zugehörige Wellenfunktion symmetrisch (antisymmetrisch)
unter dem Austausch zweier Teilchen.

• Aus dieser Regel folgt das Paulische Ausschließungsprinzip, nach
dem sich zwei identische Fermionen nicht im selben Quantenzustand be-
finden können.

Anwendungen

50. Zählung unterschiedlicher Konfigurationen. Man stelle sich ein
System von drei Teilchen vor, die jeweils die Zustände |a〉 , |b〉 und |c〉 an-
nehmen können. Es soll gezeigt werden, daß die Gesamtzahl verschiedener
Systemkonfigurationen gegeben ist durch:

a) 27 im Falle unterscheidbarer Teilchen,

b) 10 im Falle identischer Bosonen,

c) 1 im Falle identischer Fermionen.
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Lösung.

Zu a) Bei unterscheidbaren Teilchen ist der allgemeinste Zustandsvektor
|ω1, ω2, ω3〉 , wobei alle drei Indizes die Werte a, b oder c annehmen können,
was jeweils einer anderen physikalischen Situation entspricht. Insgesamt hat
man also 3 · 3 · 3 = 27 verschiedene Konfigurationen.

Zu b) Hier lautet der allgemeinste, unter dem Austausch zweier Teilchen
symmetrische Zustandsvektor

|ω1ω2ω3〉 + |ω1ω3ω2〉 + |ω2ω1ω3〉 + |ω2ω3ω1〉 + |ω3ω1ω2〉 + |ω3ω2ω1〉 ,

wobei auch hier alle drei Werte für ωi erlaubt sind. Sind alle drei Indizes
verschieden, dann hat man eine Konfiguration. Läßt man genau zwei gleiche
Indizes zu, so kann man damit sechs verschiedene Konfigurationen beschrei-
ben. Bei drei gleichen Indizes ergeben sich drei unterschiedliche Situationen.
Wir haben somit 1 + 6 + 3 = 10 unterscheidbare Konfigurationen.

Zu c) Hier muß der Zustandsvektor antisymmetrisch unter dem Austausch
zweier Teilchen sein. Seine allgemeinste Form ist

|ω1ω2ω3〉 − |ω1ω3ω2〉 − |ω2ω1ω3〉 + |ω2ω3ω1〉 + |ω3ω1ω2〉 − |ω3ω2ω1〉 .

Nach dem Pauli-Prinzip müssen alle drei Indizes verschieden sein. Da der
Austausch zweier Indizes lediglich ein physikalisch irrelevantes Vorzeichen
am Zustandsvektor bewirkt, existiert nur eine einzige Konfiguration.

51. Identisches Zwei-Teilchensystem. Zwei identische eindimensionale
Teilchen der Masse m sind im Bereich 0 ≤ x ≤ L in einem Kasten einge-
schlossen. Eine Energiemessung des Systems liefert die Werte

(a) E =
h̄2π2

mL2 , (b) E =
5h̄2π2

mL2 .

Wie lauten die jeweiligen Gesamtwellenfunktionen im Falle identischer Spin-
1/2-Fermionen bzw. identischer Spin-0-Bosonen? (Es wird angenommen, daß
der Spin die Energiemessung nicht beeinflußt.)

Lösung. Die normierte Lösungsfunktion lautet für Spin-1/2-Fermionen

Ψ(x1, m1, x2, m2) = Ψk1(x1, m1)Ψk2(x2, m2) ,

mit

Ψki
(x, m) =

√
2
L

sin(kix)χi(m)

und für Spin-0-Bosonen

Ψ(x1, x2) = Ψk1(x1)Ψk2(x2) , Ψki
(x) =

√
2
L

sin(kix) ,

wobei die Wellenzahlen ki in der Weise

ki = ki(n) =
nπ

L
, n = 1, 2, . . .
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gequantelt sind. Die Gesamtenergie des Zwei-Teilchensystems beträgt

E =
h̄2

2m

[
k1(n1)2 + k2(n2)2

]
=

h̄2π2

2mL2 (n2
1 + n2

2) .

Im Fall a) befinden sich beide Teilchen im Grundzustand (n1 = n2 = 1). Die
identischen Fermionen müssen sich deshalb aufgrund des Pauli-Prinzips in
ihrem Spinzustand unterscheiden, so daß die antisymmetrische Gesamtwel-
lenfunktion lautet:

Ψ (A)(x1, +, x2,−) =
1√
2

∣∣∣∣ Ψk1(1)(x1, +) Ψk1(1)(x2,−)
Ψk2(1)(x1, +) Ψk2(1)(x2,−)

∣∣∣∣
= − 1√

2

∣∣∣∣ Ψk1(1)(x1,−) Ψk1(1)(x2, +)
Ψk2(1)(x1,−) Ψk2(1)(x2, +)

∣∣∣∣
=

√
2

L
sin(πx1/L) sin(πx2/L)

× [χ1(+)χ2(−) − χ1(−)χ2(+)] .

Die symmetrische Wellenfunktion für identische Bosonen ist

Ψ (S)(x1, x2) = Ψk1(1)(x1)Ψk1(1)(x2) =
2
L

sin(πx1/L) sin(πx2/L) .

Im Fall b) ist n1 = 1, n2 = 2 oder n1 = 2, n2 = 1. Für identische Fermionen
ergeben sich hieraus vier unterschiedliche Konfigurationen und Wellenfunk-
tionen:

(i)+(ii) Beide Spins sind gleichorientiert:

Ψ (A)(x1,±, x2,±) =
1√
2

∣∣∣∣ Ψk1(1)(x1,±) Ψk1(1)(x2,±)
Ψk2(2)(x1,±) Ψk2(2)(x2,±)

∣∣∣∣
= − 1√

2

∣∣∣∣ Ψk1(2)(x1,±) Ψk1(2)(x2,±)
Ψk2(1)(x1,±) Ψk2(1)(x2,±)

∣∣∣∣
=

√
2

L
[sin(2πx1/L) sin(πx2/L)

− sin(πx1/L) sin(2πx2/L)]χ1(±)χ2(±) .

(iii) Das Teilchen mit n = 1 hat Spin up, dasjenige mit n = 2 Spin down:

Ψ (A)(x1, +, x2,−) =
1√
2

∣∣∣∣ Ψk1(1)(x1, +) Ψk1(1)(x2,−)
Ψk2(2)(x1, +) Ψk2(2)(x2,−)

∣∣∣∣
= − 1√

2

∣∣∣∣ Ψk1(1)(x1,−) Ψk1(1)(x2, +)
Ψk2(2)(x1,−) Ψk2(2)(x2, +)

∣∣∣∣
=

√
2

L
[sin(πx1/L) sin(2πx2/L)χ1(+)χ2(−)

− sin(2πx1/L) sin(πx2/L)χ1(−)χ2(+)] .
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(iv) Das Teilchen mit n = 1 hat Spin down, dasjenige mit n = 2 Spin up:

Ψ (A)(x1, +, x2,−) =
1√
2

∣∣∣∣ Ψk1(2)(x1, +) Ψk1(2)(x2,−)
Ψk2(1)(x1, +) Ψk2(1)(x2,−)

∣∣∣∣
= − 1√

2

∣∣∣∣ Ψk1(2)(x1,−) Ψk1(2)(x2, +)
Ψk2(1)(x1,−) Ψk2(1)(x2, +)

∣∣∣∣
=

√
2

L
[sin(2πx1/L) sin(πx2/L)χ1(+)χ2(−)

− sin(πx1/L) sin(2πx2/L)χ1(−)χ2(+)] .

Für identische Bosonen hat man

Ψ (S)(x1, x2) =
√

2
L

[sin(πx1/L) sin(2πx2/L) + sin(2πx1/L) sin(πx2/L)] .

3.10 Streutheorie

Eine der erfolgreichsten Methoden, die Struktur von Teilchen und die Wech-
selwirkung zwischen ihnen zu verstehen, ist ihre gegenseitige Streuung. Die
quantenmechanische Beschreibung geschieht wie im Falle der klassischen
Streuung durch die Angabe von Wirkungsquerschnitten, die im direkten Zu-
sammenhang mit dem asymptotischen Verhalten der stationären Lösungen
der Schrödinger-Gleichung stehen.

Wir beginnen die Diskussion der quantenmechanischen Streuung mit der
Streuung an ein festes Streuzentrum und führen die Berechnung des differen-
tiellen Wirkungsquerschnittes auf die Streuamplitude der gestreuten Teilchen
zurück. Im Anschluß besprechen wir die Methode der Streuphasen, die sich bei
zentralsymmetrischen Wechselwirkungen zwischen Projektilen und Streuzen-
trum anbietet. Hierbei wird eine Partialwellenzerlegung der Streuamplitude
vorgenommen, bei der der Streuprozeß in die einzelnen Drehimpulsmoden
zerlegt wird. Später übertragen wir unsere Ergebnisse auf den Fall der gegen-
seitigen Streuung von unterscheidbaren und identischen Teilchen, wobei wir
wie im klassischen Fall besonders an der Beschreibung im Schwerpunkt- und
Laborsystem interessiert sind.

Im folgenden wird vorausgesetzt, daß sich die Wirkung des Streuers durch
ein zeitunabhängiges Potential V (x) darstellen läßt, das im Unendlichen
stärker als 1/|x| abfällt, so daß einfallende und gestreute Teilchen in diesem
Limes asymptotisch frei sind.

3.10.1 Streuamplitude und Wirkungsquerschnitt

Die Problemstellung bei der quantenmechanischen Streuung von Teilchen an
ein festes Streuzentrum ist dieselbe, wie bei der in den Unterabschnitten
1.5.4 und 1.5.5 besprochenen Streuung von klassischen Teilchen und ist in
Abb. 3.16 graphisch veranschaulicht. Ein homoenergetischer Strahl von Teil-
chen mit dem mittleren Impuls 〈P 〉 = h̄kez fliegt in positiver z-Richtung auf
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z

y

x

r

Detektor

dΩ

θ

Abb. 3.16. Streuung von Teilchen an ein festes Streuzentrum

ein in x = 0 fest installiertes, lokal begrenztes Streuzentrum zu und wird von
diesem abgelenkt (gestreut). Wie im klassischen Fall ist man auch hier an
der Zahl der gestreuten Teilchen interessiert, die in großer Entfernung zum
Streuzentrum im Raumwinkelelement dΩ von einem Detektor nachgewiesen
werden. Die hierfür relevante Größe ist der differentielle Wirkungsquerschnitt
dσ/dΩ, der definiert ist durch

dσ

dΩ
dΩ =

(Zahl der nach dΩ gestreuten Teilchen)/s
(Zahl der einfallenden Teilchen)/s/m2 .

Zur Berechnung von dσ/dΩ müßte man eigentlich jedes Teilchen durch ein
Wellenpaket beschreiben und dessen Propagation in der Zeit verfolgen. Man
hätte dann in der asymptotischen Region |x| → ∞, t → ±∞ jeweils den
gestreuten und einfallenden Anteil zu isolieren und hieraus den differentiel-
len Wirkungsquerschnitt zu bestimmen. Nun hatten wir bei der Diskussion
der eindimensionalen Streuung in Unterabschn. 3.3.3 bereits festgestellt, daß
es zur Berechnung der charakteristischen Streugrößen ausreicht, sich auf den
statischen Fall zu beschränken (Satz 3.15). Dies überträgt sich auch auf den
dreidimensionalen Fall. Je mehr wir nämlich die einfallenden Wellenpakete
im Impulsraum begrenzen, umso ausgedehnter werden die zugehörigen Wel-
lenpakete im Ortsraum und gehen im Falle verschwindender Impulsunschärfe
in die Lösungen der stationären Schrödinger-Gleichung

(∇2 + k2)Ψk(x) =
2m

h̄2 V (x)Ψk(x) , k =

⎛
⎝ 0

0
k

⎞
⎠ , k2 =

2mE

h̄2 (3.90)

über. In diesem Limes beginnen die einlaufenden und gestreuten Wellen zeit-
lich zu koexistieren, d.h. der eigentliche Streuvorgang ist nicht mehr zeitlich
begrenzt sondern erstreckt sich über die gesamte Zeitachse. Wie wir gleich
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zeigen werden, lassen sich die Eigenfunktionen Ψk im Limes |x| = r → ∞ in
zwei Anteile aufspalten,

Ψk
r→∞−→ Ψin + Ψsc , Ψin(x) = eikz , Ψsc(x) = f(θ, ϕ)

eikr

r
, (3.91)

wobei Ψin die einlaufende (incident) Welle ist, welche Lösung der freien
Schrödinger-Gleichung ist, und Ψsc die vom Streuzentrum weglaufende, ge-
streute (scattered) Welle bedeutet. f ist die Streuamplitude, in der die ge-
samte Information des Streuprozesses enthalten ist. Bezeichnen jetzt jin(k,x)
und jsc(k,x) die zu Ψin und Ψsc gehörenden Wahrscheinlichkeitsstromdichten,
die sich aus der dreidimensionalen Verallgemeinerung von (3.17) ergeben,

j =
h̄

2im
(Ψ∗∇Ψ − Ψ∇Ψ∗) ,

dann stellt der Ausdruck

r2dΩjsc(k,x)nsc , nsc =

⎛
⎝ cos ϕ sin θ

sin ϕ sin θ
cos θ

⎞
⎠

die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit dar, daß Teilchen vom Detektor im
Raumwinkelelement dΩ nachgewiesen werden. Entsprechend bedeutet

jin(k,x)nin , nin =

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠

die in z-Richtung einfallende Teilchenstromdichte. Für den differentiellen
Wirkungsquerschnitt ergibt sich somit

dσ

dΩ
= lim

|x|→∞
r2jsc(k,x)nsc

jin(k,x)nz
= |f(θ, ϕ)|2 ,

wobei benutzt wurde, daß

jinnin =
h̄

2mi

(
Ψ∗

in
∂

∂z
Ψin − Ψin

∂

∂z
Ψ∗

in

)
=

h̄k

m

jscnsc =
h̄

2mi
(Ψ∗

scnsc∇Ψsc − Ψscnsc∇Ψ∗
sc)

=
h̄

2mi
|f(θ, ϕ)|2

(
e−ikr

r

∂

∂r

eikr

r
− eikr

r

∂

∂r

e−ikr

r

)

=
h̄k

mr2 |f(θ, ϕ)|2 .

Als nächstes ist die Gültigkeit von (3.91) zu zeigen. Hierzu schreiben wir
(3.90) um in eine Integralgleichung:

Ψk(x) = Ψin(x) +
∫

d3x′G(x − x′)V (x′)Ψk(x′) . (3.92)



378 3. Quantenmechanik

Dabei bezeichnet G(x−x′) die Green-Funktion unseres Problems. Man über-
zeugt sich leicht davon, daß sie der Differentialgleichung(∇2 + k2)G(x − x′) =

2m

h̄2 δ(x − x′) (3.93)

zu genügen hat, deren physikalische Lösung gegeben ist durch

G(x − x′) = − 2m

4πh̄2
eik|x−x′|

|x − x′| .

Wir erhalten somit

Ψk(x) = eikz − 2m

4πh̄2

∫
d3x′ e

ik|x−x′|

|x − x′| V (x′)Ψk(x′) . (3.94)

In der Praxis ist die effektive Reichweite des Streupotentials auf einen kleinen
Bereich r0 beschränkt, während die Teilchen in einer großer Entfernung zum
Streuzentrum detektiert werden, d.h.

|x′| ≤ r0 	 |x| → ∞ .

Wir können deshalb den Ausdruck eik|x−x′|
|x−x′| in gleicher Weise entwickeln, wie

in (2.61) und (2.62) in Unterabschn. 2.4.3 vorgeführt wurde:

eik|x−x′|

|x − x′|
|x|→∞−→ eik|x|e−ikxx′/|x|

|x|
(

1 +
xx′

x2

)
≈ eikr

r
e−iknscx′

. (3.95)

Hierbei ist, wie gehabt, r = |x| und nsc = x/|x| die Einheitsrichtung des
detektierten Teilchens. Setzt man (3.95) in (3.94) ein, so erhält man das
gewünschte Resultat:

Ψk(x) r→∞−→ eikz + f(θ, ϕ)
eikr

r
, (3.96)

mit23

f(θ, ϕ) = − m

2πh̄2

∫
d3x′e−iknscx′

V (x′)Ψk(x′) .

Um die Streuamplitude berechnen zu können, benötigt man einen expliziten
Ausdruck für die Wellenfunktion Ψk. Dieser ergibt sich durch iteratives Lösen
der Integralgleichung (3.92) in den verschiedenen Ordnungen des Potentials
V zu

23 Man beachte: Die zweite Lösung der Differentialgleichung (3.93),

G(x − x′) = − 2m

4πh̄2
e−ik|x−x′|

|x − x′| ,

würde in (3.96) offenbar zu der unphysikalischen Situation einer Kugelwelle
führen, die von außen auf das Streuzentrum zuläuft; sie scheidet daher aus.
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Ψk(x) = Ψin(x) (0. Ordnung)

+
∫

d3x′G(x − x′)V (x′)Ψin(x′) (1. Ordnung)

+
∫

d3x′
∫

d3x′′

×G(x − x′)V (x′)G(x′ − x′′)V (x′′)Ψin(x′′) (2. Ordnung)
+ . . . .

Diese Entwicklung definiert die Bornsche Reihe. Beschränkt man sich auf die
0. Ordnung (Bornsche Näherung), dann folgt für die Streuamplitude

f(θ, ϕ) = − m

2πh̄2

∫
d3x′ei∆x′

V (x′) , ∆ = k(nin − nsc) .

Satz 3.29: Streuamplitude
und differentieller Wirkungsquerschnitt

Man betrachte die Streuung von Teilchen, die entlang der z-Achse mit dem
mittleren Impuls 〈P 〉 = h̄kez auf ein Streupotential V (x) fliegen. Ist die ef-
fektive Reichweite r0 des Streupotentials im Vergleich zur Entfernung r des
Detektors zum Streumittelpunkt klein, r0 	 r, dann läßt sich die asymp-
totische Lösung der zugehörigen zeitunabhängigen Schrödinger-Gleichung
in der Form

Ψk(x) r→∞−→ eikz︸︷︷︸
Ψin

+ f(θ, ϕ)
eikr

r︸ ︷︷ ︸
Ψsc

schreiben, wobei die Streuamplitude f gegeben ist durch

f(θ, ϕ) = − m

2πh̄2

∫
d3x′e−iknscx′

V (x′)Ψk(x′) . (3.97)

Für den differentiellen Wirkungsquerschnitt gilt

dσ

dΩ
= |f(θ, ϕ)|2 .

In der Bornschen Näherung reduziert sich (3.97) auf die Gleichung

f(θ, ϕ) = f(∆) = − 2m

4πh̄2

∫
d3x′ei∆x′

V (x′) , ∆ = k(nin − nsc) .

Bis auf einen konstanten Faktor entspricht sie der Fourier-Transformierten
des Potentials V in Abhängigkeit des Impulsübertrages h̄∆. Bei zentral-
symmetrischen Potentialen V (x) = V (|x|) fällt die ϕ-Abhängigkeit weg, so
daß f = f(θ) = f(|∆|).

Coulomb-Streuung. Als Beispiel dieses Satzes berechnen wir den differen-
tiellen Wirkungsquerschnitt in der Bornschen Näherung für die Streuung ei-
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nes Teilchens der Masse m und der Ladung Z1e an einem Coulomb-Potential
der Ladung Z2e. Dabei betrachten wir aus Gründen, die gleich deutlich wer-
den, zunächst den allgemeineren Fall eines Yukawa-Potentials

V (r) = g
e−βr

r
.

Aufgrund der Rotationssymmetrie des Potentials genügt es, f(|∆|) für
∆ = ez zu berechnen. Unter Einführung von Kugelkoordinaten,

x′ = r cos ϕ sin θ , y′ = r sin ϕ sin θ , z′ = r cos θ ,

ergibt sich

f(|∆|) = − 2m

4πh̄2 2πg

∞∫
0

drr2 e−βr

r

1∫
−1

d cos θei∆r cos θ

= −mg

h̄2

∞∫
0

drre−βr 1
i∆r

(
ei∆r − e−i∆r

)
(3.98)

=
img

h̄2∆

(
1

β − i∆
− 1

β + i∆

)
= −2mg

h̄2
1

β2 + ∆2 ,

mit

∆2 = k2(n2
in + n2

sc − 2ninnsc) = 2k2(1 − cos θ) = 4k2 sin2 θ

2
.

Setzen wir jetzt

g = Z1Z2e
2 , β = 0 ,

dann folgt für den differentiellen Wirkungsquerschnitt der Coulomb-Streuung
die aus der klassischen Mechanik bekannte Rutherfordsche Streuformel (vgl.
(1.63))

dσ

dΩ
=

(
2mZ1Z2e

2

4h̄2k2 sin2 θ
2

)2

=

(
Z1Z2e

2

4E sin2 θ
2

)2

. (3.99)

Jetzt wird klar, warum wir von einem Yukawa-Potential ausgegangen sind:
Wir brauchten den Abschirmfaktor β, damit die r-Integration in (3.98) kon-
vergiert. Es sei noch vermerkt, daß (3.99) exakt und nicht nur in der hier
vorgeführten Bornschen Näherung gilt.

3.10.2 Streuphasenanalyse bei zentralsymmetrischen Potentialen

Hat man es bei der Streuung mit einem zentralsymmetrischen Potential zu
tun, dann ist ist der Drehimpuls eine Erhaltungsgröße, und es bietet sich an,
die Streuamplitude f = f(θ) nach den Legendre-Polynomen
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Pl(cos θ) =

√
4π

2l + 1
Yl,0(θ) , Yl,0(θ) = Yl,0(θ, ϕ)

zu entwickeln, um den Streuprozeß für jeden l-Sektor getrennt studieren zu
können. Unter Berücksichtigung von Satz 3.20 erhält man dann für die a-
symptotische Form der Wellenfunktion Ψk

Ψk(x) r→∞−→ eikz + f(θ)
eikr

r
=

∞∑
l=0

[
(2l + 1)iljl(kr) + al

eikr

r

]
Pl(cos θ) .

Berücksichtigt man ferner das asymptotische Verhalten von jl,

jl(kr) r→∞−→ sin(kr − lπ/2)
kr

,

dann können wir diese Gleichung so umformulieren, daß die ein- und auslau-
fenden Wellen getrennt sind:

Ψk(x) r→∞−→ eikr

r

∑
l

[
(2l + 1)il

2ik
e−ilπ/2 + al

]
Pl(cos θ)

−e−ikr

r

∑
l

(2l + 1)il

2ik
eilπ/2Pl(cos θ) . (3.100)

Auf der anderen Seite läßt sich Ψk ganz allgemein in der Weise

Ψk(x) =
∞∑

l=0

Algl(r)Yl,0(θ) =
∞∑

l=0

Al

√
2l + 1

4π
gl(r)Pl(cos θ)

entwickeln. Im Unendlichen reduziert sich hierbei der radiale Anteil auf die
asymptotische (reguläre) Lösung jl(kr) für freie Teilchen, bis auf eine Pha-
senverschiebung δl, die sog. Streuphase, welche die gesamte Information des
Streuprozesses im Drehimpuls-l-Sektor beinhaltet:

gl(r)
r→∞−→ sin(kr − lπ/2 + δl)

kr
.

Wir haben somit

Ψk(x) r→∞−→ eikr

r

∑
l

Al

√
2l + 1

4π

eiδl

2ik
e−ilπ/2Pl(cos θ)

−e−ikr

r

∑
l

Al

√
2l + 1

4π

e−iδl

2ik
eilπ/2Pl(cos θ) . (3.101)

Koeffizientenvergleich in den Gleichungen (3.100) und (3.101) liefert

Al =
√

4π(2l + 1)ileiδl , al =
2l + 1

k
eiδl sin δl .

Damit ergibt sich schließlich folgende Partialwellenzerlegung der Streuampli-
tude:



382 3. Quantenmechanik

f(θ) =
1
k

∑
l

(2l + 1)eiδl sin δlPl(cos θ) .

Aus dieser Darstellung erhält man einen interessanten Zusammenhang zwi-
schen dem totalen Wirkungsquerschnitt und der Streuamplitude, der unter
dem Namen Optisches Theorem bekannt ist:

σ =
∫

dΩ|f(θ)|2 =
1
k2

∫
dΩ

∣∣∣∣∣∑
l

√
4π(2l + 1)eiδl sin δlYl,0(θ)

∣∣∣∣∣
2

=
1
k2

∑
l

4π(2l + 1) sin2 δl =
4π

k
Imf(θ = 0) .

Demnach berechnet sich der totale Wirkungsquerschnitt aus dem Imaginärteil
der Streuamplitude in Vorwärtsrichtung.

Um nun die Streuphasen für ein gegebenes Streupotential zu berechnen,
betrachten wir die radiale Schrödinger-Gleichung (3.39) mit und ohne Poten-
tial,

u′′
l (r) − l(l + 1)

r2 ul(r) + k2ul(r) =
2m

h̄2 V (r)ul(r)

v′′
l (r) − l(l + 1)

r2 vl(r) + k2vl(r) = 0 ,

wobei wir die Lösungen des freien Falls mit vl und die des Streufalls mit ul

bezeichnen. Durch Multiplikation der ersten Gleichung mit vl, der zweiten
mit ul und anschließender Subtraktion beider Gleichungen folgt

d
dr

[u′
l(r)vl(r) − v′

l(r)ul(r)] =
2m

h̄2 V (r)ul(r)vl(r)

bzw.

[u′
l(r)vl(r) − v′

l(r)ul(r)]
∞
0 =

2m

h̄2

∞∫
0

drV (r)ul(r)vl(r) . (3.102)

Berücksichtigen wir das asymptotische Verhalten von ul und vl,24

r → 0 : ul(r), vl(r) ∼ rl+1

r → ∞ :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ul(r) = Al(δl)
sin(kr − lπ/2 + δl)

k

vl(r) = Al(δl = 0)
sin(kr − lπ/2)

k
,

dann folgt aus (3.102)

eiδl sin δl = − 1
4π(2l + 1)i2l

2mk

h̄2

∞∫
0

drV (r)ul(r)vl(r)

24 Hierbei wird vorausgesetzt, daß lim
r→0

r2V (r) = 0 und, wie gehabt, lim
r→∞

rV (r) = 0.
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und mit vl(r) = Al(δl = 0)rjl(kr)

eiδl sin δl = − 1√
4π(2l + 1)il

2mk

h̄2

∞∫
0

drV (r)ul(r)rjl(kr) . (3.103)

Ist V (r) genügend klein, so unterscheidet sich ul nur sehr wenig von der
Lösung vl der freien radialen Schrödinger-Gleichung, und die Streuphase δl

liegt in der Nähe von Null. Man kann dann in (3.103) ul durch vl ersetzen
und erhält somit in der Bornschen Näherung (d.h. in 0. Ordnung)

eiδl sin δl = −2mk

h̄2

∞∫
0

drV (r)r2j2
l (kr) .

Satz 3.30: Partialwellenzerlegung der Streuamplitude
und optisches Theorem

Gegeben sei das zentralsymmetrische Streupotential V (r), mit
lim
r→0

r2V (r) = 0 und lim
r→∞ rV (r) = 0. Dann läßt sich die Streuamplitude

f in der Weise

f(θ) =
1
k

∑
l

(2l + 1)eiδl sin δlPl(cos θ)

nach den Legendre-Polynomen entwickeln, wobei δl die Streuphasen sind,
die die gesamte Information des Streuprozesses in den jeweiligen l-Sektoren
beinhalten. Für sie gilt

eiδl sin δl = − 1√
4π(2l + 1)il

2mk

h̄2

∞∫
0

drV (r)ul(r)rjl(kr) . (3.104)

Hierbei sind die ul Lösungen der radialen Schrödinger-Gleichung in Anwe-
senheit von V . In der Bornschen Näherung werden diese Lösungen durch
diejenigen für den freien Fall ersetzt, so daß (3.104) übergeht in

eiδl sin δl = −2mk

h̄2

∞∫
0

drV (r)r2j2
l (kr) .

Desweiteren gilt für den totalen Wirkungsquerschnitt (optisches Theorem)

σ =
∫

dΩ|f(θ)|2 =
1
k2

∑
l

4π(2l + 1) sin2 δl =
4π

k
Imf(θ = 0) .

Nehmen wir an, daß das Streupotential auf eine endliche Reichweite r0 be-
grenzt ist, V (r > r0) = 0, dann können wir das unendliche Integral in (3.104)
durch ein endliches ersetzen. Berücksichtigen wir ferner das asymptotische
Verhalten der sphärischen Bessel-Funktionen jl(kr) im Limes k → 0,
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jl(ρ)
ρ→0−→ ρl

(2l + 1)!!
,

dann geht (3.104) über in

eiδl sin δl
k→0−→ − 1√

4π(2l + 1)il
2mkl+1

h̄2(2l + 1)!!

r0∫
0

drV (r)ul(r)rl+1 ,

d.h. bei niedrigen Energien sind die kleinen Partialwellen l = 0, 1, . . . domi-
nant. Für den differentiellen Wirkungsquerschnitt bedeutet dies

dσ

dΩ

k→0−→ 1
k2

[
sin2 δ0 + 6 sin δ0 sin δ1 cos(δ0 − δ1) cos θ

+ 9 sin2 δ1 cos2 θ + . . .
]

.

Er ist in führender Ordnung isotrop, d.h. vom Streuwinkel θ unabhängig. In
der Bornschen Näherung folgt nun für die Streuphasen

sin δl
k→0≈ δl ∼ −k2l+1 . (3.105)

Wie sich zeigt, gilt dieses Schwellenverhalten für eine große Klasse von Po-
tentialen ganz allgemein und nicht nur in der hier betrachteten Bornschen
Näherung.

3.10.3 Resonanzstreuung

Im allgemeinen bedeutet Resonanzstreuung, daß der differentielle Wirkungs-
querschnitt für eine gewisse Energie, die sog. Resonanzenergie, von einer be-
stimmten Partialwelle l = L dominiert wird:

dσ

dΩ
≈ dσL

dΩ
=

2L + 1
k2 |TL|2P 2

L(cos θ) , TL = eiδL sin δL =
1
2i

(
e2iδL − 1

)
.

Dies hat offensichtlich zur Voraussetzung, daß die zugehörige Partialwellen-
amplitude TL an der Resonanzstelle groß wird. Tatsächlich spricht man im
engeren Sinne nur dann von einer Resonanz, wenn die resonante Streuphase
δL einen halbzahligen Wert von π durchläuft:

δL =
(

n +
1
2

)
π , n = 0, 1, . . .

In Abb. 3.17 ist eine typische Resonanzsituation dargestellt. Nimmt die Ener-
gie zu, dann steigt die Streuphase δL rasch von 0 nach π (allgemeiner: von nπ
nach (n+1)π) und durchläuft dabei an der Resonanzstelle E0 den Wert π/2.
An dieser Stelle wird der Wirkungsquerschnitt maximal. Zur genaueren Un-
tersuchung der Energieabhängigkeit des differentiellen Wirkungsquerschnitts
in der Nähe einer Resonanzstelle E0 entwickeln wir δL um E0:

δL(E) ≈ δL(E0) + (E − E0)δ′
L(E0) .

Bei der Entwicklung der zugehörigen Partialwellenamplitude ist darauf zu
achten, daß die Beziehungen

∣∣e2iδL(E)
∣∣ = 1 und e2iδL(E0) = −1 erhalten blei-

ben. Dies wird durch folgende Entwicklung gewährleistet:
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E

δL

π

Esin2 δL
E

π
2

E0

Abb. 3.17. Partialwellenstreuquerschnitt in Zusammenhang mit der zugehörigen
Streuphase

e2iδL(E) ≈ eiδL(E0)ei(E−E0)δ′
L(E0)

e−iδL(E0)e−i(E−E0)δ′
L
(E0)

≈ −1 + i(E − E0)δ′
L(E0)

1 − i(E − E0)δ′
L(E0)

.

Es folgt somit

TL(E) ≈ −
Γ
2

E − E0 + iΓ
2

,
Γ

2
=

1
δ′
L(E0)

,

und wir erhalten den

Satz 3.31: Breit-Wigner-Formel

In der Nähe einer Resonanzstelle E0 wird der Wirkungsquerschnitt durch
den Wirkungsquerschnitt σL der resonanten Partialwelle dominiert. Dieser
ist gegeben durch

σL(E) =
4π(2l + 1)

k2 sin2 δl(E) =
4π(2l + 1)

k2

(
Γ
2

)2

(E − E0)2 +
(

Γ
2

)2 ,

mit der Resonanzbreite Γ :
Γ

2
=

1
δ′
L(E0)

.
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Im allgemeinen treten Streuresonanzen dann auf, wenn das effektive Poten-
tial in der radialen Schrödinger-Gleichung – Streupotential plus Zentrifugal-
barriere – bei kleinen Abständen stark attraktiv und bei großen Abständen
repulsiv wirkt. Betrachten wir z.B. einen tiefen kugelsymmetrischen Potenti-
altopf, mit

V (r) =

{−V0 für r < a

0 für r ≥ a

}
, V0 > 0 ,

dann hat das effektive Potential Veff für l > 0 den in Abb. 3.18 gezeig-
ten Verlauf. Ignorieren wir Tunnelprozesse, so kann ein Teilchen der Energie

r

Veff

V (r)

Vc(r) ∼ l(l+1)
r2

Vmax

E0

−V0

Abb. 3.18. Effektives Potential (durchgezogene Linie), das sich aus einem tiefen
Potentialtopf (gepunktete Linie) und der Zentrifugalbarriere (gestrichelte Linie) zu-
sammensetzt

0 < E0 < Vmax einen gebundenen Zustand innerhalb der attraktiven Region
bilden. Da aber natürlich Tunnelprozesse stattfinden, wird das Teilchen ir-
gendwann nach r → ∞ entkommen. Dementsprechend kann auf der anderen
Seite ein freies Teilchen, das vom Unendlichen kommend auf das Potential
geschossen wird, die Zentrifugalbarriere durchtunneln und einen metastabi-
len Zustand innerhalb des attraktiven Bereiches bilden. Bei wachsendem l
wird der Zentrifugalterm größer, so daß die Wahrscheinlichkeit des Durch-
tunnelns und damit die Resonanzbreite kleiner wird. Demzufolge wächst die
Lebensdauer T metastabiler Zustände. Ganz allgemein gilt aufgrund der Hei-
senbergschen Energie-Zeit-Unschärferelation

T ∼ h̄

Γ
.

Im Fall l = 0 ist keine repulsive Barriere vorhanden. Ist dann V = Veff rein
attraktiv, so sind nur echte gebundene Zustände mit negativer Energie und
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unendlicher Lebensdauer möglich. Einer Streuresonanz am nächsten kommen
hierbei Zustände mit Energien nahe der Null (siehe Anwendung 53).

3.10.4 Gegenseitige Streuung von Teilchen

In einem typischen Streuexperiment beschießt man ein Target, das aus Teil-
chen des Typs 2 besteht, mit einem monoenergetischen Teilchenstrahl vom
Typ 1 und zählt die Teilchen eines Typs, z.B. die Teilchen 1, die in eine
bestimmte Richtung gestreut werden. Im folgenden wollen wir voraussetzen,
daß das Wechselwirkungspotential zwischen den beiden Teilchentypen nur
vom Abstand der Teilchen abhängt. Wir haben es dann mit einem Zwei-
Teilchenproblem zu tun, dessen Hamilton-Operator gegeben ist durch

H =
P 2

1

2m1
+

P 2
2

2m2
+ V (x1 − x2) .

Da keine äußeren Kräfte einwirken, ist die Schwerpunktsbewegung frei und
kann durch Einführen von Schwerpunkts- und Relativkoordinaten separiert
werden (siehe Unterabschn. 3.5.1). Die verbleibende Relativbewegung lautet(

− h̄2

2µ
∇2 + V (x)

)
Ψ(x) = EΨ(x) , µ =

m1m2

m1 + m2
, x = x1 − x2 ,

mit der reduzierten Masse µ und dem Abstandsvektor x der beiden Teilchen.
Betrachten wir den Streuprozeß vom Schwerpunktsystem aus, in dem der
Schwerpunkt ruht, dann erhält man die Streuamplitude aus dem asymptoti-
schen Verhalten der Wellenfunktion der Relativbewegung,

Ψ(x) = eikz + f(θ, ϕ)
eikr

r
,

wobei θ und ϕ die Streuwinkel im Schwerpunktsystem bezeichnen. Zur Be-
rechnung der Streuamplitude, des differentiellen Wirkungsquerschnittes und
der Partialwellenzerlegung können wir dann die Diskussion in den Unterab-
schnitten 3.10.1 und 3.10.2 und insbesondere die Sätze 3.29 und 3.30 über-
nehmen, wenn überall m durch µ und dΩ durch das Raumwinkelelement dΩ∗

des Schwerpunktsystems ersetzt wird. Für die Schwerpunktsimpulse der Teil-
chen vor (pA∗

1 ,pA∗
2 ) und nach der Streuung (pE∗

1 ,pE∗
2 ) ergibt sich das in Abb.

3.19a gezeigte Bild: Die Teilchen 1 und 2 fliegen mit entgegengesetzt gleichen

pA∗
1

pE∗
2

pA∗
2

pE∗
1

θ

π − θ

y

x
z

pA
1

pE
2

pE
1

θL

a b

Abb. 3.19. Zwei-Teilchenstreuung im Schwerpunktsystem (a) und im Laborsystem
(b)
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Anfangsimpulsen pA∗
1 = −pA∗

2 aufeinander zu, werden aneinander gestreut
und entfernen sich danach voneinander mit den Endimpulsen pE∗

1 = −pE∗
2 .

Um vom Schwerpunktsystem zum Laborsystem (Abb. 3.19b) überzuge-
hen, in dem das Teilchen 2 lange vor der Streuung ruht (pA

2 = 0), müssen wir
uns nach links mit der Geschwindigkeit pA∗

2 /m2 bewegen. In diesem System
erhält jeder Schwerpunktsimpuls wie im klassischen Fall einen Beitrag in po-
sitiver z-Richtung. Die Transformation beider Systeme geschieht in exakt der
gleichen Weise, wie es bei der klassischen Zwei-Teilchenstreuung in Unterab-
schn. 1.5.5 – mit den Ersetzungen χ → θ, θ1 → θL – vorgeführt wurde. Unter
Verwendung von Satz 1.34 können wir somit festhalten:

Satz 3.32: Zwei-Teilchenstreuung

Für die Zwei-Teilchenstreuung im Schwerpunktsystem gelten die in Satz
3.29 und 3.30 stehenden Zusammenhänge, wenn man überall die Erset-
zungen m → µ und dΩ → dΩ∗ vornimmt. Der Zusammenhang zwi-
schen den differentiellen Wirkungsquerschnitten im Schwerpunktsystem,
dσ/dΩ∗, und im Laborsystem, dσ/dΩL, ist gegeben durch

dσ

dΩL
=

dσ

dΩ∗

[(
m1
m2

)2
+ 1 + 2m1

m2
cos θ(θL)

]3/2

m1
m2

cos θ(θL) + 1
,

mit

cos θL =
m1
m2

+ cos θ√(
m1
m2

)2
+ 1 + 2m1

m2
cos θ

, ϕL = ϕ

und

dΩ∗ = sin θdθdϕ = Raumwinkelelement im Schwerpunktsystem,

dΩL = sin θLdθLdϕ =
Raumwinkelelement im Laborsystem, in das
die Projektilteilchen gestreut werden.

Streuung unterscheidbarer Teilchen. Bei der gegenseitigen Streuung
von unterscheidbaren Teilchen gibt

dσ

dΩ∗ = |f(θ, ϕ)|2

den differentiellen Wirkungsquerschnitt im Schwerpunktsystem dafür an, daß
Teilchen 1 in Richtung (θ, ϕ) und Teilchen 2 in Richtung (π−θ, ϕ+π) gestreut
wird. Dementsprechend ist

dσ

dΩ∗ = |f(π − θ, ϕ + π)|2

der differentielle Wirkungsquerschnitt für den Fall, daß Teilchen 1 in Richtung
(π − θ, ϕ + π) und Teilchen 2 in Richtung (θ, ϕ) gestreut wird. Falls der



3.10 Streutheorie 389

Detektor alle Teilchen nachweist und keinen Unterschied zwischen Teilchen
der Sorte 1 und 2 macht, dann sind beide Wirkungsquerschnitte zu addieren,
so daß

dσ

dΩ∗ = |f(θ, ϕ)|2 + |f(π − θ, ϕ + π)|2 (3.106)

den differentiellen Wirkungsquerschnitt für die Streuung eines der beiden
Teilchen in Richtung (θ, ϕ) angibt.

Streuung identischer Spin-0-Bosonen. Bei der Streuung identischer
Teilchen ist noch die Symmetrisierungsregel zu berücksichtigen. Haben wir es
mit identischen Spin-0-Bosonen, z.B. π-Mesonen, zu tun, dann muß die Ge-
samtwellenfunktion und somit auch ihre asymptotische Lösung symmetrisch
sein:

Ψ(x) r→∞−→ eikz + e−ikz + [f(θ, ϕ) + f(π − θ, ϕ + π)]
eikr

r
.

Berechnet man mit dieser symmetrisierten Form die Stromdichten der einfal-
lenden und gestreuten Teilchen, so erhält man für den Wirkungsquerschnitt

dσ

dΩ∗ = |f(θ, ϕ) + f(π − θ, ϕ + π)|2 . (3.107)

Man beachte den Unterschied zwischen den Gleichungen (3.106) und (3.107):
In (3.106) sind die einzelnen Wirkungsquerschnitte zu addieren, während man
in (3.107) die Streuamplituden zu addieren hat.

Streuung identischer Spin-1/2-Fermionen. Betrachten wir schließlich
noch die Streuung von identischen Spin-1/2-Fermionen, z.B. Elektronen. Die
Gesamtwellenfunktion muß nun antisymmetrisch sein. Solange keine explizit
spinabhängigen Terme im Hamilton-Operator auftreten, läßt sich die Ge-
samtwellenfunktion aus symmetrisierten und antisymmetrisierten Orts- und
Spinwellenfunktionen zusammensetzen:

Ψ (±)(x, m1, m2) =
{

eikz ± e−ikz + [f(θ, ϕ) ± f(π − θ, ϕ + π)]
eikr

r

}
×χ

(
S
A

)
(m1, m2) , m1, m2 = ±1

2
.

Dabei sind

χ(S)(+,+) = χ1(+)χ2(+)

χ(S)(+,−) =
1√
2

(χ1(+)χ2(−) + χ1(−)χ2(+)) = χ(S)(−,+)

χ(S)(−,−) = χ1(−)χ2(−)

χ(A)(+,−) =
1√
2

(χ1(+)χ2(−) − χ1(−)χ2(+)) = −χ(A)(−,+)

die zu den Gesamtspins S = 1 (Triplett) und S = 0 (Singulett) gehörenden
Spinoren. Hieraus ergibt sich für den differentiellen Wirkungsquerschnitt
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dσ

dΩ∗ =

{ |f(θ, ϕ) + f(π − θ, ϕ + π)|2 Triplettzustand

|f(θ, ϕ) − f(π − θ, ϕ + π)|2 Singulettzustand .

Sind beide Teilchenstrahlen völlig unpolarisiert, d.h. jede der vier möglichen
Spinkonfigurationen hat dasselbe Gewicht, dann ist der Gesamtwirkungsquer-
schnitt das arithmetische Mittel aus den Wirkungsquerschnitten der drei Tri-
plettzustände und des einen Singulettzustandes:

dσ

dΩ∗ =
3
4
|f(θ, ϕ) + f(π − θ, ϕ + π)|2 +

1
4
|f(θ, ϕ) − f(π − θ, ϕ + π)|2 .

Zusammenfassung

• Zur Beschreibung von quantenmechanischen Streuprozessen reicht es aus,
sich auf die statischen Lösungen der zugehörigen Schrödinger-Gleichung
zu beschränken. Die asymptotische Wellenfunktion von Teilchen, die an
ein festes Streuzentrum gestreut werden, setzt sich zusammen aus einer
einlaufenden ebenen Welle und einer vom Streuzentrum weglaufenden
Kugelwelle. Letztere enthält die Streuamplitude; sie umfaßt die ge-
samte Information des Streuprozesses.

• Der differentielle Wirkungsquerschnitt berechnet sich aus den Wahr-
scheinlichkeitsstromdichten (in Flugrichtung) des einlaufenden und ge-
streuten Anteils und ist gleich dem Betragsquadrat der Streuamplitude.

• Die Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnitts für die
Coulomb-Streuung führt in der Bornscher Näherung und exakt auf
die klassische Rutherfordsche Streuformel.

• Bei zentralsymmetrischen Streupotentialen läßt sich der Streuprozeß für
jeden Drehimpuls-l-Sektor getrennt studieren, indem man die Streu-
amplitude nach den Legendre-Polynomen entwickelt (Partialwellen-
zerlegung). Die hierin auftretenden Streuphasen geben die jeweilige
Phasenverschiebung der asymptotischen Wellenfunktion gegenüber den
Lösungen für freie Teilchen an. Aus der Partialwellenzerlegung folgt das
optische Theorem, nach dem sich der totale Wirkungsquerschnitt aus
dem Imaginärteil der Streuamplitude in Vorwärtsrichtung berechnet.

• Resonanzstreuung tritt auf, wenn der differentielle Wirkungsquer-
schnitt bei einer bestimmten Energie von einer Partialwelle dominiert
wird. Die zugehörige Resonanzbreite berechnet sich mit Hilfe der
Breit-Wigner-Formel. Im allgemeinen bedeuten Streuresonanzen me-
tastabile Zustände positiver Energie, die sich in dem von der Zentrifu-
galbarriere abgeschirmten attraktiven Bereich des effektiven Potentials
herausbilden.

�



Anwendungen 391

• Die gegenseitige Streuung von Teilchen läßt sich wie im klassischen
Fall durch Separation der Schwerpunktsbewegung auf eine effektive Ein-
Teilchenstreuung zurückführen. Für die Zusammenhänge zwischen den
differentiellen Wirkungsquerschnitten im Schwerpunkt- und Laborsy-
stem gelten dieselben Beziehungen wie bei der klassischen Streuung.

• Weist der Detektor bei der Streuung unterscheidbarer Teilchen beide
Teilchensorten nach, so sind die differentiellen Wirkungsquerschnitte für
die Vorgänge Teilchen 1 → (θ, ϕ), Teilchen 2 → (π − θ, ϕ + π) und um-
gekehrt zu addieren. Bei der Streuung identischer Teilchen hingegen hat
man die zu obigen Vorgängen gehörenden Streuamplituden zu addieren
bzw. zu subtrahieren.

Anwendungen

52. Streuung an einer harten Kugel. Wir betrachten die Streuung an
einer harten Kugel, die durch das Potential

V (r) =

{
0 für r ≤ a

∞ für r > a

dargestellt wird. Man gebe das Verhalten der verschiedenen Streuphasen für
kleine Energien an. Wie lautet der differentielle und totale Wirkungsquer-
schnitt für den l=0-Sektor?

Lösung. Die physikalische Lösung der radialen Schrödinger-Gleichung (3.38)
für den äußeren Bereich lautet

gl(r) = Aljl(kr) + Blnl(kr) .

Auf der Kugeloberfläche muß die Wellenfunktion aus Stetigkeitsgründen ver-
schwinden, d.h.

gl(a) = 0 =⇒ Bl

Al
= − jl(ka)

nl(ka)
.

Die übliche Forderung, daß sich gl bis auf die Streuphase δl auf die reguläre
Lösung für freie Teilchen reduziert,

gl(r)
r→∞−→ sin(kr − lπ/2 + δl)

kr
,

liefert den gewünschten Zusammenhang für δl:

Al sin(kr − lπ/2) + Bl cos(kr − lπ/2) = Cl sin(kr − lπ/2 + δl)
= Cl[sin(kr − lπ/2) cos δl

+ cos(kr − lπ/2) sin δl]
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=⇒ tan δl = − jl(ka)
nl(ka)

.

Beschränken wir uns auf kleine Energien, dann gilt

jl(ka)
k→0≈ (ka)l

(2l + 1)!!
, nl(ka)

k→0≈ (2l − 1)!!
(ka)l+1 ,

und es folgt das bereits in (3.105) erwähnte Schwellenverhalten

δl
k→0≈ tan δl ≈ − (2l − 1)!!

(2l + 1)!!
(ka)2l+1 ,

was mit der Erwartung übereinstimmt, daß bei kleinen Energien die Streuung
in höheren l-Sektoren vernachlässigt werden kann. Für l = 0 folgt unter
Verwendung von Satz 3.30

δ0 = arctan
(

− sin ka

cos ka

)
= −ka =⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f0(θ) = −1
k

e−ika sin ka

dσ0

dΩ
=

sin2 ka

k2

σ0 =
4π

k2 sin2 ka .

53. Streuung am kugelsymmetrischen Potentialtopf. Man betrachte
die s-Wellen-Streuung an einem kugelsymmetrischen Potentialtopf der Form

V (r) =

{−V0 für r < a

0 für r ≥ a

}
, V0 > 0 .

Es ist zu zeigen, daß für kleine Teilchenenergien die Streuphase δ0 resonant
ist, wenn die Wellenzahl für den inneren Bereich die Werte

k1 =

(
n + 1

2

)
π

a
, n = 0, 1, . . .

annimmt. Wie groß sind die zugehörigen Resonanzbreiten?

Lösung. Wie in Unterabschn. 3.5.4 gezeigt wurde, lautet die Lösung der
radialen Schrödinger-Gleichung für den kugelsymmetrischen Potentialtopf im
ungebundenen Fall (E > 0)

ul(r) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Alrjl(k1r) , k1 =

√
2m(E + V0)

h̄2 für r < a

Bl[rjl(k2r) cos δl + rnl(k2r) sin δl] , k2 =
√

2mE

h̄2 für r ≥ a .

Im Unendlichen geht sie über in die gewünschte asymptotische Form

ul(r)
r→∞∼ sin(k2r − lπ/2)

k2
cos δl +

cos(k2r − lπ/2)
k2

sin δl

=
sin(k2r + lπ/2 + δl)

k2
,
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so daß δl in der Tat die Streuphasen bezeichnen. Beschränken wir uns nun auf
kleine Teilchenenergien, dann findet die Streuung bevorzugt in s-Zuständen
(l = 0) statt. Hierfür kennen wir bereits den Zusammenhang zwischen Energie
und Streuphase (vgl. (3.43)):

tan(k2a + δ0) =
k2

k1
tan k1a

=⇒ δ0 = arctan
(

k2

k1
tan k1a

)
− k2a

k2→0≈ arctan
(

k2

k1
tan k1a

)
.

Man erkennt hieraus, daß die Resonanzenergien bei

k1,n =

(
n + 1

2

)
π

a
bzw. En =

h̄2 (n + 1
2

)2
π2

2ma2 − V0

liegen. Zur Bestimmung der zugehörigen Resonanzbreiten hat man die Ab-
leitung von δ0 an der Stelle En zu berechnen. Dies führt zu

δ′
0(En) =

(
K2
K1

)′
tan(k1a) + K2

K1
k′
1a

(
1 − tan2 k1a

)
1 −

(
K2
K1

)2
tan2 k1a

∣∣∣∣∣∣∣
k1,2=k1,2(En)

=
ak′

1(En)k1(En)
k2(En)

=
ma

h̄2k2(En)

=⇒ Γn

2
=

1
δ′
0(En)

=
h̄2k2(En)

ma
.

Ist V0 = h̄2π2/(8ma2), dann entspricht der niedrigste resonante s-Zustand ei-
ner Resonanzenergie von E0 = 0. Dieser Null-Energiezustand läßt sich als ein
pseudo-metastabiler gebundener Zustand in einem rein attraktiven Potential
interpretieren und kommt einer echten Streuresonanz am nächsten. Wird der
Potentialtopf immer weiter abgesenkt, dann entsteht bei V0 = 9h̄2π2/(8ma2)
ein zweiter Null-Energiezustand usw. Die jeweils darauf folgenden Zustände
mit größeren Resonanzenergien entsprechen virtuellen Zuständen, die mit
echten Streuresonanzen wenig zu tun haben.
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Das Fundament der theoretischen Beschreibung makroskopischer Systeme
(Gase, Flüssigkeiten und Festkörper) in der heute vorliegenden Form wurde
im 18. Jahrhundert gelegt. Die damals und in der Folgezeit von Rumford, Da-
vy, Mayer, Joule u.v.a. empirisch gefundenen Gesetze bilden auch heute noch
die Grundlage der Thermodynamik, die durch Lord Kelvin 1850 erstmals in
konsistenter Darstellung formuliert wurde. Etwa um diese Zeit begann sich
die Meinung durchzusetzen, daß Materie Substrukur in Form von Atomen
und Molekülen besitzt, und man fing an, makroskopische Systeme mikrosko-
pisch zu untersuchen. Die Entwicklung der Quantenmechanik um 1920 lie-
ferte schließlich den adäquaten Rahmen für eine realistische mikroskopische
Beschreibung solcher Systeme.

Obwohl heute die mikroskopischen Wechselwirkungsmechanismen zwi-
schen den einzelnen Teilchen eines Systems in Form von quantenmechani-
schen bzw. mechanischen Gesetzen prinzipiell verstanden sind, so ist es den-
noch aus folgenden Gründen nicht möglich, diese ohne zusätzliche statistische
Annahmen konsequent auf ein makroskopisches System anzuwenden:

• Zur Festlegung des Systemzustandes müßte man größenordnungsmäßig et-
wa 1023 Freiheitsgrade bestimmen, was nicht nur praktisch, sondern auf-
grund des Heisenbergschen Unschärfeprinzips auch theoretisch unmöglich
ist.

• Selbst wenn sie bekannt wären und man die Bewegungsgleichungen für alle
Teilchen im System hinschreiben könnte, wäre kein Computer in der Lage,
diese in einer akzeptablen Zeit zu lösen.

• Aufgrund der immens großen Teilchenzahlen treten qualitativ neuartige
Effekte auf, die im Rahmen einer rein deterministischen Beschreibung ein
sehr tiefes, über klassische Mechanik und Quantenmechanik hinausgehen-
des Verständnis der Wechselwirkung zwischen den einzelnen Teilchen er-
fordern. Ein Beispiel hierfür ist die abrupte Kondensation eines Gases zum
flüssigen Zustand mit qualitativ sehr verschiedenen Eigenschaften.

Nun wissen wir allerdings aus eigener Erfahrung, daß es zur makroskopischen
Beschreibung von Systemen oftmals garnicht notwendig ist, den exakten mi-
kroskopischen Zustand des Systems festzulegen und in der Zeit zu verfol-
gen. Betrachtet man etwa ein Gas in einem Behälter, dann ändert sich ohne
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äußere Einwirkung seine Temperatur und sein Druck nicht, obwohl sein Mi-
krozustand laufend wechselt. Diese Tatsache bildet den Ausgangspunkt der
statistischen Physik. Dort wird das Bild eines einzigen zeitlich propagieren-
den Systems durch ein anderes Bild ersetzt, in dem viele fiktive gleicharti-
ge makroskopische Systeme in unterschiedlichen mikroskopischen Zuständen
und mit unterschiedlichen Antreff- oder Besetzungswahrscheinlichkeiten ko-
existieren.

In diesem Kapitel wird die statistische Physik und die Thermodynamik
behandelt. Wir betonen, daß sich diese Theorien ausschließlich auf Gleichge-
wichtssysteme beziehen, welche sich durch zeitlich konstante makroskopische
Eigenschaften auszeichnen. Die zeitliche Entwicklung, die von Ungleichge-
wichtszuständen zu Gleichgewichtszuständen führt, bleibt hierbei unberück-
sichtigt und ist Gegenstand der kinetischen Theorie. Da in der Regel Systeme
mit sehr großer Teilchenzahl (N ≈ 1023) und sehr großem Volumen (V ≈ 1023

Molekularvolumina) untersucht werden, betrachten wir oftmals den thermo-
dynamischen Limes, der durch folgende Grenzwertbildung definiert ist:

N → ∞ , V → ∞ ,
N

V
= const .

Der erste Abschnitt dieses Kapitels behandelt die grundlegenden Ideen der
statistischen Physik. Es wird dort das probabilistische Konzept des statisti-
schen Ensembles vorgestellt und dessen zeitliche Entwicklung im Hinblick auf
die Klassifizierung von Gleichgewichtssystemen diskutiert.

Die nächsten beiden Abschnitte 4.2 und 4.3 beschäftigen sich mit drei spe-
ziellen Ensemble-Typen, nämlich dem mikrokanonischen, kanonischen und
großkanonischen Ensemble. Sie alle beschreiben Gleichgewichtssysteme mit
unterschiedlichen, von außen vorgegebenen Randbedingungen. Im Zusam-
menhang mit dem mikrokanonischen Ensemble wird der Begriff der Entropie
eingeführt, der sowohl in der statistischen Physik als auch in der Thermody-
namik von fundamentaler Bedeutung ist. Als ein wesentliches Resultat dieser
Abschnitte wird sich herausstellen, daß alle drei Ensembles im thermodyna-
mischen Limes äquivalente Beschreibungen liefern.

Neben dem statistischen Zugang zur Entropie gibt es den informations-
theoretischen Ansatz, in dem ein System vom Standpunkt des über ihn be-
kannten Informationsgrades betrachtet wird. Dies ist Gegenstand von Ab-
schn. 4.4. Der hier entwickelte Entropie-Begriff stellt ein Maß für die Un-
kenntnis über ein System dar, und wir werden sehen, daß er äquivalent zur
statistischen Entropie-Definition ist.

Abschnitt 4.5 behandelt die phänomenologische Theorie der Thermody-
namik. Ausgehend von den drei thermodynamischen Hauptsätzen werden
Gleichgewichts- und Stabilitätsbedingungen offener Systeme unter Einfüh-
rung geeigneter thermodynamischer Potentiale sowie die Beschreibung von
Zustandsänderungen mit Hilfe von thermischen Koeffizienten diskutiert. Des-
weiteren betrachten wir Wärmekraftmaschinen unter dem Gesichtspunkt ih-
rer prinzipiellen Realisierbarkeit.
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In Abschn. 4.6 beschäftigen wir uns mit der klassischen Maxwell-Boltz-
mann-Statistik. Hierunter versteht man die statistische Behandlung von Sy-
stemen, ausgehend von der klassischen Hamilton-Funktion oder auch vom
quantenmechanischen Hamilton-Operator, wobei allerdings die Quantenna-
tur der Teilchen, also ihr bosonischer bzw. fermionischer Charakter unberück-
sichtigt bleibt. Neben der Diskussion des ”echten klassischen“ Grenzfalls so-
wie der Virial- und Äquipartitionstheoreme für ”echte klassische“ Systeme
besprechen wir das harmonische Oszillatorsystem sowie das ideale Spinsy-
stem in verschiedenen Ensembles.

Der letzte Abschnitt dieses Kapitels widmet sich der Quantenstatistik,
welche die vollständige quantenmechanische Beschreibung statistischer Sy-
steme mit Berücksichtigung des quantenmechanischen Teilchencharakters lie-
fert. Neben einer allgemeinen Gegenüberstellung der Fermi-Dirac-, Bose-
Einstein- und Maxwell-Boltzmann-Statistik interessieren wir uns insbeson-
dere für die Zustandsgleichungen des idealen Fermi- und Bose-Gases. Dies
führt uns auf interessante Effekte, die in der Maxwell-Boltzmann-Statistik
nicht auftreten.

Es sei betont, daß wir in diesem Kapitel ausschließlich Gleichgewichts-
zustände betrachten. Für die Behandlung von Nicht-Gleichgewichtszuständen
(Phasenübergänge, Kinetik etc.) verweisen wir auf die im Anhang angegebene
Literaturliste.

Anmerkung. Im gesamten Kapitel 4 werden wir aus Bequemlichkeits-
gründen für partielle Ableitungen einer Funktion f oftmals die Klammer-
schreibweise(

∂f

∂E

)
V,N

verwenden. Sie bedeutet, daß f – als Funktion der Variablen E, V und N – bei
festgehaltenem V und N nach E abgeleitet wird. Werden in dieser Funktion
die Variablen E, V und N in neue Variablen, z.B. T , P und µ, transfor-
miert, dann verwenden wir hierfür ebenfalls die bequeme und unmathema-
tische Schreibweise f(T, P, µ), obwohl f(T, P, µ) einen anderen funktionalen
Zusammenhang darstellt als f(E, V, N).

4.1 Grundlagen der statistischen Physik

Die statistische Physik beschäftigt sich mit der Beschreibung makroskopi-
scher Systeme, indem sie die mikroskopischen physikalischen Grundgesetze
von Teilchenwechselwirkungen mit einem statistischen Prinzip verbindet und
so in der Lage ist, Aussagen über das makroskopische Verhalten solcher Sy-
steme zu machen. Insofern kann sie als eine fundamentale Theorie angesehen
werden, welche die tieferen physikalischen Begründungen für die rein phäno-
menologisch gefundenen Grundgesetze der Thermodynamik liefert.
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In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Ideen der statistischen
Physik erläutert. Die entscheidende Überlegung besteht darin, das Bild ei-
nes zeitlich propagierenden Mikrozustandes eines Systems durch ein anderes,
statistisches Bild zu ersetzen, wo alle möglichen Mikrozustände gleichzeitig
existieren und mit ihren relativen Antreffwahrscheinlichkeiten gewichtet wer-
den. Dieses Ensemble propagiert dann als ganzes durch den Phasenraum und
wird klassisch durch seine Dichte bzw. quantenmechanisch durch seinen Dich-
teoperator charakterisiert. Wir diskutieren ferner die Bedingungen, die solche
Dichten im klassischen und quantenmechanischen Fall erfüllen müssen, damit
sie Gleichgewichtssysteme beschreiben, welche sich durch zeitunabhängige
makroskopische Eigenschaften auszeichnen.

4.1.1 Zustände, Phasenraum, Ensembles
und Wahrscheinlichkeiten

Innerhalb der statistischen Physik unterscheidet man zwei Arten von Zu-
ständen zur Beschreibung physikalischer Systeme, nämlich Mikrozustände
und Makrozustände. Der Mikrozustand eines Systems enthält die detaillier-
te Information über die Bewegungszustände aller Teilchen. Im allgemeinen
sind die Zustände der Teilchen und deren gegenseitige Wechselwirkung durch
die Gesetze der Quantenmechanik determiniert. Das System kann demnach
durch einen quantenmechanischen Zustandsvektor |ψ(n1, . . . , nf )〉 repräsen-
tiert werden, wobei n1, . . . , nf einen systemspezifischen Satz von f Quanten-
zahlen bedeuten. Diese Beschreibung ist in dem Sinne vollständig, daß bei
gegebenem Zustandsvektor |ψ〉 zu einer festen Zeit seine zeitliche Propagati-
on durch die quantenmechanischen Bewegungsgleichungen eindeutig determi-
niert ist. Numeriert man nun alle möglichen Quantenzustände des Systems in
geeigneter Weise durch (r = 1, 2, 3, . . .), dann ist ein spezieller Mikrozustand
des Systems durch Angabe des Index r eindeutig festgelegt:

Quantenmechanischer Mikrozustand: r = (n1, . . . , nf ) . (4.1)

Obwohl i.a. die Quantenmechanik den adäquaten Rahmen zur Spezifikati-
on eines Systems liefert, stellt die klassische Beschreibung oftmals eine gute
und nützliche Approximation dar. In diesem Fall wird der vollständige Mi-
krozustand eines N -Teilchensystems durch Vorgabe der 3N generalisierten
Koordinaten und 3N generalisierten Impulse aller Teilchen zu einem festen
Zeitpunkt festgelegt. Die zeitliche Entwicklung des Systems ist dann durch
die klassischen Bewegungsgleichungen ebenfalls eindeutig bestimmt.

Klassischer Mikrozustand: r = (q1, . . . , q3N , p1, . . . , p3N ) . (4.2)

Ein nützliches Konzept zur Beschreibung klassischer Systeme ist der Pha-
senraum, der durch die 6N generalisierten Koordinaten und Impulse aufge-
spannt wird. Hierbei entspricht die Vorgabe der 6N Teilchenwerte der Spe-
zifikation eines Punktes im Phasenraum. Nun stehen im Gegensatz zu (4.1)
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auf der rechten Seite von (4.2) kontinuierliche Größen. Für eine statistisch-
physikalische Behandlung ist es jedoch notwendig, die Zustände r abzählen zu
können. Es ist deshalb sinnvoll, den Phasenraum zu diskretisieren, also in Zel-
len zu unterteilen, die jeweils genau einen Mikrozustand aufnehmen können.
Die exakte Zellgröße läßt sich hierbei nur über den Vergleich mit der Quan-
tenmechanik bestimmen. Die Untersuchung einfacher Quantensysteme (z.B.
harmonischer Oszillator, Anwendung 54) zeigt, daß ein quantenmechanischer
Zustand einem Phasenraumvolumen der Größe (2πh̄)3N = h3N entspricht.
Wir können uns deshalb den Phasenraum in Zellen mit der

Zellgröße = h3N

zerlegt denken. Numeriert man nun diese Zellen geeignet durch (r = 1, 2, . . .),
dann läßt sich ein klassischer Mikrozustand ebenfalls durch Angabe des dis-
kreten Index r eindeutig festlegen.

Die zweite Art einen Systemzustand zu beschreiben, ist der Makrozu-
stand. Er enthält lediglich die eigentlich interessanten makroskopischen Kenn-
größen, wie z.B. Druck oder Temperatur. Im Prinzip sollte sich der Makrozu-
stand eines Systems aus seinem Mikrozustand eindeutig ergeben. Wie jedoch
bereits in der Einleitung erwähnt wurde, ist es bei einer Zahl von etwa 1023

Teilchen weder möglich noch sinnvoll, den exakten Mikrozustand eines Sy-
stems festzulegen und zu verfolgen. Aus den gleichen Gründen ist es uns
unmöglich, den Vorgang einer Messung in einer mikroskopischen Rechnung
zu verfolgen, denn er bedeutet ja die Mittelung über einen angemessenen Teil
der zeitlichen Propagation des Mikrozustandes bzw. der zugehörigen Phasen-
raumtrajektorie.

In der von Gibbs um 1900 entwickelten Ensemble-Theorie wird nun das
Bild eines zeitlich propagierenden Mikrozustandes durch ein anderes Bild
ersetzt, wo sämtliche Mikrozustände, die ein System im Laufe der Zeit
durchläuft, zu einer festen Zeit koexistieren und jeweils die mikroskopische
Ausgangssituationen für sehr viele gleichartige makroskopische Systeme dar-
stellen. Diese fiktiven Systeme bilden ein statistisches Ensemble, dessen Mit-
glieder unabhängig voneinander in der Zeit propagieren und nicht mitein-
ander wechselwirken. Aus klassischer Sicht entspricht dies der Koexistenz
aller, dem betrachteten System zugänglichen Phasenraumpunkte, die man
zu einer Phasenraumtrajektorie zusammenfaßt. Dieses Ensemble-Bild ist die
entscheidende Grundlage der statistischen Physik, welche auf folgenden zwei
fundamentalen Annahmen beruht:

Die erste Annahme ist die Äquivalenz von Zeitmittel und Ensemble-Mittel
eines makroskopischen Systems im statistischen Gleichgewicht. Hierbei ver-
steht man unter dem Begriff ”statistisches Gleichgewicht“ einen Zustand,
in dem Messungen makroskopischer Größen, wie etwa Druck oder Tempe-
ratur zeitunabhängig sind. Betrachten wir zum genaueren Verständnis ein
Gas, das in einem Volumen eingeschlossen ist. Wird dieses System von außen
eine Zeit lang erhitzt, dann ist intuitiv klar, daß sich das System unmit-
telbar nach dem Erhitzen in keinem Gleichgewichtszustand befindet. Erfah-
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rungsgemäß wird sich jedoch nach einer für das System charakteristischen
Zeit, der sog. Relaxationszeit, erneut ein Gleichgewichtszustand einstellen,
in dem das Gas seine ursprüngliche Temperatur wieder erreicht hat. In der
Phasenraum-Terminologie impliziert die Gleichsetzung von Zeitmittel und
Ensemble-Mittel, daß die Phasenraumtrajektorie des betrachteten Systems
alle, mit der systemspezifischen Physik im Einklang stehenden Phasenraum-
punkte enthält bzw. daß jeder mögliche Mikrozustand nach unendlich langer
Zeit durchlaufen wird (Ergodenhypothese).1 Der Begriff ”statistisches Gleich-
gewicht“ bedeutet, daß sich die Phasenraumtrajektorie (bzw. Phasenraum-
dichte) im Laufe der Zeit nicht ändert (Abb. 4.1).

q

p

q

p

q

p

q

p

t1 t2 > t1

Abb. 4.1. Zeitliche Entwicklung der Phasenraumtrajektorie eines Ungleichge-
wichtssystems (oben) und eines Gleichgewichtssystems (unten)

Innerhalb des Ensemble-Bildes erscheint es nun plausibel, anzunehmen,
daß keines der im Ensemble vorkommenden Systeme gegenüber anderen aus-
gezeichnet ist. Dies ist die zweite grundlegende Annahme der statistischen
Physik.

Satz 4.1: Grundlegende Postulate der statistischen Physik

1. Postulat: In einem abgeschlossenen System im Gleichgewicht sind Zeit-
mittel und Ensemble-Mittel äquivalent.

2. Postulat: Die Wahrscheinlichkeit, ein zufällig gewähltes Element aus
dem Ensemble zu einem bestimmten Mikrozustand zu finden, ist proportio-

�

1 Es ist bekannt, daß es auch nichtergodische Systeme gibt. Diese werden im wei-
teren jedoch nicht betrachtet.
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nal zur Anzahl der Elemente des Ensembles in eben diesem Mikrozustand.
Anders ausgedrückt: Jeder, im Ensemble vorkommende Mikrozustand ist
gleichwahrscheinlich (Postulat der gleichen a priori Wahrscheinlichkeiten).

Wir betonen, daß es für diese Postulate keine tiefere Begründung gibt; sie
werden a posteriori gerechtfertigt, indem man Übereinstimmung mit den aus
ihnen abgeleiteten Resultaten und experimentellen Befunden feststellt. In ih-
nen drückt sich der probabilistische Charakter der statistischen Physik aus:
Es interessiert nicht die detaillierte Struktur eines Mikrozustandes, sondern
lediglich die Anzahl der verschiedenen möglichen Mikrozustände innerhalb
des statistischen Ensembles.

In der Regel kennt man einige Eigenschaften des zu untersuchenden Sy-
stems. Zum Beispiel könnte die Gesamtenergie vorgegeben sein. Das System
kann dann nur in einem der Mikrozustände sein, die mit dieser Gesamte-
nergie verträglich sind (zugängliche Mikrozustände). In diesem Fall bestünde
das statistische Ensemble aus einer Vielzahl makroskopischer Systeme, mit
eben dieser Gesamtenergie. Der Makrozustand eines Systems ist also durch
die Besetzungswahrscheinlichkeiten Pr der zugänglichen Mikrozustände ein-
deutig festgelegt:

Makrozustand: {Pr} = (P1, P2, . . .) .

Obige zwei Hypothesen lassen sich deshalb wie folgt zusammenfassen: Ma-
kroskopische Größen eines Gleichgewichtssystems sind durch ihre Ensemble-
Mittel aller zugänglichen Mikrozustände gegeben, wobei jeder Mikrozustand
mit seiner relativen Besetzungswahrscheinlichkeit gewichtet wird.

Satz 4.2: Ensemble-Mittel

Sei Pr die Wahrscheinlichkeit, ein Gleichgewichtssystem in dem Mikrozu-
stand zu finden, in welchem die makroskopische Größe A den stationären
Wert Ar annimmt. Dann ist das Ensemble-Mittel A von A

A =
∑

r

PrAr , (4.3)

wobei für die Pr folgende Normierungsbedingung gilt:∑
r

Pr = 1 , 0 ≤ Pr ≤ 1 .

Die Summe in (4.3) ist über alle zugänglichen Mikrozustände zu nehmen,
wobei je nach Wahl von A zu definieren ist, was ”zugänglich“ bedeutet. Des-
weiteren setzt sie eine große Zahl M gleichartiger Systeme voraus, von denen
Mr im Mikrozustand r sind:

Pr = lim
M hinreichend groß

Mr

M
.
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Aus (4.3) erkennen wir ferner, daß höchstens solche Verteilungen zu zeitun-
abhängigen Ensemble-Mitteln führen, für die gilt: dPr/dt = 0.

4.1.2 Klassische statistische Physik: Wahrscheinlichkeitsdichte

Das Ziel der statistischen Physik ist die Bestimmung der Anzahl von En-
semble-Mitgliedern in verschiedenen Mikrozuständen, also in verschiedenen
Regionen des Phasenraums. Setzen wir voraus, daß die Zahl M der Elemente
im Ensemble sehr groß ist, dann läßt sich das betrachtete physikalische Sy-
stem durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte ρ beschreiben, die angibt, wie die
M Elemente im Phasenraum verteilt sind. Sei

dΓ = dq1 · · ·dq3Ndp1 · · ·dp3N

ein Volumenelement des Phasenraums, dann enthält dieses Volumen gerade

dM =
1

h3N
ρ(q, p, t)dΓ

Elemente. Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit, daß ein zufällig aus-
gewählter Phasenraumpunkt aus dem Volumenelement dΓ entstammt, ge-
geben durch

dM

M
=

1
h3N

ρdΓ

M
.

Die Gesamtzahl der Elemente ist natürlich

M =
∫

dM =
1

h3N

∫
dΓρ(q, p, t) .

Im weiteren Verlauf wird stets davon ausgegangen, daß die Phasenraumdichte
auf die Gesamtzahl M der Elemente normiert ist. Das Ensemble-Mittel einer
klassischen Observablen A(q, p) ist dann

A =
1

h3N

∫
dΓρ(q, p, t)A(q, p) . (4.4)

Nimmt man desweiteren an, daß A keine explizite Zeitabhängigkeit besitzt,
wie es für abgeschlossene Systeme sicherlich der Fall ist, so erkennt man
anhand von (4.4) abermals, daß nur solche Verteilungen zu zeitunabhängigen
Mittelwerten führen, für die gilt: ∂ρ/∂t = 0.

4.1.3 Quantenstatistische Physik: Dichteoperator

In der Quantenmechanik werden Observable durch hermitesche Operatoren
A repräsentiert, und Messungen von A führen auf die Erwartungswerte

〈A〉 = 〈ψ|A |ψ 〉 . (4.5)

Ein quantenmechanischer Zustand wird durch die Messung eines vollständi-
gen Satzes kommutierender Observablen präpariert. Solche reinen Zustände
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werden durch Hilbert-Vektoren in einem komplexen Hilbert-Raum beschrie-
ben. Im allgemeinen sind reine Zustände jedoch eine Idealisierung. Insbeson-
dere ist es für sehr große Systeme nicht möglich, eine vollständige Präparation
durchzuführen. Der allgemeine Fall des gemischten Zustandes liegt vor, wenn
der Satz von gemessenen Observablen nicht vollständig ist. In diesem Fall
ist der Zustand nicht mehr durch einen Hilbert-Vektor beschreibbar. Man
betrachtet deshalb ein Ensemble von reinen Zuständen |ψr〉 zusammen mit
ihren relativen Besetzungswahrscheinlichkeiten Pr. Nach (4.3) und (4.5) gilt
für das quantenmechanische Ensemble-Mittel2

A =
∑

r

Pr 〈ψr|A |ψr 〉 ,

wobei zu beachten ist, daß die zwei Mittelungsprozeduren in dieser Gleichung
fundamental verschieden sind. Die quantenmechanische Mittelung führt zu
den bekannten Interferenzeffekten innerhalb der Quantentheorie. Dagegen
ist die Mittelung über die Elemente des Ensembles eine Mittelung über in-
kohärente Zustände |ψr〉 , so daß hierbei keine Interferenzeffekte auftreten
können (siehe Anwendung 55). Nehmen wir nun an, die Zustände |ψr〉 seien
normiert (aber nicht notwendig orthogonal). Dann können wir A in folgender
Weise nach einer vollständigen Orthonormalbasis |ui〉 , mit

∑
i

|ui〉 〈ui| = 1

entwickeln:

A =
∑
r,i,j

〈ψr|uj〉 〈uj |A |ui 〉 〈ui|ψr〉Pr

=
∑
i,j

{∑
r

Pr 〈ui|ψr〉 〈ψr|uj〉
}

〈uj |A |ui 〉

=
∑
i,j

ρijAji = tr(ρA) .

Hierbei bezeichnen

ρ =
∑

r

|ψr〉 Pr 〈ψr|

den Dichteoperator und

Aji = 〈uj |A |ui 〉 , ρij =
∑

r

Pr 〈ui|ψr〉 〈ψr|uj〉 = 〈ui|ρ |uj 〉

die Matrixelemente von A bzw. ρ in der u-Darstellung. Folgende Eigenschaf-
ten lassen sich für ρ feststellen:

• ρ ist hermitesch.

2 Wir bezeichnen im folgenden mit A die kombinierte Mittelung aus quantenme-
chanischem Erwartungswert und Ensemble-Mittel.
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• Sind W (α, ψr) und W (α,ρ) die Wahrscheinlichkeiten dafür, bei einer Mes-
sung der Observablen A an einem System im reinen Zustand |ψr〉 bzw.
in dem durch ρ charakterisierten gemischten Zustand den Eigenwert α zu
messen, dann gilt (vgl. (3.5))

W (α,ρ) =
∑

r

PrW (α, ψr) =
∑

r

Pr 〈ψr|Pα |ψr 〉 = tr(ρPα) ,

wobei Pα der Projektionsoperator auf den Eigenraum von A zum Eigen-
wert α ist.

• ρ ist normiert:

tr(ρ) =
∑

r

Pr = 1 .

• ρ ist positiv definit, denn für jedes |v〉 gilt

〈v|ρ |v 〉 =
∑

r

〈v|ψr〉Pr 〈ψr| v〉 =
∑

r

Pr| 〈v|ψr〉 |2 ≥ 0 .

ρ ist also ein positiv definiter hermitescher Operator, dessen vollständig dis-
kretes Eigenwertspektrum zwischen 0 und 1 liegt.

Satz 4.3: Dichteoperator

Ein quantenmechanisches statistisches System wird durch den hermiteschen
Dichteoperator

ρ =
∑

r

|ψr〉 Pr 〈ψr| , tr(ρ) = 1

vollständig beschrieben. Hierbei ist die Summe über alle reinen Zustände
|ψr〉 zu nehmen. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung der Observa-
blen A den Eigenwert α zu finden, ist

W (α,ρ) = tr(ρPα) .

Der Erwartungswert von A ist der Ensemble-Mittelwert

A = tr(ρA) .

Der obige Formalismus kann auch auf reine Zustände angewandt werden.
Weiß man mit Sicherheit, daß sich das System im reinen Zustand |ψ〉 befin-
det, so reduziert sich ρ auf den Projektionsoperator

ρ = Pψ = |ψ〉 〈ψ| ,

und man erhält

ρ2 = ρ =⇒ tr
(
ρ2) = 1 .

Ist umgekehrt ρ2 = ρ, dann können wir schreiben:
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ρ2 =
∑
r,m

|ψr〉 Pr 〈ψr|ψm〉Pm 〈ψm| =
∑

r

P 2
r |ψr〉 〈ψr|

=
∑

r

Pr |ψr〉 〈ψr| = ρ .

Da die Wahrscheinlichkeiten Pr normiert sind, kann die Bedingung P 2
r = Pr

für alle r nur dann erfüllt werden, wenn ein Pr den Wert 1 annimmt und
alle anderen identisch verschwinden. Die Bedingung ρ2 = ρ bzw. tr

(
ρ2

)
= 1

stellt also ein notwendiges und hinreichendes Kriterium dafür dar, daß ρ
einen reinen Zustand beschreibt.

Quantenmechanische Messung eines statistischen Systems. In Un-
terabschn. 3.2.3 sind wir ausführlich auf den Prozeß der Messung an rei-
nen Zuständen eingegangen. Wird an einem, im reinen und normierten Zu-
stand |ψ〉 befindlichen System eine Messung der Observablen A ausgeführt,
dann befindet sich dieses System unmittelbar nach der Messung mit einer
Wahrscheinlichkeit von 〈ψ|Pα |ψ 〉 im normierten Zustand Pα| ψ〉√

〈 ψ|Pα|ψ 〉 . Im

gemischten Fall ist daher der Dichteoperator nach der Messung mit einer
Wahrscheinlichkeit von Pr gegeben durch

ρ′
r =

∑
α

Pα |ψ〉√〈ψ|Pα |ψ 〉 〈ψ|Pα |ψ 〉 〈ψ| Pα√〈ψ|Pα |ψ 〉 .

Der volle statistische Operator lautet somit

ρ′ =
∑

r

Prρ
′
r =

∑
α

PαρPα .

Satz 4.4: Quantenmechanische Messung und Dichteoperator

Der Dichteoperator eines gemischten Zustandes sei vor der Messung der
Observablen A durch ρ gegeben. Unmittelbar nach der Messung wird das
System dann durch den Dichteoperator

ρ′ =
∑
α

PαρPα

beschrieben. Die Summe läuft über alle Eigenwerte α von A.

4.1.4 Zeitliche Entwicklung eines Ensembles

Es wurde bereits festgestellt, daß die klassische bzw. quantenmechanische
Bedingung ∂ρ/∂t = 0 notwendig ist, damit Ensemble-Mittelwerte zeitun-
abhängig sind, wie wir es für Systeme im Gleichgewicht voraussetzen. In die-
sem Unterabschnitt beschäftigen wir uns mit der allgemeinen Zeitabhängig-
keit der klassischen Wahrscheinlichkeitsdichte und des quantenmechanischen
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Dichteoperators für physikalische Systeme. Wir leiten für diese Größen Bewe-
gungsgleichungen ab, die uns helfen werden, obige Stationaritätsbedingung
genauer zu spezifizieren.

Klassisches Bild: Liouville-Gleichung. Im Ensemble-Bild wird ein phy-
sikalisches System durch ein statistisches Ensemble repräsentiert. Die En-
semble-Mitglieder sind gleichartige imaginäre makroskopische Systeme. Zu
ihnen gehören jeweils Phasenraumpunkte, die unabhängig voneinander in
der Zeit durch den Phasenraum propagieren. Betrachten wir nun ein fixes
Volumenelement dΓ im Phasenraum, dann verändert sich i.a. die Zahl der
darin liegenden Punkte mit der Zeit, da die Koordinaten und Impulse der
einzelnen Ensemble-Mitglieder in Übereinstimmung mit den Hamiltonschen
Gleichungen

∂H

∂pi
= q̇i ,

∂H

∂qi
= −ṗi (4.6)

ebenfalls variieren. Da jedoch keine Phasenraumpunkte erzeugt oder vernich-
tet werden,3 können wir eine Kontinuitätsgleichung formulieren, die besagt,
daß die Änderungsrate der Dichte im Volumenelement dΓ proportional zum
Fluß der Punkte durch die Oberfläche dω dieses Volumenelements ist (siehe
Abb. 4.2):

∂

∂t

∫
Γ

dΓρ = −
∮
ω

dωρ(vn) .

Dabei ist v die Geschwindigkeit der Phasenraumpunkte und n der nach außen
zeigende Normalenvektor der Oberfläche dω. Unter Ausnutzung von (4.6) und
des verallgemeinerten Gaußschen Satzes folgt

q

p

n

v

dω

Abb. 4.2. Zeitlicher Fluß von Phasenraumpunkten durch ein Phasenraumvolu-
menelement

3 Zwei verschiedene Phasenraumpunkte können sich im Laufe ihrer Bewegung nie
überdecken, da die Hamiltonschen Gleichungen eindeutige Lösungen besitzen.
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∂ρ

∂t
+ ∇(ρv) = 0 , (4.7)

mit

∇(ρv) =
∑

i

[
∂

∂qi
(ρq̇i) +

∂

∂pi
(ρṗi)

]

=
∑

i

[
∂ρ

∂qi

∂H

∂pi
− ∂ρ

∂pi

∂H

∂qi
+ ρ

(
∂2H

∂qi∂pi
− ∂2H

∂pi∂qi

)]
= {ρ, H} . (4.8)

Desweiteren gilt für die totale zeitliche Ableitung von ρ:4

dρ

dt
=

∂ρ

∂t
+

∑
i

[
∂ρ

∂qi

∂H

∂pi
− ∂ρ

∂pi

∂H

∂qi

]

=
∂ρ

∂t
+ {ρ, H} . (4.9)

Die Gleichungen (4.7), (4.8) und (4.9) führen schließlich zum

Satz 4.5: Liouville-Gleichung

Die totale Zeitableitung der Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum ver-
schwindet:

dρ

dt
=

∂ρ

∂t
+ {ρ, H} = 0 .

Dieser Satz bedeutet, daß für einen Beobachter, der sich auf einem Phasen-
raumpunkt des Ensembles mitbewegt, die Phasenraumdichte zeitunabhängig
aussieht. Mit anderen Worten: Das Ensemble bewegt sich durch den Pha-
senraum wie eine inkompressible Flüssigkeit. Für ein stationäres Ensemble,
∂ρ/∂t = 0, impliziert die Liouville-Gleichung die Bedingung

{ρ, H} = 0 . (4.10)

Ein stationäres Ensemble ist somit eine Konstante der Bewegung. Die ein-
fachste Art, diese Bedingung zu erfüllen, ist die Wahl einer Wahrscheinlich-
keitsdichte, die in einem Teilraum Ω von Γ konstant und sonst überall Null
ist. In diesem Ensemble sind alle Mikrozustände gleichförmig über Ω verteilt,
so daß für den Ensemble-Mittelwert einer Observablen A gilt:

A =
1

Ωh3N

∫
Ω

A(p, q)dΓ , Ω =
1

h3N

∫
Ω

dΓ .

Eine weniger restriktive Möglichkeit, die Bedingung (4.10) zu erfüllen, ist
eine Wahrscheinlichkeitsdichte, deren Abhängigkeit von q und p nur durch

4 Siehe Satz 1.25 und anschließende Betrachtungen.
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die explizite Abhängigkeit einer Konstanten der Bewegung h(q, p) gegeben
ist:

ρ(q, p) = ρ[h(q, p)] .

In diesem Fall gilt nämlich

∂ρ

∂qi
=

∂ρ

∂h

∂h

∂qi
= 0 ,

∂ρ

∂pi
=

∂ρ

∂h

∂h

∂pi
= 0 =⇒ {ρ, H} = 0 .

Aus der Mechanik ist bekannt, daß es ohne die Schwerpunktsbewegung sie-
ben Konstanten der Bewegung gibt, nämlich Energie, Impuls und Drehimpuls
(siehe Satz 1.11). Für sehr große Systeme können wir annehmen, daß es stets
möglich ist, den Impuls und Drehimpuls durch eine Koordinatentransforma-
tion zu Null zu transformieren. Wir werden uns deshalb im weiteren Verlauf
auf stationäre Ensembles beschränken, die nur über die Hamilton-Funktion
H(q, p) = E von den generalisierten Koordinaten und Impulsen abhängen.

Quantenmechanisches Bild: Von Neumann-Gleichung. Um das quan-
tenmechanische Analogon der Liouville-Gleichung zu finden, arbeiten wir im
Schrödinger-Bild (siehe Unterabschn. 3.2.4) und rechnen unter Verwendung
von

H |ψ〉 = ih̄
d
dt

|ψ〉 , 〈ψ| H = −ih̄
d
dt

〈ψ|
und dPr/dt = 0 wie folgt:

ih̄
dρ

dt
= ih̄

d
dt

∑
r

|ψr〉 Pr 〈ψr|

=
∑

r

(H |ψr〉 Pr 〈ψr| − |ψr〉 Pr 〈ψr| H) = [H,ρ] .

Satz 4.6: Von Neumann-Gleichung

Die zeitliche Entwicklung des Dichteoperators ist gegeben durch

dρ

dt
= − i

h̄
[H,ρ] .

Die Lösung dieser verallgemeinerten Schrödinger-Gleichung ist

ρ(t) = e−iHt/h̄ρ(0)eiHt/h̄ .

In Analogie zum klassischen Fall ist die Dichtematrix stationär, falls

ih̄
dρ

dt
= [H,ρ] = 0 . (4.11)

Hieraus folgt für die Zeitabhängigkeit von Operatoren

ih̄
d
dt

A = ih̄
d
dt

tr(ρA) = tr
(

[H,ρ]A + ih̄ρ
∂A

∂t

)
= ih̄

∂A

∂t
.
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Das heißt die Messung von nicht explizit zeitabhängigen Observablen liefert
im stationären Fall, wie gewünscht, zeitunabhängige Ergebnisse. Im weiteren
Verlauf werden wir der Stationaritätsbedingung (4.11) durch Dichteoperato-
ren der Form

ρ = ρ(H,x) (4.12)

Rechnung tragen, wobei x einen Satz von zeitunabhängigen Observablen
(z.B. Teilchenzahloperator N) bezeichnet, die mit H vertauschen.

Wir können aus unseren bisherigen Betrachtungen bereits ganz konkrete
Aussagen über die Form des Dichteoperators bzw. der klassischen Wahr-
scheinlichkeitsdichte gewinnen. Betrachten wir hierzu zwei Subsysteme, die
durch die statistisch unabhängigen Verteilungen ρ1 und ρ2 beschrieben wer-
den. Für das kombinierte System dieser Ensembles muß gelten:

ρ12 = ρ1ρ2 =⇒ lnρ12 = lnρ1 + lnρ2 . (4.13)

Der Logarithmus des Dichteoperators ist somit eine lineare Funktion der ad-
ditiven Erhaltungsgrößen. Nehmen wir nun an, daß sowohl die Teilchenzahl
N als auch die Energie E beider Systeme vorgegeben sind, dann sind die
Dichteoperatoren der Subsysteme konstant und die Mikrozustände in ihnen
gleichverteilt (mikrokanonisches Ensemble). Können die Subsysteme unter-
einander Energie austauschen (kanonisches Ensemble), dann muß aufgrund
von (4.13) gelten:

ρ1,2 ∼ e−β1,2H .

Können sowohl Energie als auch Teilchenzahl ausgetauscht werden (großka-
nonisches Ensemble), dann folgt wegen (4.13)

ρ1,2 ∼ e−β1,2H+α1,2N .

Die Vorzeichen von α1,2 und β1,2 sind hierbei willkürlich. Die Form der Dich-
tematrizen ergibt sich also allein aus der Stationaritätsbedingung (4.12) und
der Annahme (4.13). In den nächsten beiden Abschnitten werden wir die drei
soeben genannten Ensembles auf anderem Wege herleiten.

Spezielle Rolle der Energie. Es ist offensichtlich besonders einfach, den
Dichteoperator in der Energieeigenbasis {|ψr〉} zu berechnen, denn dann ist
die Dichtematrix diagonal, falls, wie vorausgesetzt, ρ und H kommutieren:

[H,ρ] = 0 =⇒ ρmn = 〈ψn|ρ(H) |ψm 〉 = ρ(En)δnm .

Wir werden diese Basis meistens benutzen. Es sollte jedoch klar sein, daß alle
Resultate von der Wahl der Basis unabhängig sind.
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Zusammenfassung

• Die statistische Physik umgeht die praktisch unmögliche Bestimmung
des Mikrozustandes eines makroskopischen Systems durch das Kon-
zept des statistischen Ensembles, welches aus sehr vielen gleicharti-
gen (fiktiven) makroskopischen Systemen mit jeweils anderen mikrosko-
pischen Ausgangssituationen besteht. Das ursprüngliche Problem wird
hiermit auf die Bestimmung der Anzahl möglicher Mikrozustände zu ei-
nem bestimmten Makrozustand reduziert.

• Der Makrozustand eines Systems wird im Ensemble-Bild durch den
Satz relativer Besetzungswahrscheinlichkeiten der verschiedenen Mi-
krozustände des Ensembles definiert.

• Zeitmittel und Ensemble-Mittel eines Systems sind im statistischen
Gleichgewicht (stationäres System) identisch.

• Statistische Ensembles werden durch eine Dichteverteilung (klassisch)
bzw. durch einen Dichteoperator (quantenmechanisch) beschrieben.

• Stationäre Systeme zeichnen sich dadurch aus, daß die Poisson-Klammer
von Dichteverteilung und Hamilton-Funktion bzw. der Kommutator von
Dichteoperator und Hamilton-Operator verschwindet.

Anwendungen

54. Klassischer Phasenraum des harmonischen Oszillators. Man be-
rechne die Phasenraumtrajektorie des klassischen eindimensionalen harmo-
nischen Oszillators sowie das Phasenraumvolumen, das von E − δE und E
eingeschlossen wird. Wie groß ist dieses Volumen, wenn δE gerade der Ab-
stand zweier aufeinander folgender Energieeigenwerte des quantenmechani-
schen Oszillators ist?

Lösung. Die klassische Hamilton-Funktion des Problems lautet

H(q, p) =
k

2
q2 +

p2

2m
.

Die Lösung der zugehörigen Hamiltonschen Gleichungen ist

q(t) = A cos(ωt + ϕ) , p(t) = −mωA sin(ωt + ϕ) , ω =

√
k

m

und läßt sich unter Verwendung von

H(q, p) = E =
mω2A2

2
= const

umschreiben zur Phasenraumtrajektorie
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(q, p) =

(√
2E

mω2 cos(ωt + ϕ),−
√

2mE sin(ωt + ϕ)

)

=⇒ q2

(2E/mω2)
+

p2

2mE
= 1 .

Wie man sieht, entspricht dies einer Ellipse mit der Fläche 2πE/ω. Man be-
achte, daß nach einer Periode T = 2π/ω jeder Punkt der Ellipse durchlaufen
wurde und die Ergodenhypothese somit exakt erfüllt ist. Wir nehmen nun
an, die Energie des Oszillators sei unscharf und auf den Bereich [E − δE : E]
begrenzt. Die Phasenraumtrajektorie ist dann auf das Volumen∫

E−δE≤H≤E

dqdp =
∫

E−δE≤H≤E

dΓ =
2πδE

ω

begrenzt. Nehmen wir das quantenmechanische Resultat für die Energieei-
genwerte,

En = h̄ω

(
n +

1
2

)
,

dann ist die Zahl der Eigenzustände innerhalb des erlaubten Energieintervalls
für große Energien praktisch gleich δE/h̄ω. In diesem Fall ist das Phasen-
raumvolumen eines Eigenzustandes

ν =
(2πδE/ω)
(δE/h̄ω)

= 2πh̄ = h .

Betrachtet man ein System von N harmonischen Oszillatoren, so ergibt sich
entsprechend: ν = hN . Zur Abzählung von Mikrozuständen innerhalb eines
Phasenraumvolumenelementes hat man daher dieses Volumen durch ν zu
teilen.

55. Postulat der a priori zufälligen Phasen. Der quantenstatistische
Mittelwert einer Observablen A berechnet sich in jeder Basis {|ψr〉} formal
über

A =
∑

r

Pr 〈ψr|A |ψr 〉 , (4.14)

wobei Pr die Besetzungswahrscheinlichkeiten der reinen Zustände |ψr〉 sind.
Betrachten wir nun ein System mit konstanter, von außen vorgegebener Ener-
gie, dann tragen in (4.14) nur solche Zustände bei, die mit eben dieser Energie
verträglich sind. Interpretieren wir weiterhin die Kets |ψr〉 als die Energieei-
genzustände des Systems, dann sind die Wahrscheinlichkeiten Pr nach dem
2. statistischen Postulat alle gleich: Pr = P = const. Hiervon ausgehend leite
man das Postulat der a priori zufälligen Phasen ab, indem man von der Ener-
gieeigenbasis zu einer anderen Basis (desselben Hilbert-Raumes) übergeht.
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Lösung. Zwischen der Energieeigenbasis {|ψr〉} und einer Basis {|n〉} be-
stehe der Zusammenhang

|ψr〉 =
∑

n

|n〉 anr , anr = 〈n| ψr〉 .

Damit folgt für den Mittelwert von A im Falle eines gemischten Zustands

A =
∑

r,n,m

P 〈ψr|n〉 〈n| A |m 〉 〈m|ψr〉

=
∑
r,n

Pa∗
nranr 〈n| A |n 〉 +

∑
r,n,m

Pa∗
nramr 〈n| A |m 〉 (1 − δnm) .

Der Vergleich dieser Beziehung mit (4.14) liefert für n �= m die Bedingung∑
r

a∗
nramr = 0 ⇐⇒

∑
r

|anr||amr|ei(φmr−φnr) = 0 ,

die nur dann zu erfüllen ist, wenn man postuliert, daß die Phasen φ völlig
zufällig über dem betrachteten Ensemble verteilt sind:

a∗
nramr = 0 , n �= m .

Dieses Postulat der a priori zufälligen Phasen bedeutet die Forderung, daß
alle Zustände |ψr〉 inkohärente Superpositionen sind, so daß Korrelationen
zwischen den einzelnen Ensemble-Mitgliedern ausgeschlossen sind. Für ge-
mischte Zustände ist es zusätzlich zum Postulat der a priori gleichen Wahr-
scheinlichkeiten zu fordern.

4.2 Ensemble-Theorie I:
Mikrokanonisches Ensemble und Entropie

Im letzten Abschnitt haben wir gefunden, daß ein statistisches Ensemble im
Gleichgewicht durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte bzw. einen Dichteopera-
tor beschrieben wird, die nur von Erhaltungsgrößen (z.B. Energie oder Teil-
chenzahl) abhängen. Drei solcher Ensembles, die in der statistischen Physik
am häufigsten angewandt werden, sind:

• Mikrokanonisches Ensemble: Es beschreibt ein vollständig isoliertes System
im Gleichgewicht bei fester Energie E.

• Kanonisches Ensemble: Das System kann mit seiner Umgebung Energie
austauschen, wobei seine Temperatur vorgegeben ist.

• Großkanonisches Ensemble: Das System kann mit seiner Umgebung Ener-
gie und Teilchen bei vorgegebener Temperatur und vorgegebenem chemi-
schen Potential austauschen.
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In diesem Abschnitt behandeln wir das mikrokanonische Ensemble, während
die anderen beiden im nächsten Abschnitt genauer untersucht werden. Des-
weiteren lernen wir hier den zentralen Begriff der Entropie kennen, die sehr
eng mit der mikrokanonischen Zustandssumme verknüpft ist, und leiten das
Prinzip der maximalen Entropie für Gleichgewichtszustände her. Dieses Prin-
zip führt uns schließlich unter Einführung der Begriffe Temperatur und gene-
ralisierte Kräfte zur Formulierung von Gleichgewichtsbedingungen.

4.2.1 Mikrokanonisches Ensemble

Das mikrokanonische Ensemble beschreibt ein abgeschlossenes System bei
vorgegebener Energie E. Dementsprechend bestehen die Ensemble-Mitglieder
aus Mikrozuständen, die eben diese Energie besitzen und mit etwaigen, von
außen vorgegebenen (externen) Parametern, z.B. Volumen V oder Teilchen-
zahl N , verträglich sind. Wir bezeichnen diese Parameter zusammenfassend
mit x = (V, N, . . .). Da sämtliche Mikrozustände im Ensemble aufgrund des 2.
statistischen Postulates gleichwahrscheinlich sind, ist die Wahrscheinlichkeit
Pr(E, x), das betrachtete System im Mikrozustand r zu finden, konstant:

Pr(E, x) =

⎧⎨
⎩

1
Ω(E, x)

für alle zugängl. Mikrozustände mit Er = E

0 sonst .

Ω bezeichnet die mikrokanonische Zustandssumme. Sie ist gleich der Gesamt-
zahl der zugänglichen Mikrozustände, d.h.

Ω = Ω(E, x) =
∑

r:Er(x)=E

1 . (4.15)

Da die Energie E i.a. nur mit einer begrenzten Genauigkeit δE (aus theore-
tischen und praktischen Gründen) gemessen werden kann, ist es vernünftig,
(4.15) umzuformulieren in

Ω(E, x) =
∑

r:E−δE≤Er(x)≤E

1 .

Damit die statistische Betrachtungsweise sinnvoll ist, muß allerdings noch ge-
zeigt werden, daß die Unschärfe δE im thermodynamischen Limes so gewählt
werden kann, daß Ω von dieser Größe unabhängig ist. Zusammenfassend de-
finieren wir:

Definition: Mikrokanonisches Ensemble

Das mikrokanonische Ensemble bestimmt den Gleichgewichtszustand eines
abgeschlossenen Systems zu vorgegebener Energie E und etwaigen äußeren
Parametern x:

Pr(E, x) =
1

Ω(E, x)
,
∑

r

Pr(E, x) = 1

�
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Ω(E, x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∑
r:E−δE≤Er(x)≤E

1 (quantenmechanisch)

1
h3N N !

∫
E−δE≤H(q,p,x)≤E

dΓ (klassisch) .

Für den Fall, daß es sich um ununterscheidbare Teilchen handelt, haben wir
bei der klassischen Zustandssumme zusätzlich den Faktor 1/N ! angeschrie-
ben. Er ist aus quantenstatistischer Sicht notwendig, da beliebige Permuta-
tionen der Teilchen zu keinen neuen Elementen im Ensemble führen.5

Im quantenmechanischen Dichteoperator-Formalismus gehören die mi-
krokanonischen Wahrscheinlichkeiten Pr zu den entarteten Energieeigen-
zuständen |ψr〉 von H zur festen Energie E. Der mikrokanonische Dich-
teoperator lautet deshalb nach Satz 4.3

ρ =
1
Ω

∑
r

|ψr〉 〈ψr| =

⎧⎨
⎩

1
Ω

für alle zugängl. Mikrozustände

0 sonst

und ist somit in jeder Darstellung diagonal.
Dichteverhalten der mikrokanonischen Zustände. Wir wollen nun ei-
ne grobe Abschätzung für die Energieabhängigkeit der mikrokanonischen Zu-
standssumme vornehmen, wobei wir systemspezifische Details außer Acht
lassen. Hierzu ist es zweckmäßig, folgende Größen zu definieren:

Definition: Phasenraumvolumen ω und Phasenraumdichte g

ω(E) =
∑

r:Er≤E

1 klassisch−→ 1
h3NN !

∫
H(q,p)≤E

dΓ

g(E) =
∂ω(E)

∂E
= lim

δE→0

Ω(E)
δE

. (4.16)

Das Phasenraumvolumen gibt also die Zahl der Mikrozustände an, welche ei-
ne Energie kleiner oder gleich E besitzen, während die Phasenraumdichte die
Zahl der Zustände pro Energieeinheitsintervall beschreibt.

Ist die Energie E des betrachteten Systems nicht zu klein, dann ist es
plausibel, anzunehmen, daß sich E gleichmäßig auf die f Freiheitsgrade des
Systems verteilt, so daß zu jedem Freiheitsgrad der Energiebetrag ε = E/f
gehört. Wir können weiter annehmen, daß das Phasenraumvolumen ω1(ε) ei-
nes Freiheitsgrades, also die möglichen Werte eines Freiheitsgrades, die zum
5 Falls mehrere Teilchensorten vorhanden sind, muß der Faktor 1/N ! durch

1/

(∏
i

Ni!

)
ersetzt werden, mit

∑
i

Ni = N . In Anwendung 57 zeigen wir, daß

die Unterdrückung des Faktors 1/N ! zu Widersprüchen innerhalb thermodyna-
mischer Relationen führt (Gibbs-Paradoxon).
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Gesamtsystem den Energiebetrag ε oder weniger beitragen, ungefähr propor-
tional zu ε ist:

ω1(ε) ∼ εα , α ≈ 1 .

Für das gesamte Phasenraumvolumen ergibt sich dann

ω(E) ∼ [ω1(ε)]f = εf , ε =
E

f
.

Hieraus erhält man die Zahl der Zustände im Intervall [E − δE : E] zu

Ω(E) = ω(E) − ω(E − δE) =
∂ω

∂E
δE ∼ fωf−1

1
∂ω1

∂E
δE . (4.17)

Für makroskopische Systeme ist f und somit der Exponent dieser Gleichung
von der Größenordnung 1023. Ω wächst deshalb extrem schnell mit der Ener-
gie des Systems an. Wir werden im weiteren Verlauf sehen, daß dies ein
allgemeines Charakteristikum von Zustandssummen ist. Bilden wir den Lo-
garithmus von (4.17), dann folgt

lnΩ ≈ (f − 1) lnω1 + ln
(

f
∂ω1

∂E
δE

)
.

Die beiden Terme der rechten Seite haben die Größenordnung f bzw. ln f .
Somit ist der zweite Term für große f vernachlässigbar, und wir finden

lnΩ(E) ≈ lnω(E) ≈ ln g(E) ≈ f lnω1(ε) ≈ O(f) .

Insgesamt folgt

Satz 4.7: Energieabhängigkeit
der mikrokanonischen Zustandssumme

Für makroskopische Systeme (Zahl der Freiheitsgrade f sehr groß) sind die
Größen

lnΩ(E) , lnω(E) , ln g(E)

äquivalent. Weiterhin gilt in grober Näherung

Ω(E) ∼ Ef .

Mit diesem Satz ist gezeigt, daß die Zustandssumme Ω für makroskopische
Systeme praktisch nicht von der Energieunschärfe δE abhängt. Anders ausge-
drückt: Zum gegebenen Energieintervall [E − δE : E] befinden sich praktisch
alle Mikrozustände selbst auf der durch δE gegebenen Skala sehr dicht bei E
(siehe Anwendung 56).

4.2.2 Prinzip der maximalen Entropie

Ein zentraler Begriff der statistischen Physik ist die Entropie. Sie ist in fol-
gender Weise mit der mikrokanonischen Zustandssumme verknüpft:
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Definition: Entropie S

Die statistische Entropie eines Systems im Gleichgewicht ist durch die
Boltzmann-Gleichung

S(E, x) = k lnΩ(E, x) (4.18)

definiert, wobei der Proportionalitätsfaktor

k = 1.38054 · 10−23 J
K

(K = Kelvin)

die Boltzmann-Konstante bezeichnet.

Wir zeigen nun, daß die Entropie eines abgeschlossenen Gleichgewichtssy-
stems maximal ist. Sei x eine extensive6 makroskopische Größe, die un-
abhängig von der Energie E des Systems verschiedene Werte annehmen kann,
dann sind nach dem 2. statistischen Postulat alle Ω(E, x) = exp [S(E, x)/k]
Mikrozustände gleichwahrscheinlich. Die Wahrscheinlichkeit W (x), das Sy-
stem in einem mit x verträglichen Zustand zu finden, ist daher proportional
zur Anzahl Ω(E, x) der Mikrozustände mit eben diesem Wert:

W (x) ∼ exp
(

S(E, x)
k

)
.

Wir entwickeln lnW (x) um eine beliebige Stelle x̃:

lnW (x) = lnW (x̃) +
1
k

∂S

∂x

∣∣∣∣
x=x̃

(x − x̃) +
1
2k

∂2S

∂x2

∣∣∣∣
x=x̃

(x − x̃)2 + . . . . (4.19)

Sei nun bei x̃ das Maximum von W (x). Dann gilt

∂S

∂x

∣∣∣∣
x=x̃

= 0 ,

und wir können W (x) als eine normierte Gauß-Verteilung schreiben:

W (x) =
1√

2π∆x
exp

(
− (x − x̃)2

2(∆x)2

)
,

∞∫
−∞

W (x)dx = 1 ,

wobei

∆x =

√
− k

∂2S
∂x2

∣∣
x=x̃

die Schwankung (1σ-Abweichung) der Verteilung ist. Die relative Kleinheit
der Schwankung für große N rechtfertigt die Vernachlässigung höherer Terme
in (4.19). Sie bedeutet auch, daß praktisch alle Mikrozustände beim Maxi-
mum liegen. Daher gilt für den gesuchten Erwartungswert x: x = x̃.
6 Man nennt Größen extensiv, wenn sie proportional zur Teilchenzahl N sind.

Dagegen heißen Größen, die von N unabhängig sind, intensiv.
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Satz 4.8: Gesetz der maximalen Entropie

Sei x eine extensive makroskopische, von der Energie E unabhängige Größe.
Dann bestimmt sich sein Erwartungswert x für ein abgeschlossenes Gleich-
gewichtssystem aus der Maximumsbedingung

S(E, x) = maximal ⇐⇒ ∂S

∂x

∣∣∣∣
x=x

= 0 .

Die Entropie ist nur in Gleichgewichtszuständen definiert. Es stellt sich da-
her die Frage, wie S einen Maximalwert erreichen kann, ohne jemals nicht in
einem Gleichgewichtszustand zu sein. Das folgende Argument ermöglicht die
Definition der Entropie für makroskopische Zustände außerhalb des Gleich-
gewichts: Man unterteilt das System in Untersysteme, die jeweils im loka-
len Gleichgewicht sind, wobei deren Relaxationszeiten als klein angenommen
werden im Vergleich zur Beobachtungsdauer. Damit ist es möglich, ihre En-
tropien zu berechnen, und es kann – da die Entropie additiv ist – die Ge-
samtentropie definiert werden.

4.2.3 Gleichgewichtsbedingungen und generalisierte Kräfte

Mit Satz 4.8 sind wir nun in der Lage, Gleichgewichtsbedingungen zwischen
Systemen herzuleiten, die in Kontakt miteinander stehen, also z.B. Energie,
Volumen oder Teilchen austauschen können. Wir betrachten hierzu ganz all-
gemein ein isoliertes System, bestehend aus zwei Teilsystemen 1 und 2, die
durch eine Wand voneinander getrennt sind. Aufgrund der Isolierung des
Systems ist die Gesamtenergie konstant,

E1 + E2 = E = const ,

d.h. wir können im mikrokanonischen Ensemble arbeiten. Desweiteren lassen
wir neben Energieaustausch den Austausch eines äußeren extensiven Para-
meters x zwischen den Systemen 1 und 2 zu, wobei dieser ebenfalls erhalten
sein soll:

x = x1 + x2 = const .

In diesem Zusammenhang weisen wir vorausgreifend darauf hin, daß man
zwei Arten von Energieänderungen unterscheidet:

• Wärmeaustausch oder auch thermischer Austausch: Energieaustausch bei
konstanten äußeren Parametern.

• Mechanischer Energieaustausch bei thermischer Isolierung, d.h. ausschließ-
lich hervorgerufen durch Änderung äußerer Parameter.

Der allgemeinste Energieaustausch ist demnach der kombinierte Austausch
von Wärme und mechanischer Energie.
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Die Frage, der wir nun nachgehen wollen lautet: Welchen Wert x1 besitzt
System 1 im Gleichgewichtszustand? Nach Satz 4.8 lautet die zugehörige Ma-
ximumsbedingung

S(x1) = S1(E1, x1) + S2(E − E1, x − x1)

0 = dS =
∂S1

∂x1
dx1 +

∂S2

∂x2
dx2 +

∂S1

∂E1
dE1 +

∂S2

∂E2
dE2

=
∂S1

∂x1
dx1 − ∂S2

∂x2
dx1 +

∂S1

∂E1
dE1 − ∂S2

∂E2
dE1 , (4.20)

wobei die Ableitungen an den Stellen x1 bzw. x2 = x − x1 zu nehmen sind.
Betrachten wir zunächst den Fall, daß die Trennwand lediglich einen thermi-
schen Kontakt erlaubt, also dx1 = 0, dann reduziert sich (4.20) auf

dS =
(

∂S1

∂E1
− ∂S2

∂E2

)
dE1 = 0 .

Wir definieren:

Definition: Temperatur T

Die Temperatur T eines Gleichgewichtssystems mit der Energie E ist defi-
niert als7

1
T (E, x)

=
(

∂S

∂E

)
x

=
∂S(E, x)

∂E
= k

∂ lnΩ(E, x)
∂E

. (4.21)

Für das betrachtete System im thermischen Gleichgewicht gilt somit

T1 = T2 . (4.22)

Erlauben wir nun auch noch den Austausch des Parameters x (Austausch
von Wärme plus mechanischer Energie), dann läßt sich (4.20) mit Hilfe der
folgenden Definition vereinfachen:

Definition: Generalisierte Kraft X

Die generalisierte, zum äußeren Parameter x konjugierte Kraft ist definiert
als

X = T

(
∂S

∂x

)
E

= T
∂S(E, x)

∂x
= kT

∂ lnΩ(E, x)
∂x

. (4.23)

7 Man beachte die Klammerschreibweise, die in der Anmerkung auf Seite 397 er-
klärt wurde und im weiteren Verlauf noch oft verwendet wird. Ferner ist anzu-
merken, daß die Größe kT gerade der Energie pro Freiheitsgrad entspricht, denn
es gilt unter Berücksichtigung von Satz 4.7

1
kT

=
∂ ln Ω

∂E
= f

∂ ln E

∂E
=

f

E
.
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Hiermit wird (4.20) zu

0 = dS =
(

X1

T1
− X2

T2

)
dx1 +

(
1
T1

− 1
T2

)
dE1 . (4.24)

Zur korrekten Interpretation dieser Gleichung ist zu beachten, daß auf-
grund der o.g. Energieaustauschmöglichkeiten die Variation dE1 i.a. nicht
unabhängig von dx1 ist. Wie wir später zeigen werden, gilt für reversible
Austauschprozesse die Beziehung

dE = −Xdx

(
allgemein: dE = −

∑
i

Xidxi

)
.

Es folgt somit aus (4.24) der Zusammenhang(
X1

T1
− X2

T2
− X1

T1
+

X1

T2

)
dx1 = 0 =⇒ X1 = X2 .

Unter Berücksichtigung dieses Punktes und (4.22) erhalten wir das allgemeine
Resultat

Satz 4.9: Gleichgewichtsbedingungen
eines zweiteiligen abgeschlossenen Systems

Ein, aus zwei Systemen 1 und 2 bestehendes isoliertes System befindet sich
bezüglich des Austausches von Energie und eines äußeren extensiven Para-
meters x im Gleichgewicht, falls für die Temperaturen und generalisierten
Kräfte der Subsysteme gilt:

T1 = T2 (Gleichgewicht gegenüber thermischen Austausch)

X1 = X2 (Gleichgewicht gegenüber x-Austausch) .

In den folgenden Abschnitten werden wir es neben der Temperatur T häufig
mit zwei weiteren intensiven Größen zu tun haben, nämlich dem Druck P
und dem chemischen Potential µ:

P = T

(
∂S

∂V

)
E,N

(Druck)

µ = −T

(
∂S

∂N

)
E,V

(chemisches Potential) .

Sie sind die zu den extensiven Austauschgrößen Volumen V und Teilchenzahl
N konjugierten generalisierten Kräfte.

Betrachten wir zur Illustration von Satz 4.9 ein Gas, das in einem Glas-
kasten mit einem beweglichen Kolben eingeschlossen ist. Wird dieses Gas nun
eine Zeit lang erhitzt und gleichzeitig das Volumen durch Hineindrücken des
Kolbens verkleinert, dann wird es, nachdem es sich wieder sich selbst überlas-
sen ist, bestrebt sein, einen Gleichgewichtszustand zu erreichen. Nach Satz
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4.9 impliziert dieses Bestreben einen Wärmeaustausch mit der Umgebung
über die Glaswand sowie einen Volumenaustausch mit der Umgebung über
den Kolben, bis die Temperaturen und Drücke des Gases und der Umgebung
übereinstimmen. Wir können somit in der Tat eine Temperaturdifferenz als
treibende Kraft für Wärmeaustausch und eine Druckdifferenz als treibende
Kraft für Volumenaustausch interpretieren. Dies rechtfertigt die Bezeichnung

”generalisierte Kräfte“.
Statistische Physik und Thermodynamik. Zum Ende dieses Abschnit-
tes weisen wir noch einmal auf die fundamentale Bedeutung der Entropie-
Definition (4.18) hin. Durch sie wird die mikroskopische Betrachtungswei-
se der statistischen Physik mit der makroskopischen Thermodynamik ver-
knüpft. Ist die mikrokanonische Zustandssumme eines Gleichgewichtssystems
bekannt, so folgt hieraus die Entropie als makroskopische Zustandsgröße. Aus
letzterer lassen sich dann alle weiteren makroskopischen thermodynamischen
Zustandsgrößen wie etwa Temperatur, Druck, chemisches Potential usw. be-
rechnen (siehe Abschn. 4.5). Wir können somit folgendes einfache Schema
angeben, um aus einem gegebenen Hamilton-Operator bzw. einer gegebenen
Hamilton-Funktion die thermodynamischen Relationen eines Systems abzu-
leiten:

H(x) −→ Er(x) −→ Ω(E, x) −→ S(E, x) −→
{

thermodyn.
Relationen

}
. (4.25)

Zusammenfassung

• Das mikrokanonische Ensemble beschreibt ein Gleichgewichtssystem
bei vorgegebener Energie E. Es setzt sich aus vielen gleichartigen Syste-
men zusammen, die mit dieser Energie und etwaigen anderen äußeren
Parametern innerhalb einer Unschärfetoleranz δE verträglich sind. Alle
Ensemble-Mitglieder sind hierbei gleich gewichtet.

• Die zugehörige mikrokanonische Zustandssumme wächst extrem
rasch mit E an, so daß sie faktisch von der Wahl der Unschärfe δE
unabhängig ist.

• Der Zusammenhang zwischen statistischer Physik und Thermodynamik
ist durch die Boltzmann-Gleichung gegeben, welche die mikrokanoni-
sche Zustandssumme mit der makroskopischen Größe Entropie in Be-
ziehung setzt.

• Die Entropie nimmt bei einem abgeschlossenen System im Gleichgewicht
ihren Maximalwert an (Prinzip der maximalen Entropie).

• Aus diesem Prinzip folgen Gleichgewichtsbedingungen für Systeme,
die miteinander wechselwirken (thermischer und/oder mechanischer
Austausch).
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Anwendungen

56. Ideales Gas I: Phasenraumvolumen, mikrokanonische Zustands-
summe und Zustandsgleichungen. Gegeben sei ein ideales Gas, beste-
hend aus N ununterscheidbaren, nichtwechselwirkenden Teilchen der Masse
m, die in einem Volumen L3 = V eingeschlossen sind.

a)Man zeige durch Vergleich der klassisch und quantenmechanisch berech-
neten Phasenraumvolumen ω(E), daß die korrekte klassische Phasenraum-
zelle die Größe h3N besitzt.

b)Man berechne aus der Phasenraumdichte die mikrokanonische Zustands-
summe Ω(E) und verifiziere, daß sie unabhängig von der gewählten Ener-
gieunschärfe δE ist.

c) Man bestimme die kalorische Zustandsgleichung E = E(T, V, N) und die
thermische Zustandsgleichung P = P (T, V, N) des idealen Gases.

Lösung.

Zu a) Die klassische Hamilton-Funktion für unser Problem lautet

H(q, p) =
N∑

i=1

p2
i

2m
=

3N∑
i=1

p2
i

2m
= E = const .

Hieraus ergibt sich das klassische Phasenraumvolumen zu

ω(E) =
1

ν3NN !

∫
∑

i

p2
i
≤2mE

dΓ =
V N

ν3NN !

∫
∑

i

p2
i
≤2mE

dp , (4.26)

wobei ν3n die gesuchte Phasenraumzellengröße bezeichnet. Um sein quan-
tenmechanisches Analogon zu finden, benutzen wir, daß die N Teilchen im
Volumen L3 = V eingeschlossen sind, so daß jeder der 3N kartesischen Im-
pulse auf die gequantelten Werte

pi =
πh̄

L
ni , ni = 0, 1, . . .

beschränkt ist. Die Energieeigenwerte sind deshalb

En =
3N∑
i=1

π2h̄2

2mL2 n2
i .

Wir nehmen nun an, daß diese Energien so dicht liegen, daß die Summe
ω(E) =

∑
n:En≤E

1 durch ein Integral ersetzt werden kann. Voraussetzung

hierfür ist, daß die Teilchenimpulse sehr viel größer sind als das kleinstmögli-
che Impulsquantum. Für das quantenmechanische Phasenraumvolumen folgt
dann
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ω(E) =
1

23N

∫
En≤E

dn ,

wobei durch den Vorfaktor 1/23N auch negative n-Werte zugelassen werden.
Ersetzen wir dni durch dpi, dann ergibt sich schließlich

ω(E) =
V N

(2πh̄)3N

∫
∑

i

p2
i
≤2mE

dp . (4.27)

Berücksichtigen wir auch hier die Ununterscheidbarkeit der Teilchen durch
Einfügen des Faktors 1/N ! und vergleichen dann diese Beziehung mit dem
klassischen Resultat (4.26), so finden wir

ν = h .

Dasselbe Resultat haben wir bereits für den eindimensionalen harmonischen
Oszillator in Anwendung 54 hergeleitet.

Zu b) Für die mikrokanonische Zustandssumme ist das Integral in (4.27) zu
berechnen. Es repräsentiert das Volumen K einer 3N -dimensionalen Kugel
mit dem Radius R =

√
2mE und ist gegeben durch8

K =
π3N/2( 3N

2

)
!
R3N .

Somit finden wir die Beziehung

ω(E, V, N) =
1

N !

(
V

h3

)N

K =
1

N !

(
V

h3

)N
π3N/2( 3N

2

)
!
(2mE)3N/2 ,

worin der Korrekturfaktor 1/N ! wieder berücksichtigt ist. Unter Benutzung
der Stirlingschen Formel

lnN !
N�1≈ N(lnN − 1) (4.28)

folgt weiterhin

lnω(E, V, N) = N

{
ln

[
V

N

(
4πm

3h2

E

N

)3/2
]

+
5
2

}
. (4.29)

Von dieser Gleichung ausgehend können wir nun die Unabhängigkeit der mi-
krokanonischen Zustandssumme Ω von δE verifizieren. Nach (4.16) gilt

Ω(E, V, N) ≈ δEg(E) = δE
∂ω(E, V, N)

∂E
=

3N

2
δE

E
ω(E, V, N)

8 Streng genommen ist dieses Resultat nur für gerade N korrekt. Ist N ungerade,
dann kann man sicher ein Teilchen hinzuaddieren oder subtrahieren. Im Limes
großer N kann dies keine Auswirkungen haben.
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=⇒ lnΩ ≈ lnω + ln
(

3N

2

)
+ ln

(
δE

E

)
.

Nun ist δE sicherlich klein gegenüber der Energie E; typischerweise gilt
δE/E = O(1/

√
N). Deshalb können die letzten beiden O(lnN)-Terme ge-

genüber lnω = O(N) vernachlässigt werden. Damit ist gezeigt, daß die Ener-
giebreite δE keine physikalischen Konsequenzen hat. Für sehr große N ist
die Zunahme der Gesamtzahl der Mikrozustände mit der Energie so groß,
daß der Hauptbeitrag zur Zustandssumme immer von Zuständen herrührt,
die in enger Nähe zu der Hyperfläche der Energie E liegen. Wir können des-
halb sogar über alle Zustände zwischen 0 und E summieren, ohne daß die
zusätzlichen Zustände signifikant beitragen.

Zu c) Die kalorischen und thermischen Zustandsgleichungen berechnen sich
aus der mikrokanonischen Zustandssumme zu

1
T

=
(

∂S

∂E

)
V,N

= k

(
∂ lnΩ

∂E

)
V,N

=
3Nk

2E
=⇒ E =

3
2
NkT (4.30)

P

T
=

(
∂S

∂V

)
E,N

= k

(
∂ lnΩ

∂V

)
E,N

=
Nk

V
=⇒ P =

NkT

V
. (4.31)

Setzen wir die erste Gleichung in (4.29) ein, dann erhalten wir für die mikro-
kanonische Zustandssumme des idealen Gases die Sackur-Tetrode-Gleichung

lnω(T, V, N) = lnΩ(T, V, N) = N

{
ln

[
V

N

(
2πmkT

h2

)3/2
]

+
5
2

}
(4.32)

bzw.

lnΩ(T, V, N) = N

(
lnV − lnN +

3
2

lnT + σ

)
, (4.33)

mit

σ =
3
2

ln
(

2πmk

h2

)
+

5
2

.

Anhand von (4.33) ist zu erkennen, daß die Entropie für sehr kleine Tem-
peraturen gegen Unendlich divergiert. Dies widerspricht jedoch dem dritten
Hauptsatz der Thermodynamik (siehe Unterabschn. 4.5.1). Die Ersetzung
der Summe durch ein Integral (zur Berechnung des Phasenraumvolumens)
ist offenbar in der Nähe des Temperatur-Nullpunktes nicht zulässig, wo der
niedrigste Zustand mit p = 0 stark durchschlägt. Der formal korrekte Weg
über den quantenstatistischen Formalismus (Abschn. 4.7) wird diese Wider-
sprüche ausräumen.
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57. Ideales Gas II: Gibbs-Paradoxon. Gegeben sei ein Volumen V , das
mit einem idealen Gas, bestehend aus N identischen Atomen, gefüllt ist.
Durch Einschieben einer Zwischenwand werde das Volumen in zwei Teilvo-
lumina V1 und V2 geteilt. Da dies in reversibler Weise geschehen soll, muß
gelten:

S = S1 + S2 , (4.34)

wobei S die Entropie des gesamten Volumens vor und S1, S2 die Entropien der
Teilvolumina nach dem Einschieben der Wand bezeichnen. Man zeige, daß
(4.34) nur dann erfüllt ist, wenn der quantenstatistisch begründete Gibbs-
Faktor 1/N ! in der mikrokanonischen Zustandssumme berücksichtigt wird.

Lösung. Zunächst stellen wir fest, daß die Teilchendichte in jedem Volumen
konstant ist:

ρ =
N

V
=

N1

V1
=

N2

V2
= const .

Unter Verwendung von (4.33), in der 1/N ! berücksichtigt ist, folgt nun

Si = Nik

(
lnVi − ln ρ − lnVi +

3
2

lnT + σ

)

= Nik

(
− ln ρ +

3
2

lnT + σ

)

=⇒ S1 + S2 = Nk

(
− ln ρ +

3
2

lnT + σ

)

= Nk

(
lnV − lnN +

3
2

lnT + σ

)
= S .

Zur Durchführung der entsprechenden Rechnung ohne 1/N ! benötigen wir
die zu (4.33) analoge Formel ohne 1/N !. Sie berechnet sich zu

Si = Nik

(
lnV +

3
2

lnT + σ − 1
)

.

Hieraus folgt

S1 + S2 = Nk

(
lnV +

3
2

lnT + σ − 1
)

�= S .

Dieser Widerspruch ist der eigentliche Grund, weshalb Gibbs den Faktor 1/N !
bereits vor seiner quantenstatistischen Begründung eingeführt hat.

4.3 Ensemble-Theorie II:
Kanonisches und großkanonisches Ensemble

Im vorherigen Abschnitt haben wir das Fundament der statistischen Physik
etabliert, wo der makroskopische Zustand eines Gleichgewichtssystems mit
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konstanter Energie auf die Bestimmung des zugehörigen mikrokanonischen
Ensembles zurückgeführt wurde. In diesem Abschnitt werden wir das mikro-
kanonische Ensemble heranziehen, um zwei weitere Ensemble-Typen abzulei-
ten, nämlich das kanonische und das großkanonische Ensemble. Dabei wird
sich als ein wesentliches Ergebnis herausstellen, daß alle drei Ensembles im
thermodynamischen Limes äquivalente Beschreibungen von Gleichgewichts-
systemen liefern.

4.3.1 Kanonisches Ensemble

Im allgemeinen ist es praktisch kaum möglich, die Energie eines physikali-
schen Systems zu kontrollieren, da es sich nie vollständig isolieren läßt. Ein
weitaus praktikableres Konzept ist die Vorgabe einer festen Temperatur. Die-
se Größe läßt sich nicht nur leicht messen (z.B. mit Hilfe eines Thermometers),
sondern auch sehr genau kontrollieren, indem man nämlich das System mit
einem Wärmebad in thermischen Kontakt bringt, welches die Temperatur
regelt.

In der statistischen Physik werden physikalische Systeme mit vorgegebe-
ner Temperatur durch das kanonische Ensemble beschrieben, dessen Beset-
zungswahrscheinlichkeiten sich aus folgenden Überlegungen ableiten lassen:
Man betrachte ein abgeschlossenes System, bestehend aus zwei Subsystemen
1 und 2, die im thermischen Kontakt miteinander stehen. Das zweite Sy-
stem sei sehr viel größer als das erste, so daß die Temperatur beider Systeme
praktisch durch System 2 vorgegeben wird (Abb. 4.3). Notwendige Voraus-
setzung hierfür ist offensichtlich, daß die Energie E des Gesamtsystems sehr
viel größer ist als die möglichen Energiewerte Er des kleinen Systems 1

Er 	 E . (4.35)

Das heißt System 2 muß in jedem Fall makroskopisch groß sein, während
System 1 dieser Einschränkung nicht unterliegt. Da nach Voraussetzung die
Gesamtenergie konstant ist,

Er + E2 = E ,

können wir das Gesamtsystem wieder mit Hilfe des mikrokanonischen En-
sembles beschreiben. Von den insgesamt Ω(E, x) Zuständen gibt es offenbar

System 1
(T, Er)

System 2
(T, E − Er)

Abb. 4.3. Physikalisches System im Kontakt mit einem sehr viel größeren Wärme-
bad, welches die Temperatur beider Systeme vorgibt
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Ω2(E−Er, x) Zustände, bei denen das System 1 in einem bestimmten Mikro-
zustand mit der Energie Er ist. Da alle Mikrozustände nach dem 2. statisti-
schen Postulat gleichwahrscheinlich sind, ist die Wahrscheinlichkeit Pr(T, x),
das kleine System 1 bei vorgegebener Temperatur T im Mikrozustand r vor-
zufinden, proportional zu Ω2(E − Er, x):

Pr(T, x) ∼ Ω2(E − Er, x) .

Wir entwickeln nun den Logarithmus von Ω2(E − Er, x) um E, wobei wir
wegen (4.35) eine rasche Konvergenz erwarten:

lnΩ2(E − Er, x) = lnΩ2(E, x) +
∂ lnΩ2

∂E
(E − Er) + . . .

≈ const − Er

kT
.

Hieraus finden wir die (normierte) Wahrscheinlichkeitsverteilung

Pr(T, x) =
1

Z(T, x)
e−βEr(x) , β =

1
kT

,

mit der kanonischen Zustandssumme

Z(T, x) =
∑

r

e−βEr(x) .

Wahrscheinlichkeit der Energie. Pr(T, x) ist die Wahrscheinlichkeit, daß
ein System bei gegebener Temperatur T in einem bestimmten Mikrozustand
r ist. Um hiervon ausgehend die Wahrscheinlichkeit W (Er) zu bestimmen, ir-
gend einen Mikrozustand zu einer bestimmten Energie Er zu finden, müssen
wir die Energieentartung des Hamilton-Operators in Betracht ziehen. Da
Pr(T, x) bei vorgegebener Temperatur nur von der Energie abhängt, kann
W (Er) mit Hilfe der Phasenraumdichte g(Er) aus (4.16) geschrieben wer-
den, die ja gerade die Entartung des Energieniveaus Er angibt:

W (Er) = g(Er)Pr(T, x) =
g(Er)

Z
e−βEr

Z(T, x) =
∑

r

g(Er)e−βEr .

Im Falle dicht liegender Energieniveaus werden diese Gleichungen zu

W (E)dE =
g(E)

Z(T, x)
e−βEdE , Z(T, x) =

∞∫
0

dEg(E)e−βE . (4.36)

Wir erkennen aus der rechten Gleichung von (4.36), daß die kanonische Zu-
standssumme Z gerade die Laplace-Transformierte der Phasenraumdichte g
ist. Daher gilt

g(E) =
1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

dβZ(β, x)eβE , Re(β) = c > 0 .
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Hierbei ist nun β eine komplexe Variable, und es wird parallel zur imaginären
Achse längs von c > 0 integriert.

Charakteristische Energie. Die mittlere Energie E des kanonischen En-
sembles berechnet sich zu

E(T, x) = −
(

∂ lnZ

∂β

)
x

.

Die zugehörige mittlere Abweichung ist

(∆E)2 = E2 − E
2

=
(

∂2 lnZ

∂β2

)
x

= −
(

∂E

∂β

)
x

= kT 2
(

∂E

∂T

)
x

= kT 2Cx ,

wobei Cx =
(
∂E/∂T

)
x

die spezifische Wärme bei konstanten äußeren Para-
metern x bezeichnet.9 Wir haben somit√

(∆E)2

E
∼ O

(
1√
N

)
. (4.37)

Damit ist gezeigt, daß praktisch alle Systeme im kanonischen Ensemble im
Limes N → ∞ in einem Zustand der Energie E anzutreffen sind. Wir fol-
gern hieraus, daß die Energieverteilung W (E) ein scharfes Maximum um den
Mittelwert E besitzt, der sich aus folgender Maximumsbedingung ergibt:

∂W

∂E

∣∣∣∣
E=E

= 0 =⇒ ∂

∂E
ln g(E)

∣∣∣∣
E=E

= β =⇒ ∂S

∂E

∣∣∣∣
E=E

=
1
T

.

Hierbei wurde in der letzten Beziehung die Identität S = k ln g benutzt.10

Offensichtlich beschreiben mikrokanonisches und kanonisches Ensemble
im thermodynamischen Limes dieselbe physikalische Situation, in der die
Energie des betrachteten Systems einen scharfen Wert besitzt, obwohl im
kanonischen Ensemble lediglich die Temperatur vorgegeben ist. Für kleine Sy-
steme mit relativ wenigen Freiheitsgraden beschreiben mikrokanonisches und
kanonisches Ensemble dagegen höchst unterschiedliche Situationen. In diesem
Fall ist nämlich die relative Schwankung (4.37) nicht mehr vernachlässigbar
klein, so daß das physikalische System im kanonischen Ensemble bei gegebe-
ner Temperatur starken Energiefluktuationen unterliegt.

9 Im kanonischen Ensemble werden üblicherweise die äußeren Parameter x =
(V, N) betrachtet. in diesem Fall ist Cx = CV die spezifische Wärme bei kon-
stantem Volumen und konstanter Teilchenzahl.

10 Man beachte, daß S die Entropie des kleinen Systems 1 (und nicht etwa die
Gesamtentropie des kombinierten Systems 1+2) bedeutet.
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Freie Energie. Unter Berücksichtigung von

∂2 ln g(E)

∂E
2 =

1
k

(
∂2S

∂E
2

)
x

=
(

∂

∂E

)
x

(
1

kT

)
=

(
∂E

∂T

)−1

x

(
∂

∂T

)
x

(
1

kT

)

= − 1
kT 2Cx

liefert die Entwicklung von ln[ZW (E)] um den Maximumspunkt E

ln[ZW (E)] = −βE + ln g(E) = −βE +
S

k
− (E − E)2

2kT 2Cx
,

so daß

W (E) =
1
Z

e−β(E−TS) exp
(

− (E − E)2

2kT 2Cx

)
.

Hieraus folgt aufgrund der Normierungsbedingung
∫

dEW (E) = 1 für die
kanonische Zustandssumme

−kT lnZ(T, x) = (E − TS) − 1
2
kT ln

(
2πkT 2Cx

)
.

Der letzte Term dieser Gleichung ist von der Ordnung O(lnN) und deshalb
gegenüber den anderen Termen der Ordnung O(N) im Limes N → ∞ ver-
nachlässigbar, so daß

−kT lnZ(T, x) = (E − TS) .

Insgesamt können wir festhalten:

Satz 4.10: Kanonisches Ensemble

Das kanonische Ensemble beschreibt den Gleichgewichtszustand eines Sy-
stems bei vorgegebener Temperatur T :

Pr(T, x) =
1

Z(T, x)
e−βEr(x) , Z(T, x) =

∑
r

e−βEr(x) , β =
1

kT
.

Aus ihm können alle Mittelwerte berechnet werden. Insbesondere gilt für
die thermodynamische Energie

E(T, x) =
∑

r

Pr(T, x)Er(x) = −
(

∂ lnZ

∂β

)
x

.

Im thermodynamischen Limes sind die Energiefluktuationen im kanoni-
schen Ensemble verschwindend gering. Die Verbindung zur Thermodyna-
mik ist durch

−kT lnZ(T, x) = F (T, x) = E − TS

gegeben, wobei F die freie Energie bezeichnet. Der Ausdruck e−βE heißt
Boltzmann-Faktor.
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Interpretiert man die in Satz 4.3 stehenden Zustände |ψr〉 wieder als die zu
H gehörenden Energieeigenzustände zur Energie Er, dann lautet der kano-
nische Dichteoperator

ρ =
1
Z

∑
r

|ψr〉 e−βEr 〈ψr| =
e−βH

Z

∑
r

|ψr〉 〈ψr| =
e−βH

tr (e−βH)
, (4.38)

wobei im Nenner die Beziehung

Z =
∑

r

e−βEr =
∑

r

〈
ψr| e−βH |ψr

〉
= tr

(
e−βH

)
benutzt wurde. In der Energieeigenbasis ist die zugehörige Dichtematrix dia-
gonal:

ρnm = 〈ψn|ρ |ψm 〉 =
e−βEn∑

n
e−βEn

δnm . (4.39)

4.3.2 Großkanonisches Ensemble

Das kanonische Ensemble wurde eingeführt, um physikalische Situationen be-
schreiben zu können, in denen die sehr restriktive Annahme einer konstanten
Energie durch die experimentell leichter zu kontrollierende Vorgabe einer kon-
stanten Temperatur ersetzt wird. Wir wollen nun dieses Szenario erweitern,
indem wir neben Energieaustausch auch den Austausch von Teilchen zulas-
sen, wobei die zugehörigen intensiven Größen Temperatur und chemisches
Potential von außen vorgegeben seien. Dieser Fall tritt insbesondere bei quan-
tenfeldtheoretischen und chemischen Prozessen auf, in denen Teilchen erzeugt
und vernichtet werden können. Die zugehörige statistische Beschreibung lie-
fert das großkanonische Ensemble. Seine Besetzungswahrscheinlichkeiten las-
sen sich analog zum kanonischen Ensemble durch das Zusammenbringen des
betrachteten Systems mit einem Wärme- und Teilchenreservoir berechnen.

Betrachten wir hierzu wieder ein kleines System 1, das mit einem sehr viel
größeren System 2 Energie und Teilchen austauschen kann (Abb. 4.4). Das

System 1
(T, Er, Ns)

System 2
(T, E − Er, N − Ns)

Abb. 4.4. Physikalisches System im Kontakt mit einem sehr viel größeren Wärme-
und Teilchenbad, welches die Temperatur und das chemische Potential beider Sy-
steme vorgibt
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große System reguliert also die Temperatur T und das chemische Potential µ
des kleinen Systems. Trotz erlaubter Energie- und Teilchenschwankungen

Er + E2 = E = const , Ns + N2 = N = const ,

nehmen wir an, daß immer gilt:

Er 	 E , Ns 	 N . (4.40)

Wir interessieren uns für die Frage: Wir groß ist die Wahrscheinlichkeit
Pr,s(T, µ, x), das kleine System 1 im Gleichgewicht bei vorgegebener Tempera-
tur T und vorgegebenem chemischen Potential µ im Mikrozustand (r, Ns) zu
finden?11 Zu ihrer Beantwortung gehen wir wieder vom 2. statistischen Po-
stulat aus, nach dem alle Zustände des isolierten Gesamtsystems gleichwahr-
scheinlich sind. Von diesen Ω(E, N) Zuständen gibt es Ω2(E − Er, N − Ns)
Zustände, für die das System 1 in einem bestimmten Mikrozustand mit
(Er, Ns) ist. Deshalb ist Pr,s(T, µ, x) gegeben durch

Pr,s(T, µ, x) ∼ Ω2(E − Er, N − Ns) .

Unter Beachtung von (4.40) liefert die Entwicklung von lnPr,s um den Punkt
(E, N)

lnΩ2(E − Er, N − Ns) = lnΩ2(E, N) +
∂ lnΩ2

∂E
(E − Er)

+
∂ lnΩ2

∂N
(N − Ns) + . . .

≈ const − ∂ lnΩ2

∂E
Er − ∂ lnΩ2

∂N
Ns .

Mit

β =
∂Ω2

∂E
, −βµ =

∂ lnΩ2

∂N

folgt schließlich die (normierte) Wahrscheinlichkeitsverteilung

Pr,s(T, µ, x) =
1

Y (T, µ, x)
e−β(Er(Ns)−µNs)

=
1

Y (T, µ, x)
zNse−βEr(Ns) ,

wobei

Y (T, µ, x) =
∑
r,s

e−β(Er(Ns)−µNs)

die großkanonische Zustandssumme und

z = eβµ

die Fugazität ist.
11 Man beachte: In r sind alle Quantenzahlen bei festgehaltener Teilchenzahl Ns

zusammengefaßt.
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Charakteristische Energie und Teilchenzahl. Man erhält die mittlere
Energie E und die mittlere Teilchenzahl N aus

E(T, µ, x) = −
(

∂ lnY

∂β

)
z,x

, N(T, µ, x) =
1
β

(
∂ lnY

∂µ

)
T,x

.

Für die relative Schwankung der Teilchenzahl gilt

(∆N)2

N
2 =

N2 − N
2

N
2 =

1

N
2
β2

(
∂2 lnY

∂µ2

)
T,x

=
kT

N
2

(
∂N

∂µ

)
T,x

. (4.41)

Zur weiteren Auswertung dieser Gleichung nehmen wir vereinfachend an, daß
x den äußeren Volumenparameter V darstellt (dies ist üblicherweise der Fall)
und benutzen vorausgreifend die thermodynamische Relation (siehe Unter-
abschn. 4.5.2)

dµ =
V

N
dP − S

N
dT .

Hieraus folgt(
∂µ

∂v

)
T

= v

(
∂P

∂v

)
T

, v =
V

N
=⇒ −N

2

V

(
∂µ

∂N

)
T,V

= V

(
∂P

∂V

)
T,N

.

Somit wird (4.41) zu

(∆N)2

N
2 = −kT

V 2 κT , κT =
(

∂V

∂P

)
T,N

,

wobei κT die isotherme Kompressibilität bezeichnet. Hieraus erkennt man,
daß die Teilchendichte wie O

(
1/

√
N
)

fluktuiert und somit für große Teil-
chenzahlen vernachlässigbar ist. Eine entsprechende Rechnung für die Ener-
giefluktuationen ergibt (x = V )

(∆E)2 = −
(

∂E

∂β

)
V,µ

= kT 2
(

∂E

∂T

)
V,µ

= kT 2

[(
∂E

∂T

)
V,N

+
(

∂E

∂N

)
T,V

(
∂N

∂T

)
V,µ

]
. (4.42)

Unter Ausnutzung der Maxwell-Relation (siehe die letzte Zeile von (4.59) in
Unterabschn. 4.5.2)(

∂N

∂T

)
V,µ

= − ∂2J

∂T∂µ
= − ∂2J

∂µ∂T
=

(
∂S

∂µ

)
T,V

können wir (4.42) weiter vereinfachen zu
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(∆E)2 = kT 2CV + kT 2
(

∂E

∂N

)
T,V

(
∂S

∂E

)
T,V

(
∂E

∂µ

)
T,V

= (∆E)2kan + kT

(
∂E

∂N

)2

T,V

(
∂N

∂µ

)
T,V

= (∆E)2kan +
(

∂E

∂N

)2

T,V

(∆N)2 .

Die Energiefluktuationen im großkanonischen Ensemble sind offenbar gleich
denen im kanonischen Ensemble plus einem Beitrag, der von den Teilchen-
fluktuationen herrührt. Es sei darauf hingewiesen, daß es für die Energie- und
Teilchenfluktuationen durchaus Abweichungen vom normalen O

(
1/

√
N
)
-

Verhalten geben kann. Dies geschieht in der Nähe von Phasenübergängen,
wo die Kompressibilität κT stark anwachsen kann. κT ist dann von der Ord-
nung O(N).

Im thermodynamischen Limes besitzen unter normalen Umständen prak-
tisch alle Mitglieder des großkanonischen Ensembles dieselbe Energie E = E
und Teilchenzahl N = N . Unter Berücksichtigung der Ergebnisse des letz-
ten Unterabschnitts können wir deshalb festhalten, daß mikrokanonisches,
kanonisches und großkanonisches Ensemble äquivalente Beschreibungen ma-
kroskopischer Systeme sind.

Großkanonisches Potential. Die großkanonische Zustandssumme läßt sich
auch in der Weise

Y (T, z, x) =
∞∑

N=1

zNZ(T, N, x) (4.43)

schreiben, wobei Z(T, N, x) die kanonische Zustandssumme des N -Teilchen-
zustands ist. Die obere Summationsgrenze wurde hierbei ins Unendliche ver-
schoben, da nur Systeme zur Zustandssumme beitragen, deren Teilchenzahlen
Ns signifikant kleiner sind als die Gesamtteilchenzahl von System+Teilchen-
reservoir. Nun ist aus (4.43) zu erkennen, daß die Wahrscheinlichkeit WE(N),
das betrachtete System in einem Zustand der Energie E und der Teilchenzahl
N zu finden, gegeben ist durch

WE(N) =
1
Y

zNZ(T, N, x) =
1
Y

e−β(E−TS−µN) .

Da diese Verteilung im thermodynamischen Limes aufgrund der verschwin-
denden Fluktuationen ein scharfes Maximum um den Mittelwert N besitzt,
muß die großkanonische Zustandssumme trivialerweise äquivalent zur kano-
nischen Gesamtheit mit N Teilchen sein. Es folgt also

Y (T, z, x) = zNZ(T, N, x) =⇒ −kT lnY = E − TS − µN .
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Satz 4.11: Großkanonisches Ensemble

Das großkanonische Ensemble beschreibt den Gleichgewichtszustand eines
Systems bei vorgegebener Temperatur T und vorgegebenem chemischen
Potential µ:

Pr,s(T, µ, x) =
1

Y (T, µ, x)
e−β(Er(Ns)−µNs)

Y (T, µ, x) =
∑
r,s

e−β(Er(Ns)−µNs)

=
∞∑

N=1

zNZ(T, N, x) , z = eβµ .

Aus ihm können alle Mittelwerte berechnet werden. Insbesondere gilt für
die thermodynamische Energie und die mittlere Teilchenzahl

E(T, µ, x) =
∑
r,s

Pr,s(T, µ, x)Er(Ns, x) = −
(

∂ lnY

∂β

)
z,x

N(T, µ, x) =
∑
r,s

Pr,s(T, µ, x)Ns =
1
β

(
∂ lnY

∂µ

)
T,x

.

Im thermodynamischen Limes sind die Energie- und Teilchenfluktuatio-
nen im großkanonischen Ensemble (außerhalb von Phasenübergängen) ver-
schwindend gering. Die Verbindung zur Thermodynamik ist durch

−kT lnY (Tµ, x) = J(T, µ, x) = E − TS − µN

gegeben, wobei J das großkanonische Potential bezeichnet.

Die zu (4.38) und (4.39) korrespondierenden Beziehungen für den großkano-
nischen Dichteoperator und die zugehörige Dichtematrix in der Energiebasis
lauten

ρ =
e−β(H−µN)

tr
(
e−β(H−µN)

) , ρnm =
e−β(En−µN)∑

n
e−β(En−µN) δnm .

4.3.3 Vergleich der Ensembles

Nach den Erörterungen dieses und des vorangegangenen Abschnittes läßt sich
ein einfaches Prinzip erkennen, welches das mikrokanonische, das kanonische
und das großkanonische Ensemble in Beziehung setzt. Alle drei Ensembles
sind nämlich über Laplace-Transformationen miteinander verbunden: Die ka-
nonische Zustandssumme Z ergibt sich aus der Summe über die ”mikroka-
nonischen Zustandssummen“ g(E) (Phasenraumdichte, Entartungsfunktion,
siehe (4.16)), die jeweils mit einem Boltzmann-Faktor e−βE gewichtet werden:
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Z(T, N, x) =
∑
E

g(E)e−βE(N,x) .

Hierbei ist, anders als im mikrokanonischen Ensemble, nicht mehr die Ener-
gie E vorgegeben, sondern lediglich die Temperatur T und somit die mittlere
Energie E. Die großkanonische Zustandssumme Y resultiert aus der Summe
über alle kanonischen Zustandssummen Z zu den gegebenen Größen Tempe-
ratur T , Volumen V und Teilchenzahl N , jeweils gewichtet mit dem Faktor
eβµN :

Y (Tµ, x) =
∑
N

eβµNZ(T, N, x) . (4.44)

Hierbei kann das betrachtete System sowohl Energie als auch Teilchen mit
seiner Umgebung austauschen, wobei seine Energie- und Teilchenmittelwerte
E, N durch Vorgabe der Temperatur T und des chemischen Potentials µ
fixiert sind. Hat man es mit einem System nichtwechselwirkender Teilchen
zu tun, dann faktorisiert die kanonische Zustandssumme, so daß im Falle
ununterscheidbarer Teilchen gilt:

Z(T, N, x) =
1

N !
ZN (T, 1, x) . (4.45)

Setzt man diese Gleichung in (4.44) ein, dann ergibt sich

Y (T, µ, x) =
∑
N

1
N !

[
eβµZ(T, 1, x)

]N
= exp

[
eβµZ(T, 1, x)

]
.

Alle Ensembles sind prinzipiell anwendbar, um die thermodynamischen Ei-
genschaften eines Systems zu untersuchen. Welches speziell gewählt wird, ist
oft nur eine Sache der Anschauung bzw. Bequemlichkeit. Wie wir gesehen ha-
ben, sind die Fluktuationen der Energie und Teilchenzahl im Limes N → ∞
vernachlässigbar, so daß die Mittelwerte von Observablen sehr scharf sind und
deshalb alle drei Ensembles äquivalente Beschreibungen liefern. Die Äquiva-
lenz der Ensembles gilt natürlich nicht mehr für mikroskopische Systeme mit
wenigen Freiheitsgraden. Im kanonischen Ensemble ist z.B. die Wahrschein-
lichkeitsverteilung eines einzelnen Teilchens proportional zum Boltzmann-
Faktor und somit sehr breit:√

(∆E)2

E
= O(1) .

Der kanonischen und großkanonischen Zustandssumme ist jeweils ein ther-
modynamisches Potential (freie Energie bzw. großkanonisches Potential) zu-
geordnet, so wie zur mikrokanonischen Zustandssumme die Entropie gehört.
In Abschn. 4.5 werden wir zeigen, daß jedes dieser Potentiale die vollständi-
ge thermodynamische Information eines Gleichgewichtssystems enthält. Wir
können deshalb das am Ende des vorigen Abschnittes angegebene Schema
(4.25) zur Bestimmung thermodynamischer Relationen um die entsprechen-
den Zusammenhänge für das kanonische und großkanonische Ensemble in
folgender Weise erweitern:
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H(N, x) → Er(N, x) →
⎧⎨
⎩

Ω(E, N, x) → S(E, N, x)
Z(T, N, x) → F (T, N, x)
Y (T, µ, x) → J(T, µ, x)

⎫⎬
⎭ →

⎧⎨
⎩

thermody-
namische
Relationen

⎫⎬
⎭ .

Wie die Berechnung der thermodynamischen Relationen konkret aussieht,
werden wir in Abschn. 4.5 detailliert diskutieren.

Zusammenfassung

• Das kanonische Ensemble beschreibt ein Gleichgewichtssystem bei
vorgegebener Temperatur T . Es setzt sich aus vielen gleichartigen (nicht
unbedingt makroskopischen) Systemen mit verschiedenen Energien Er

zusammen, die jeweils mit dem Boltzmann-Faktor e−Er/kT gewichtet
werden.

• Das großkanonische Ensemble beschreibt ein Gleichgewichtssystem
bei vorgegebener Temperatur T und vorgegebenem chemischen Po-
tential µ. Seine Mitglieder bestehen aus vielen gleichartigen (nicht
unbedingt makroskopischen) Systemen mit verschiedenen Energien Er

und verschiedenen Teilchenzahlen Ns, die jeweils mit dem Faktor
e−(Er−µNs)/kT gewichtet werden.

• Im thermodynamischen Limes sind die Energie- und Teilchenfluktuatio-
nen im kanonischen bzw. großkanonischen Ensemble verschwindend ge-
ring, so daß mikrokanonisches, kanonisches und großkanonisches Ensem-
ble äquivalente Beschreibungen makroskopischer Systeme liefern.

• Die kanonische Zustandssumme ist der freien Energie und die großka-
nonische Zustandssumme dem großkanonischen Potential zugeord-
net.

• Alle drei Ensembles sind über Laplace-Transformationen miteinander
verbunden.

Anwendungen

58. Ideales Gas III: Kanonisches und großkanonisches Ensemble.
Anhand des idealen Gases ist zu zeigen, daß im thermodynamischen Limes
(wo N = N und E = E) mikrokanonisches, kanonisches und großkanonisches
Ensemble äquivalent sind. Hierzu sollte man

• die kanonische und großkanonische Zustandssumme sowie die zugehörigen
Potentiale bestimmen,

• unter Verwendung der Gleichungen (siehe (4.59), Unterabschn. 4.5.2)

S(T, V, N) = −
(

∂F

∂T

)
V,N

, S(T, V, µ) = −
(

∂J

∂T

)
µ,V

(4.46)
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die entsprechenden Entropien berechnen und diese mit der mikrokanoni-
schen Entropie (4.32) vergleichen.

Lösung. Die kanonische Zustandssumme lautet

Z(T, V, N) =
∑

r

exp

(
−

3N∑
i=1

p2
i

2mkT

)
,

wobei

r = (x1, . . . , x3N , p1, . . . , p3N )

einen klassischen Mikrozustand des idealen Gases spezifiziert. Wir können
die Summe über die Mikrozustände in der Weise∑

r

−→ 1
N !h3N

∫
dΓ

durch ein Integral über den Phasenraum ersetzen, wobei die Ununterscheid-
barkeit der Teilchen durch den Gibbs-Faktor 1/N ! berücksichtigt ist. Somit
folgt

Z(T, V, N) =
1

N !h3N

∫
dΓ exp

(
−

3N∑
i=1

p2
i

2mkT

)

=
V N

N !h3N

⎡
⎣ ∞∫
−∞

dp exp
(

− p2

2mkT

)⎤
⎦3N

=
V N

N !

(
2πmkT

h2

)3N/2

=
ZN

1

N !
, (4.47)

wobei

Z1 = Z(T, V, 1) = V

(
2πmkT

h2

)3/2

die Ein-Teilchen-Zustandssumme ist. Hieraus und unter Berücksichtigung der
Stirlingschen Formel (4.28) ergibt sich die freie Energie zu

F (T, V, N) = −NkT ln

[
V

N

(
2πmkT

h2

)3/2
]

− NkT .

Benutzen wir nun die erste Gleichung aus (4.46), dann folgt

S(T, V, N) = Nk ln

[
V

N

(
2πmkT

h2

)3/2
]

+
5
2
Nk .

Diese Gleichung ist identisch mit der aus (4.32) folgenden mikrokanoni-
schen Entropie. Zur Berechnung der großkanonischen Zustandssumme und
des großkanonischen Potentials nutzen wir das Resultat (4.47) und schreiben
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Y (T, V, µ) =
∑
N

e
Nµ
kT Z(T, V, N) =

∑
N

1
N !

(
Z1eµ/kT

)N

= exp
(
Z1eµ/kT

)

= exp

[
V

(
2πmkT

h2

)3/2

eµ/kT

]
(4.48)

=⇒ J(T, V, µ) = −kTV

(
2πmkT

h2

)3/2

eµ/kT .

Mit Hilfe der zweiten Gleichung aus (4.46) erhalten wir hieraus

S(T, V, µ) = kV

(
2πmkT

h2

)3/2

eµ/kT

(
5
2

− µ

kT

)
.

Um diesen Ausdruck mit (4.32) vergleichen zu können, müssen wir µ elimi-
nieren. Zu diesem Zweck rechnen wir:

N = kT

(
∂ lnY

∂µ

)
T

= V

(
2πmkT

h2

)3/2

eµ/kT

=⇒ µ

kT
= ln

[
N

V

(
2πmkT

h2

)−3/2
]

=⇒ S(T, V, N) = Nk

{
ln

[
V

N

(
2πmkT

h2

)3/2
]

+
5
2

}
.

Diese Gleichung stimmt wiederum mit (4.32) überein.

59. Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung. Man berechne die Ge-
schwindigkeitsverteilung für ein Atom eines idealen Gases, das in einem Vo-
lumen V eingeschlossen ist.

Lösung. Die anderen Atome im Gas können für das eine betrachtete Atom
als Wärmebad angesehen werden, das die Temperatur dieses Atoms konstant
hält. Somit ist hier das kanonische Ensemble zu bevorzugen. Nach (4.47) gilt
für die Ein-Teilchen-Zustandssumme

Z(T, V, 1) = Z1 =
V

h3

∫
d3p exp

(
− p2

2mkT

)
= V

(
2πmkT

h2

)3/2

.

Der mittlere Impuls berechnet sich zu

p =
V

h3Z1

∫
d3pp exp

(
− p2

2mkT

)
.

Wir erkennen hieraus, daß

W (p)d3p =
V

h3Z1
exp

(
− p2

2mkT

)
d3p

die Wahrscheinlichkeit ist, daß das betrachtete Atom einen Impuls im Inter-
vall [p : p + d3p] besitzt bzw. daß
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W (p)dp =
V

h3Z1
exp

(
− p2

2mkT

)
4πp2dp

die Wahrscheinlichkeit ist, daß das betrachtete Atom einen Impulsbetrag im
Intervall [p : p + dp] hat. Setzen wir schließlich p = mv, dann folgt die (nor-
mierte) Maxwellsche Wahrscheinlichkeitsverteilung für die Atomgeschwindig-
keit:

W (v) = 4π
( m

2πkT

)3/2
v2 exp

(
−mv2

2kT

)
.

4.4 Entropie und Informationstheorie

In diesem Abschnitt behandeln wir die Informationstheorie, wie sie von Shan-
non entwickelt wurde. Das Ziel dieser Theorie sind Vorhersagen, die auf un-
vollständiger Information basieren. Offensichtlich ist dies sehr ähnlich dem
Problem der statistischen Physik, wie sie in den vorherigen Abschnitten ent-
wickelt wurde. Somit ist es nicht überraschend, daß die Methoden der Infor-
mationstheorie – richtig interpretiert – in der statistischen Physik angewandt
werden können.

Nachdem wir gezeigt haben, daß die Shannonsche Entropie äquivalent
zur statistischen Entropie ist, greifen wir noch einmal die drei in den letzten
beiden Abschnitten diskutierten Ensembles auf und erläutern, wie sich diese
als Lösungen von Variationsproblemen der Shannonschen Entropie ergeben.

4.4.1 Informationstheorie und Shannon-Entropie

Der Makrozustand eines Systems ist definiert über einen Satz von Wahr-
scheinlichkeiten {P1, P2, . . .} = {P} von Mikrozuständen. Einem Satz von
Ereignissen einen Satz von Wahrscheinlichkeiten zuzuweisen, kann also ge-
wissermaßen als Information aufgefaßt werden.

Herleitung der Shannon-Entropie. Shannon zeigte ganz allgemein, daß
sich das Maß für Information bzw. fehlender Information durch eine Entropie-
funktion S({P}) beschreiben läßt, die durch folgende Bedingungen eindeutig
festgelegt ist:

• S({P}) ist eine kontinuierliche, differenzierbare und eindeutige Funktion
der (normierten) Wahrscheinlichkeiten {P}.

• Im Falle N gleichwahrscheinlicher Ereignisse, Pi = 1/N , ist die Entro-
pie eine monoton wachsende Funktion in Abhängigkeit von N . Für diesen
Spezialfall führen wir die Schreibweise

I(N) = S

({
Pi =

1
N

})
ein.
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• Die Unsicherheit in einem Satz von Wahrscheinlichkeiten bleibt unverän-
dert, wenn diese in Gruppen unterteilt werden. Sei etwa eine Unterteilung
wie folgt:

w1 =
n1∑
i=1

Pi , w2 =
n2∑

i=n1+1

Pi , . . . , wk =
nk=N∑

i=nk−1+1

Pi ,

dann gilt

S({P}) = S({w}) +
k∑

j=1

wjS

({P}
wj

)
.

Im zweiten Term ist der Faktor wj notwendig, da dies die Wahrscheinlich-
keit angibt, daß ein Ereignis tatsächlich zur Gruppe wj gehört.

Um die Form von S({P}) zu finden, betrachten wir zunächst den Fall gleicher
Wahrscheinlichkeiten,

P1 =
1

nm
, . . . , Pn·m =

1
nm

, n, m ∈ N ,

die in m gleich große Gruppen unterteilt sind:

w1 =
n∑

i=1

Pi =
1
m

, . . . , wm =
nm∑

i=(m−1)n+1

Pi =
1
m

.

Die letzte der Shannonschen Bedingungen ergibt dann

I(nm) = I(m) +
m∑

j=1

1
m

I(n) = I(m) + I(n) .

Da S({P}) kontinuierlich ist, können wir nach n ableiten. Mit p = nm gibt
dies

m
d
dp

I(p) =
d
dn

I(n) .

Multiplikation beider Seiten mit n liefert

p
d
dp

I(p) = n
d
dn

I(n) = const .

Dieser Ausdruck muß konstant sein, da wir p ändern, können ohne n zu
variieren. Hieraus folgt

I(n) = k lnn , k = const . (4.49)

Nun betrachten wir den allgemeineren Fall gleicher Wahrscheinlichkeiten, die
jedoch in unterschiedlich große Gruppen aufgeteilt sind:

Pi =
1
n

, ωj =
αj

n
,
∑

j

αj = n , n, αj ∈ N .
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Shannons dritte Bedingung ergibt nun unter Berücksichtigung von (4.49)

I(n) = S({w}) +
∑

j

(αj

n

)
I(αj)

=⇒ S({w}) =
∑

j

(αj

n

)
[I(n) − I(αj)] = −k

∑
j

(αj

n

)
[lnαj − lnn]

= −k
∑

j

(αj

n

)
ln

(αj

n

)
= −k

∑
j

wj lnwj .

Mit der Ersetzung wi → Pi können wir daher definieren:

Definition: Shannon-Entropie

Die Shannon-Entropie eines Systems mit den relativen Wahrscheinlichkei-
ten {P1, P2, . . .} ist

S = −k
∑

i

Pi lnPi , k > 0 ,
∑

i

Pi = 1 .

Die Größe − lnPi wird Überraschung (engl. surprise) genannt.

Man beachte, daß für Pi = 0 auch Pi lnPi identisch Null ist; Ereignisse mit
der Wahrscheinlichkeit Null tragen nicht zur Entropie bei. Die Konstante k
in obiger Definition wird meist auf den Wert 1 oder 1/ ln 2 (Informations-
theorie) gesetzt. Man erkennt leicht, daß die Shannon-Entropie gleich der
statistischen Entropie ist, wenn k die Boltzmann-Konstante ist. Setzen wir
nämlich für Pi die konstanten mikrokanonischen Wahrscheinlichkeiten 1/Ω
ein, dann folgt

S = k
∑

i

1
Ω

lnΩ = k lnΩ . (4.50)

Eigenschaften der Shannon-Entropie. Die Shannon-Entropie hat die
folgenden Eigenschaften:

• Die Entropie ist nicht negativ, weil k eine positive Konstante ist.

• Falls eine der Wahrscheinlichkeiten Pi = 1 ist, und damit alle anderen not-
wendigerweise Null sind, dann ist S identisch Null. Dies entspricht einem
Experiment mit eindeutigem Ausgang.

• S ist für einen Satz von gleichen Wahrscheinlichkeiten Pi = P maximal,
denn es gilt mit

∑
i

dPi = 0

dS = −k
∑

i

(lnPi + 1)dPi = −k lnP
∑

i

dPi − k
∑

i

dPi = 0 .
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• Für unabhängige Ereignisse ist S eine additive Größe:

S12 = −k
∑
i,j

PiPj ln(PiPj)

= −k
∑
i,j

(PiPj lnPi + PiPj lnPj)

= S1

∑
j

Pj + S2

∑
i

Pi = S1 + S2 .

• Falls {P} einem gemischten Zustand mit der Dichtematrix

ρ =
∑

i

| i〉 Pi 〈 i|

entspricht, dann ist die Shannon-Entropie

S(ρ) = −k
∑

i

Pi lnPi = −ktr (ρ lnρ) .

Wir wollen nun die Aussage beweisen, daß die Shannon-Entropie einer Gleich-
gewichtsverteilung maximal ist. Hierzu betrachten wir neben dem Dichteo-
perator einer Gleichgewichtsverteilung {P},

ρ =
∑

n

|n〉 Pn 〈n| ,

eine beliebige andere Verteilung {P ′} mit dem zugehörigen Dichteoperator

ρ′ =
∑
n′

|n′〉 P ′
n′ 〈n′| ,

wobei wir annehmen, daß die Basissysteme {|n〉} und {|n′〉} denselben
Hilbert-Raum aufspannen. Desweiteren führen wir die Hilfsfunktion (Boltz-
mannsche H-Funktion)

H = tr [ρ′(lnρ − lnρ′)]

ein und formen diese durch Einfügen der Einsoperatoren
∑
n′

|n′〉 〈n′| und∑
n

|n〉 〈n| in folgender Weise um:

H =
∑
n′

P ′
n′ [〈n′| lnρ |n′ 〉 − lnP ′

n′ 〈n′|n′〉]

=
∑
n,n′

P ′
n′ [〈n′| lnρ |n 〉 〈n| n′〉 − lnP ′

n′ 〈n′|n〉 〈n| n′〉]

=
∑
n,n′

P ′
n′ | 〈n| n′〉 |2(lnPn − lnP ′

n′)

=
∑
n,n′

P ′
n′ | 〈n| n′〉 |2 ln

(
Pn

P ′
n′

)
. (4.51)
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Nun gilt lnx ≤ x − 1, so daß folgt:

H ≤
∑
n,n′

| 〈n| n′〉 |2(Pn − P ′
n′) = tr(ρ − ρ′) = 0 . (4.52)

Setzen wir jetzt in die Gleichgewichtsverteilung ρ die mikrokanonischen
Wahrscheinlichkeiten Pn = 1/Ω ein, dann ergibt sich unter Berücksichtigung
von (4.50)

H = − lnΩ
∑
n′

P ′
n′

∑
n

| 〈n| n′〉 |2 −
∑
n′

P ′
n′ lnP ′

n′
∑

n

| 〈n| n′〉 |2

= −S

k
+

S′

k
≤ 0

=⇒ S ≥ S′ .

Insgesamt folgt12

Satz 4.12: Shannonscher Entropiesatz

Die Shannon-Entropie eines abgeschlossenen Systems im Gleichgewicht ist
maximal:

S = maximal .

Dieser Satz stellt die Verbindung zwischen der Shannonschen Informations-
theorie und der statistischen Physik her. Wie wir im nächsten Unterabschnitt
zeigen werden, ergeben sich die in den letzten beiden Abschnitten diskutier-
ten Ensembles auf natürliche Weise durch Maximieren der Shannon-Entropie
unter Berücksichtigung adäquater Randbedingungen.

4.4.2 Variation der Entropie

Bevor wir auf die mikrokanonischen, kanonischen und großkanonischen En-
sembles zu sprechen kommen, betrachten wir zunächst ganz allgemein ein
Gleichgewichtssystem, welches durch folgende Mittelwertbedingungen cha-
rakterisiert wird:∑

i

PiA
(1)
i = A(1) ,

∑
i

PiA
(2)
i = A(2) , . . . .

Um den zugehörigen Satz von Wahrscheinlichkeiten {P} zu finden, haben wir
nach Satz 4.12 die stationären Punkte der Shannon-Entropie unter Berück-
sichtigung obiger Bedingungen aufzusuchen. Zu diesem Zweck benutzen wir
die Methode der Lagrange-Parameter und erhalten somit folgende Varia-
tionsbedingung:

12 In Anwendung 61 werden wir die Extremalitätsbedingung (4.52) für die kanoni-
sche und großkanonische Verteilung heranziehen. Dies liefert uns entsprechende
Minimumsprinzipien der freien Energie und des großkanonischen Potentials.
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δF (P1, P2, . . .) = 0 ,

mit

F (P1, P2, . . .) = −k
∑

i

Pi lnPi − β1

∑
i

PiA
(1)
i − β2

∑
i

PiA
(2)
i + . . . .

Hieraus folgt

−k(lnPi + 1) − β1A
(1)
i − β2A

(2)
i − . . . = 0

=⇒ Pi =
1
Φ

exp

⎛
⎝−

∑
j

βjA
(j)
i

⎞
⎠ , Φ =

∑
i

exp

⎛
⎝−

∑
j

βjA
(j)
i

⎞
⎠ ,

wobei im letzten Schritt die βj reskaliert wurden. Zu beachten ist, daß die
gefundenen Pi tatsächlich zu einem Maximum führen, denn es gilt

δ2F (P1, P2, . . .) = −k
∑

i

(δPi)2

Pi
< 0 .

Die Lagrange-Parameter βj sind nun so zu wählen, daß obige Mittelwertbe-
dingungen erfüllt sind. Ableiten der allgemeinen Zustandssumme Φ ergibt

∂ lnΦ

∂βm
= − 1

Φ

∑
i

A
(m)
i exp

⎛
⎝−

∑
j

βjA
(j)
i

⎞
⎠ = −A(m) (4.53)

∂2 lnΦ

∂β2
m

= A(m)2 − A(m)
2

=
(
∆A(m)

)2
.

Da die Reihenfolge der Differentiationen keine Rolle spielt, folgt aus (4.53)
der Zusammenhang

∂A(m)

∂βn
= − ∂2 lnΦ

∂βn∂βm
= − ∂2 lnΦ

∂βm∂βn
=

∂A(n)

∂βm
.

Dies sind die Maxwellschen Integrabilitätsbedingungen, von denen wir in der
Thermodynamik noch oft Gebrauch machen werden. Für die Entropie ergibt
sich

S = −k
∑

i

Pi lnPi

= − k

Φ

∑
i

exp

⎛
⎝−

∑
j

βjA
(j)
i

⎞
⎠

⎛
⎝− lnΦ −

∑
j

βjA
(j)
i

⎞
⎠

= k lnΦ + k
∑

j

βjA(j) . (4.54)

Unter Verwendung von
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∂ lnΦ

∂A(m)
=

1
Φ

∑
i

exp

⎛
⎝−

∑
j

βjA
(j)
i

⎞
⎠

⎛
⎝−

∑
j

A
(j)
i

∂βj

∂A(m)

⎞
⎠

= −
∑

j

A(j) ∂βj

∂A(m)

folgt aus (4.54) der Zusammenhang

∂S

∂A(m)
= k

⎛
⎝ ∂ lnΦ

∂A(m)
+ βm +

∑
j

A(j) ∂βj

∂A(m)

⎞
⎠ = kβm .

Satz 4.13: Prinzip der maximalen Entropie und Zustandssumme

Aus dem Prinzip der maximalen Entropie folgen bei allgemeinen Nebenbe-
dingungen der Art∑

i

PiA
(1)
i = A(1) ,

∑
i

PiA
(2)
i = A(2) , . . .

die (normierte) Wahrscheinlichkeitsverteilung

Pi =
1
Φ

exp

⎛
⎝−

∑
j

βjA
(j)
i

⎞
⎠ ,

∑
i

Pi = 1

mit der Zustandssumme

Φ =
∑

i

exp

⎛
⎝−

∑
j

βjA
(j)
i

⎞
⎠

und die Entropie

S = k lnΦ + k
∑

j

βjA(j) .

Es gelten die Beziehungen

A(m) = −∂ lnΦ

∂βm
,
(
∆A(m)

)2
=

∂2 lnΦ

∂β2
m

,
∂S

∂A(m)
= kβm

sowie die Maxwellschen Integrabilitätsbedingungen

∂A(m)

∂βn
=

∂A(n)

∂βm
.

Mit Hilfe dieses Satzes lassen sich jetzt leicht die Wahrscheinlichkeiten für die
verschiedensten Ensembles mit ihren jeweiligen Randbedingungen bestim-
men:
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Generalisiertes großkanonisches Ensemble. Betrachten wir zunächst
das generalisierte großkanonische Ensemble, welches folgenden Nebenbedin-
gungen unterliegt:∑

i

PiEi = E ,
∑

i

PiNi = N ,
∑

i

PiA
(j)
i = A(j) , j = 1, 2, . . . .

Die zugehörigen Wahrscheinlichkeiten lauten

Pi =
1
Φ

exp

⎛
⎝−βEEi − βNNi −

∑
j

βjA
(j)
i

⎞
⎠ ,

mit der generalisierten großkanonischen Zustandssumme

Φ =
∑

i

exp

⎛
⎝−βEEi − βNNi −

∑
j

βjA
(j)
i

⎞
⎠ .

Die Entropie ist

S = k lnΦ + kβEE + kβNN + k
∑

j

βjA(j) .

Ihre Ableitungen nach den vorgegebenen Mittelwerten ergeben
∂S

∂E
= kβE ,

∂S

∂N
= kβN ,

∂S

∂A(j)
= kβj .

Ersetzen wir die Lagrange-Parameter βE , βN und βj durch die Größen T , µ
und β′

j in der Weise

βE =
1

kT
, βN = − µ

kT
, βj =

β′
j

kT
,

dann folgt für das generalisierte großkanonische Potential

−kT lnΦ = E − TS − µN +
∑

j

β′
jA

(j) .

Die entsprechenden Zusammenhänge für das großkanonische, kanonische und
mikrokanonische Ensemble ergeben sich nun einfach durch sukzessives Elimi-
nieren der überflüssigen Nebenbedingungen aus den Gleichungen des genera-
lisierten großkanonischen Ensembles:

Großkanonisches Ensemble.

Nebenbedingungen:
∑

i

PiEi = E ,
∑

i

PiNi = N

=⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Pi =
1
Y

e−βEEi−βN Ni , Y =
∑

i

e−βEEi−βN Ni

S = k lnY + kβEE + kβNN

−kT lnY = E − TS − µN .



446 4. Statistische Physik und Thermodynamik

Kanonisches Ensemble.

Nebenbedingungen:
∑

i

PiEi = E

=⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Pi =
1
Z

e−βEEi , Z =
∑

i

e−βEEi

S = k lnZ + kβEE

−kT lnZ = E − TS .

Mikrokanonisches Ensemble.

Keine Nebenbedingungen in Form von Mittelwerten

=⇒
⎧⎨
⎩ Pi =

1
Ω

, Ω =
∑

i

1

S = k lnΩ .

Offensichtlich führt der informationstheoretische Ansatz auf dieselben En-
semble-Gleichungen wie der statistische Ansatz (Abschn. 4.2 und 4.3), wo-
durch die Äquivalenz von Shannonscher und statistischer Entropie gezeigt ist.
In manchen Lehrbüchern wird zur Herleitung der verschiedenen Ensembles
der Shannonsche Ansatz aufgrund seiner formalen Einfachheit und Transpa-
renz gegenüber dem statistisch-physikalischen Ansatz bevorzugt. Wir haben
uns entschieden, beide Zugangsweisen darzustellen, um die innere Verbindung
beider Ansätze deutlich sichtbar werden zu lassen.

Gibbssche Fundamentalform. Betrachten wir zum Schluß dieses Ab-
schnittes den Energieaustausch eines Gleichgewichtssystems mit seiner Um-
gebung im kanonischen Ensemble. Energieaustausch kann offenbar entwe-
der durch einen Wechsel der relativen Wahrscheinlichkeiten Pi erfolgen, oder
durch eine Änderung der Energien Ei, welche ihrerseits durch eine (langsame)
Veränderung äußerer Parameter xj herbeigeführt wird. Wegen

E =
∑

i

PiEi

folgt

dE =
∑

i

(dPiEi + PidEi) =
∑

i

dPiEi +
∑

i

Pi

∑
j

∂Ei

∂xj
dxj

=
∑

i

dPiEi −
∑

j

Xjdxj , (4.55)

wobei

Xj = −
∑

i

Pi
∂Ei

∂xj
= − ∂E

∂xj
=

(
∂S

∂E

)−1
∂S

∂xj
= T

∂S

∂xj
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die zu xj konjugierte generalisierte Kraft ist (vgl. (4.21) und (4.23)). Unter
Verwendung der kanonischen Wahrscheinlichkeiten Pi = e−βEi/Z gilt für die
Entropieänderung (

∑
i

dPi = 0)

dS = −kd

(∑
i

Pi lnPi

)
= −k

∑
i

dPi(lnPi + 1) = −k
∑

i

dPi lnPi

= kβ
∑

i

dPiEi .

Hiermit geht (4.55) schließlich über in

dE =
1

kβ
dS −

∑
j

Xjdxj = TdS −
∑

j

Xjdxj . (4.56)

Dies ist die Gibbssche Fundamentalform, die wir im nächsten Abschnitt noch
auf anderem Wege herleiten werden. Sie bildet die fundamentale Grundglei-
chung der Thermodynamik, aus der sich alle thermodynamischen Beziehun-
gen ergeben.

Zusammenfassung

• Die Shannonsche Entropie ist ein informationstheoretischer Be-
griff. Sie stellt ein Maß für die Unvollständigkeit von Information dar,
die man über ein physikalisches System besitzt.

• Die Shannonsche Entropie eines Gleichgewichtszustandes ist maximal.

• Aus dem Prinzip der maximalen Entropie läßt sich die statistische Physik
als Variationsproblem formulieren.

• Die verschiedenen Definitionen der Entropie (informationstheoretisch,
statistisch und thermodynamisch) sind äquivalent.

Anwendungen

60. Master-Gleichung und Boltzmannsches H-Theorem. Man be-
trachte den Fall zeitabhängiger Wahrscheinlichkeiten und stelle eine Glei-
chung für ihre zeitliche Entwicklung auf (Master-Gleichung). Mit Hilfe dieser
Gleichung berechne man die Boltzmannsche H-Funktion

H =
∑

r

Pr lnPr = lnP

und untersuche auch ihre Zeitabhängigkeit.
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Lösung. Wir erinnern an die Diskussion atomarer Übergänge in Abschn. 3.8
und betrachten eine kleine zeitabhängige Störung H ′ des Hamilton-Operators
H(t) = H(0) + H ′(t), mit H ′ 	 H(0). Durch diesen Störterm gibt es
Übergangswahrscheinlichkeiten Wrs zwischen den Zuständen r und s glei-
cher Energie, wobei die Symmetrie Wrs = Wsr gilt. Somit folgt

dPr

dt
=

∑
s

(PsWsr − PrWrs) =
∑

s

Wrs(Ps − Pr) .

Dies ist die Master-Gleichung. Man beachte, daß sie nicht invariant unter
Zeitspiegelung t → −t ist und deshalb einen irreversiblen Prozeß beschreibt.
Für die Boltzmannsche H-Funktion folgt hieraus

dH
dt

=
∑

r

(
dPr

dt
lnPr +

dPr

dt

)
=

∑
r,s

Wrs (Ps − Pr) (lnPr + 1) .

Tauscht man hierin die beiden Summationsindizes gegeneinander aus und
addiert dann beide Ausdrücke, so findet man

dH
dt

= −1
2

∑
r,s

Wrs(Pr − Ps)(lnPr − lnPs) . (4.57)

Nun ist lnPr eine monoton wachsende Funktion der Pr; falls Pr > Ps, dann
ist auch lnPr > lnPs und umgekehrt. Es folgt deshalb

(Pr − Ps)(lnPr − lnPs) ≥ 0 .

Da jedoch Wrs immer positiv ist, muß jeder Term in der Summe von (4.57)
positiv sein. Insgesamt erhalten wir

dH
dt

≤ 0 .

Dies ist das Boltzmannsche H-Theorem (vgl. (4.52)). Da die Funktion H
mit der Entropie über S = −kH verbunden ist, bedeutet dies auch, daß die
Entropie immer zunimmt. Das Gleichheitszeichen gilt nur, falls Pr = Ps für
alle Zustände, für die Übergänge möglich sind, d.h. falls für alle möglichen
Zustände gilt: Pr = const. Dies ist natürlich im Gleichgewicht der Fall und
entspricht gerade dem 2. statistischen Postulat. Somit ist nochmals gezeigt,
daß die Entropie im Gleichgewicht maximal ist.

61. Extremalitätsbedingungen im kanonischen und großkanoni-
schen Ensemble. Man zeige mit Hilfe der Boltzmannschen H-Funktion die
Extremaleigenschaft der freien Energie F = E−TS und des großkanonischen
Potentials J = E −TS −µN für ein Gleichgewichtssystem im Austausch mit
einem Wärmebad bzw. mit einem Wärme- und Teilchenbad.
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Lösung. Setzt man in (4.51) die kanonische Verteilung Pn = e−βEn/Z ein,
dann gilt

kH = −k
∑
n,n′

P ′
n′ | 〈n| n′〉 |2(lnZ + βEn) + S′

= −k lnZ − kβtr(ρ′H) + S′ = −k lnZ − kβE′ + S′ ≤ 0 .

Hieraus folgt

−kT lnZ = F = E − TS ≤ E′ − TS′ .

Die freie Energie ist also bei einem Gleichgewichtssystem mit vorgegebener
Temperatur minimal. Setzt man andererseits in (4.51) die großkanonische
Verteilung Pn = e−β(En−µNn)/Y ein, dann ist

kH = −k
∑
n,n′

P ′
n′ | 〈n| n′〉 |2(lnY + βEn − βµNn) + S′

= −k lnY − kβtr(ρ′H) + kβµtr(ρ′N) + S′

= −k lnY − kβE′ + βµN ′ + S′ ≤ 0 .

Hieraus folgt

−kT lnY = J = E − TS − µN ≤ E′ − TS′ − µN ′ .

Das heißt das großkanonische Potential ist bei einem Gleichgewichtssystem
mit vorgegebener Temperatur und vorgegebenem chemischen Potential mini-
mal. Im Rahmen der Thermodynamik, Abschn. 4.5, werden wir diese Extre-
malitätsbedingungen auf anderem Wege herleiten und genauer untersuchen.

4.5 Thermodynamik

Die Thermodynamik beschäftigt sich mit der makroskopischen Beschreibung
von materiellen Systemen im Gleichgewicht. Sie wurde in der Mitte des 19.
Jahrhunderts formuliert, also zu einer Zeit, als die mikroskopische Struktur
von Materie noch nicht richtig erkannt wurde bzw. als es noch keinen mi-
kroskopischen Zugang in Form von Ensemble-Theorien gab. Sie stellt somit
eine rein phänomenologische Theorie dar, deren Grundgesetze sich allein auf
experimentelle Erfahrung gründen und axiomatisch postuliert werden. Ins-
besondere wird die Existenz einer Entropiefunktion S mit der zugehörigen
Extremaleigenschaft vorausgesetzt, wobei sich ihre genaue Form im Rah-
men der Thermodynamik nur indirekt durch das Experiment bestimmen läßt.
Es wurde bereits desöfteren erwähnt, daß zwischen der statistischen Physik
und der Thermodynamik eine innige Verbindung besteht, weil die statisti-
sche Physik die mikroskopische Begründung für die in der Thermodynamik
rein makroskopisch definierten Begriffe und Gesetze liefert. Diese Verbindung
manifestiert sich in der Boltzmann-Gleichung S = k lnΩ.
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Dieser Abschnitt behandelt die Theorie der Thermodynamik. Es werden
die thermodynamischen Hauptsätze vorgestellt und anschließend besprochen.
Desweiteren diskutieren wir die thermodynamischen Potentiale, mit deren
Hilfe sich Systeme durch die verschiedensten unabhängigen Zustandsvaria-
blen ausdrücken lassen. Es werden thermische Koeffizienten zur Beschrei-
bung von Zustandsänderungen eingeführt und Beziehungen zwischen ihnen
hergeleitet. Ferner stellen wir mit Hilfe der thermodynamischen Potentiale
Gleichgewichtsbedingungen für offene Systeme in Form von einfachen Extre-
malitätsbedingungen auf und setzen hiermit verbundene Stabilitätskriterien
mit den thermischen Koeffizienten in Beziehung. Zum Schluß beschäftigen
wir uns mit Wärmekraftmaschinen und ziehen insbesondere die ersten bei-
den Hauptsätze heran, um Kriterien für ihre Realisierbarkeit abzuleiten.

Bevor wir beginnen, geben wir eine kurze Zusammenstellung einiger wich-
tiger thermodynamischer Begriffe, von denen manche auch schon im Zusam-
menhang mit der statistischen Physik benutzt wurden:

• Jedes makroskopische System ist ein thermodynamisches System. Sein
thermodynamischer Zustand wird durch einen Satz von thermodynami-
schen Zustandsgrößen beschrieben, also durch meßbare makroskopische
Größen wie z.B. Temperatur T , Druck P usw., die einen wohldefinierten
Wert besitzen.

• Das thermodynamische Gleichgewicht eines Systems ist dadurch definiert,
daß sein thermodynamischer Zustand zeitunabhängig ist.

• Eine Zustandsgleichung ist ein funktionaler Zusammenhang zwischen den
Zustandsgrößen des betrachteten Gleichgewichtssystems. Insbesondere
nennt man

P = P (T, V, N) thermische Zustandsgleichung
E = E(T, V, N) kalorische Zustandsgleichung .

• Eine Zustandsänderung eines Systems verläuft quasistatisch, wenn sich die
äußeren Parameter des Systems so langsam ändern, daß das System eine
Folge von Gleichgewichtszuständen durchläuft. Man nennt darüber hinaus
eine Zustandsänderung reversibel, wenn die zeitliche Umkehr der Ände-
rung der äußeren Parameter eine Umkehr der Folge von durchlaufenen
Zuständen bewirkt. Andernfalls heißt die Zustandsänderung irreversibel.
Jede reversible Zustandsänderung ist demnach auch quasistatisch; die Um-
kehrung dieser Aussage gilt dagegen i.a. nicht.

• Folgende Arten von Zustandsänderungen sind speziell definiert:

Adiabatisch: Keine Wärmeänderung: ∆Q = 0

Isentrop: Keine Entropieänderung: ∆S = 0
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Isochor: Kein Volumenänderung: ∆V = 0

Isotherm: Keine Temperaturänderung: ∆T = 0

Isobar: Keine Druckänderung: ∆P = 0 .

• Wird ein System durch eine intensive Zustandsgröße beschrieben, dann wis-
sen wir aus der statistischen Physik, daß die zugehörige extensive Größe nur
als Mittelwert spezifiziert ist. Dieser Mittelwert ist jedoch im Falle makro-
skopischer Systeme so scharf, daß er faktisch ebenfalls eine Zustandsgröße
des Systems darstellt. Dies werden wir im folgenden konsequent berück-
sichtigen, indem wir keine Mittelwerte hinschreiben, sondern z.B. für E
und N die Symbole E bzw. N verwenden. In diesem Zusammenhang sei
auch darauf hingewiesen, daß in vielen Lehrbüchern der statistische Mittel-
wert der Energie, E, im Rahmen der Thermodynamik mit innerer Energie
U bezeichnet wird.

4.5.1 Hauptsätze der Thermodynamik

Die Thermodynamik basiert auf folgenden empirisch gefundenen Grundge-
setzen:

Hauptsätze der Thermodynamik

1. Hauptsatz
Für jedes System ist die Energie E eine extensive Zustandsgröße, welche
bei abgeschlossenen Systemen erhalten ist. Tauscht ein System Energie mit
seiner Umgebung aus, dann gilt für das totale Differential dE

dE = d̂Q + d̂W .

Hierbei ist d̂Q die dem System zugeführte Wärmemenge und d̂W die dem
System zugeführte mechanische Arbeit.

2. Hauptsatz
1. Teil: Es gibt eine extensive Zustandsgröße, die Entropie S, und eine
intensive Größe, die absolute Temperatur T , mit der folgenden Eigenschaft:
Für ein nicht isoliertes System, welches in einem quasistatischen Prozeß die
Wärmemenge d̂Q absorbiert, gilt

dS =
d̂Q

T
für reversible Prozesse

dS >
d̂Q

T
für irreversible Prozesse .

2. Teil: Die Entropie eines abgeschlossenen Systems kann mit der Zeit nur
größer werden und ist im Gleichgewicht maximal: ∆S ≥ 0.

�
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3. Hauptsatz (Nernstscher Wärmesatz)
Beim absoluten Temperatur-Nullpunkt T = 0 nähert sich die Entropie eines
Gleichgewichtssystems dem Entropie-Nullpunkt: S

T→0−→ 0.

Zum 1. Hauptsatz. Hier werden offenbar zwei Arten der Energiezufuhr un-
terschieden. Zum einen gibt es die mechanische Arbeit d̂W . Beispiele hierfür
sind etwa eine Volumenänderung oder die Änderung der Teilchenzahl. Zum
anderen kann dem System auch Energie in Form von Wärme d̂Q zugeführt
werden, und zwar ohne, daß dabei Arbeit verrichtet werden muß.

Für die infinitesimalen Änderungen d̂Q und d̂W wurde das Symbol d̂
eingeführt, da Q und W keine Zustandsgrößen sind und somit keine wohlde-
finierten Werte in Gleichgewichtszuständen besitzen. Betrachten wir hierzu
z.B. einen Kreisprozeß, bei dem ein System von einem bestimmten Zustand
über verschiedene Zwischenzustände in den Ausgangszustand zurückkehrt.
Für solche Prozesse muß die Gesamtänderung jeder Zustandsgröße verschwin-
den. Dies bedeutet für die Energie∮

dE = 0 .

Für die während des Kreisprozesses zugeführte Wärme und Arbeit gilt dage-
gen i.a. (siehe Unterabschn. 4.5.5)∮

d̂Q = −
∮

d̂W �= 0 .

Das heißt die Änderung der Wärme und der mechanischen Arbeit hängt i.a.
vom Austauschprozeß selbst ab und nicht, wie bei der Energie, lediglich vom
Anfangs- und Endzustand des Systems. Anders ausgedrückt: Im Gegensatz
zu dE sind d̂Q und d̂W keine totalen Differentiale.

Zum 2. Hauptsatz. Bei einer quasistatischen Zustandsänderung werden
die äußeren Parameter eines Systems hinreichend langsam verändert, so daß
sich das System während des gesamten Prozesses im Gleichgewicht befindet.
In diesem Fall können wir für die am System geleistete Arbeit schreiben:

d̂W = −
∑

i

Xidxi , Xi = generalisierte Kraft .

Unter Verwendung des 1. und 2. Hauptsatzes ergibt sich hieraus die Gibbssche
Fundamentalform (vgl. (4.56)):

Satz 4.14: Gibbssche Fundamentalform

Bei einer quasistatischen Zustandsänderung ist

dE = d̂Q + d̂W ≤ TdS −
∑

i

Xidxi .

Das Gleichheitszeichen gilt für reversible Prozesse.
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Lösen wir diese Gleichung für reversible Prozesse nach dS auf,

dS =
dE

T
+

∑
i

Xi

T
dxi ,

und bilden andererseits das totale Differential der Entropie,

dS =
∂S(E, x)

∂E
dE +

∑
i

∂S(E, x)
∂xi

dxi ,

dann folgt durch Vergleich der letzten beiden Gleichungen

1
T

=
∂S(E, x)

∂E
, Xi = T

∂S(E, x)
∂xi

.

Diese Ausdrücke entsprechen gerade den Definitionen der Temperatur (4.21)
und der generalisierten Kräfte (4.23) in der statistischen Physik. Wir sehen
hieran explizit die Äquivalenz zwischen den statistischen und thermodynami-
schen Begriffen ”Entropie“, ”Temperatur“ und ”generalisierte Kräfte“. Ins-
besondere kann deshalb auch hier der in Unterabschn. 4.2.3 stehende Satz
4.9 bzgl. der Gleichgewichtsbedingungen eines zweiteiligen abgeschlossenen
Systems unverändert übernommen werden.

Die Temperaturskala wird in der Thermodynamik durch Festlegung einer
bestimmten Temperatur definiert. Hierzu wählt man konventionsgemäß den
Tripelpunkt von Wasser, wo alle drei Phasen Wasserdampf, Wasser und Eis
im Gleichgewicht sind, und legt diesen auf Tt = 273.16 K (Kelvin) fest. 1 K
ist demnach der 1/273.16-te Teil der Temperaturspanne zwischen T = 0 und
T = Tt. Aus dieser Festlegung folgt für die Boltzmann-Konstante der Wert
k = 1.38054 · 10−23 J/K.

Durch den 2. Hauptsatz, 2. Teil wird eine Zeitrichtung vorgegeben, denn
∆S ≥ 0 bedeutet ja dS/dt ≥ 0. Nun wissen wir aber, daß sich die Entropie
mikroskopisch, d.h. unter Anwendung der Mechanik bzw. Quantenmechanik
begründen läßt, also durch Theorien, die zeitumkehrinvariant sind. Da bis
heute nicht endgültig geklärt ist, wie sich die thermodynamische Zeitrichtung
quantenmechanisch erklären läßt, müssen wir ∆S ≥ 0 als reine Erfahrungs-
tatsache hinnehmen. Man beachte in diesem Zusammenhang, daß wir auch in
der Elektrodynamik und Quantenmechanik eine Festlegung der Zeitrichtung
kennengelernt haben, nämlich bei der Bevorzugung retardierter gegenüber
avancierter Potentiale (Unterabschn. 2.2.4) und bei der Bevorzugung auslau-
fender gegenüber einlaufender Kugelwellen (Unterabschn. 3.10.1).

Zum 3. Hauptsatz. Hierdurch sind nicht nur Entropiedifferenzen wie beim
2. Satz, sondern auch die Entropie selbst eindeutig definiert. Experimen-
telle Unterstützung dieses Satzes kommt aus der Messung von spezifischen
Wärmen, die am Nullpunkt ebenfalls verschwinden sollten. Dies ist bisher für
alle untersuchten Systeme verifiziert worden.
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4.5.2 Thermodynamische Potentiale

Wie einleitend bereits erwähnt wurde, beschreibt eine Zustandsgleichung
den funktionalen Zusammenhang zwischen verschiedenen Zustandsgrößen ei-
nes thermodynamischen Systems. Oftmals erweist es sich als günstig, be-
stimmte Größen gegenüber anderen vorzuziehen, da diese dem Experiment
leichter zugänglich sind. Im allgemeinen gehört zu jedem Satz extensiver
Zustandsgrößen (S, x1, x2, . . .) ein konjugierter Satz von intensiven Größen
(T, X1, X2, . . .) so daß man die geeigneten Größen aus beiden Sätzen frei
wählen kann, also z.B. (T, x1, X2, x3, . . .). Wir bestimmen nun die Zustands-
gleichungen für die folgenden Sätze von unabhängigen Zustandsgrößen (die
Verallgemeinerung auf andere Kombinationen ist unproblematisch):

(S, V, N) , (T, V, N) , (S, P, N) , (T, P, N) , (T, V, µ) . (4.58)

Ausgangspunkt hierfür ist die Gibbssche Fundamentalform (siehe Satz 4.14):

dE = TdS + µdN − PdV ,

mit der Entropie S, dem Volumen V und der Teilchenzahl N als einzige
unabhängige Zustandsgrößen. Aus ihr ergeben sich durch Legendre-Transfor-
mationen alle weiteren totalen Differentiale mit den entsprechenden, in (4.58)
aufgeführten unabhängigen Variablenpaaren:

Definition: Thermodynamische Potentiale

• Energie E (unabhängige Zustandsvariablen: S, V, N):

dE = TdS − PdV + µdN

=⇒ E = E(S, V, N) .

• Freie Energie F (unabhängige Zustandsvariablen: T, V, N):

dF = d(E − TS) = −SdT − PdV + µdN

=⇒ F = F (T, V, N) = E − TS .

• Enthalpie H (unabhängige Zustandsvariablen: S, P, N):

dH = d(E + PV ) = TdS + V dP + µdN

=⇒ H = H(S, P, N) = E + PV .

• Freie Enthalpie G (unabhängige Zustandsvariablen: T, P, N):

dG = d(H − TS) = −SdT + V dP + µdN

=⇒ G = G(T, P, N) = E − TS + PV .

�
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• Großkanonisches Potential J (unabh. Zustandsvariablen: T, V, µ):

dJ = d(F − µN) = −SdT − PdV − Ndµ

=⇒ J = J(T, V, µ) = E − TS − µN .

Die Zustandsgrößen E, F , H, G, J heißen thermodynamische Potentia-
le, sofern sie als Funktion der jeweils angegebenen natürlichen Variablen
auftreten.

Um z.B. die freie Enthalpie zu erhalten, hat man die entsprechenden funk-
tionalen Abhängigkeiten E(T, P, N), S(T, P, N) und V (T, P, N) in die Defi-
nitionsgleichung G = E − TS + PV einzusetzen.

Thermodynamische Kräfte. Schreibt man für jedes der angegebenen Po-
tentiale das vollständige Differential an, dann liefert der Vergleich mit den
entsprechenden Definitionsgleichungen die zugehörigen thermodynamischen
Kräfte. Sie lauten(

∂E

∂S

)
V,N

= T ,

(
∂E

∂V

)
S,N

= −P ,

(
∂E

∂N

)
S,V

= µ(
∂F

∂T

)
V,N

= −S ,

(
∂F

∂V

)
T,N

= −P ,

(
∂F

∂N

)
T,V

= µ(
∂H

∂S

)
P,N

= T ,

(
∂H

∂P

)
S,N

= V ,

(
∂H

∂N

)
S,P

= µ(
∂G

∂T

)
P,N

= −S ,

(
∂G

∂P

)
T,N

= V ,

(
∂G

∂N

)
T,P

= µ(
∂J

∂T

)
V,µ

= −S ,

(
∂J

∂V

)
T,µ

= −P ,

(
∂J

∂µ

)
T,V

= −N .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.59)

Maxwell-Relationen. Aus der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen
einer Funktion f(x, y), also ∂2f/∂x∂y = ∂2f/∂y∂x, ergeben sich aus jeder
Zeile von (4.59) jeweils 3 Maxwell-Relationen. Wir begnügen uns hier mit
der Angabe jeweils einer Maxwell-Relation aus den ersten vier Zeilen; sie
entsprechen dem Fall konstanter Teilchenzahl N :(

∂T

∂V

)
S,N
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(

∂P

∂S

)
V,N(

∂S

∂V

)
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(
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(
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)
P,N

−
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∂S
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)
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)
P,N

.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.60)
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Gibbs-Duhem-Relationen. Zwischen dem chemischen Potential µ und der
freien Enthalpie G besteht ein besonders einfacher Zusammenhang. Da die
freie Enthalpie eine extensive Größe ist, gilt

G(T, P, N) = Ng(T, P ) ,

wobei g eine intensive Größe darstellt. Unter Verwendung von (4.59) folgt
hieraus die Gibbs-Duhem-Relation

µ =
(

∂G

∂N

)
T,P

= g(T, P ) =
G

N
=⇒ G = µN .

Setzen wir dies z.B. in die freie Energie F und in das großkanonische Potential
J ein, dann folgen als weitere Gibbs-Duhem-Beziehungen

F = µN − PV , J = −PV . (4.61)

Vollständige thermodynamische Information. Offensichtlich ergeben
sich aus der Kenntnis eines thermodynamischen Potentials als Funktion seiner
natürlichen Variablen alle anderen Potentiale (durch Legendre-Transforma-
tionen) und somit alle thermodynamischen Zustandsgrößen. Insofern enthält
jedes einzelne thermodynamische Potential die vollständige thermodynami-
sche Information des betrachteten Systems. Als Beispiel betrachten wir die
freie Enthalpie H = H(S, P, N) und zeigen, wie man hieraus die kalorische
Zustandsgleichung E = E(T, V, N) erhält. Grundsätzlich beginnt man mit
den partiellen Ableitungen des Potentials:

T =
(

∂H

∂S

)
P,N

= T (S, P, N) .

Löst man diese Gleichung nach S auf, so ergibt sich S(T, P, N). Weiterhin
gilt

V =
(

∂H

∂P

)
S,N

= V (S, P, N) = V [S(T, P, N), P, N ] = V (T, P, N) .

Diese Gleichung, nach P aufgelöst, ergibt P (T, V, N). Setzt man nun
S(T, P, N) und P (T, V, N) in H(S, P, N) ein, dann folgt

H(S, P, N) = H{S[T, P (T, V, N), N ], P (T, V, N), N} = H(T, V, N)

und somit schließlich

E = H(T, V, N) − P (T, V, N)V = E(T, V, N) .

Man erhält übrigens mit S(T, P, N), P (T, V, N) und E(T, V, N) auch direkt
die freie Energie als Funktion ihrer natürlichen Variablen:

F = E(T, V, N) − TS[T, P (T, V, N), N ] = F (T, V, N) .
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4.5.3 Zustandsänderungen und thermische Koeffizienten

Aus experimenteller Sicht erhält man Aufschluß über die Zusammenhänge
zwischen den einzelnen makroskopischen Größen, indem man ihr Verhalten
bei Änderung bestimmter Größen studiert. Zu diesem Zweck definiert man
die folgenden thermischen Koeffizienten, weil diese dem Experiment in vielen
Fällen einfach zugänglich sind:13

Ausdehnungskoeffizient: α =
1
V

(
∂V

∂T

)
P

= − 1
V

(
∂S

∂P

)
T

Druckkoeffizient: β =
(

∂P

∂T

)
V

=
(

∂S

∂V

)
T

Isobare Wärmekapazität: CP = T

(
∂S

∂T

)
P

=
(

∂H

∂T

)
P

Isochore Wärmekapazität: CV = T

(
∂S

∂T

)
V

=
(

∂E

∂T

)
V

.

Die ersten beiden Relationen bestehen aus zweiten Ableitungen der thermo-
dynamischen Potentiale und sind in den Maxwell-Relationen (4.60) enthalten.
Die letzten beiden enthalten erste Ableitungen der Potentiale und ergeben
sich aus den vollständigen Differentialen von dH bzw. dE, wie sie in der obi-
gen Definition der thermodynamischen Potentiale angegeben sind. Darüber
hinaus führt man noch folgende Kompressibilitäten ein:

Isotherme Kompressibilität: κT = − 1
V

(
∂V

∂P

)
T

Adiabatische Kompressibilität: κS = − 1
V

(
∂V

∂P

)
S

.

Normalerweise sind nicht alle diese Größen im selben Maße einfach zu messen.
Es ist deshalb instruktiv, Beziehungen zwischen ihnen herzuleiten. Tauscht
man beim Druckkoeffizient festgehaltene und veränderliche Variable nach der
Regel (A.4) aus, dann folgt als erste Relation

β =
α

κT
. (4.62)

Eine weitere Gleichung ergibt sich aus S = S(T, V ) = S[T, V (T, P )]:

T

(
∂S

∂T

)
P

= T

(
∂S

∂T

)
V

+ T

(
∂S

∂V

)
T

(
∂V

∂T

)
P

=⇒ CP − CV = T

(
∂S

∂V

)
T

(
∂V

∂T

)
P

.

Bei Verwendung der Regel (A.4) sowie der zweiten in (4.60) angegebenen
Maxwell-Relation können wir dies umschreiben zu
13 Der überall konstant gehaltene Parameter N wird im folgenden unterdrückt.
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∂S

∂V

)
T

=
(

∂P

∂T

)
V

= −
(

∂P

∂V

)
T

(
∂V

∂T

)
P

=⇒ CP − CV = −T

(
∂P

∂V

)
T

(
∂V

∂T

)2

P

=
α2TV

κT
. (4.63)

Aus V = V (S, P ) = V [T (S, P ), P ] ergibt sich eine dritte Beziehung in ana-
loger Weise:(

∂V

∂P

)
S

=
(

∂V

∂T

)
P

(
∂T

∂P

)
S

+
(

∂V

∂P

)
T

=⇒ κT − κS =
1
V

(
∂V

∂T

)
P

(
∂T

∂P

)
S

.

Mit der dritten, in (4.60) angegebenen Maxwell-Relation sowie der Ketten-
regel (A.6) geht diese Gleichung über in(

∂T

∂P

)
S

=
(

∂V

∂S

)
P

=
(

∂V

∂T

)
P

(
∂T

∂S

)
P

=⇒ κT − κS =
1
V

(
∂V

∂T

)2

P

(
∂T

∂S

)
P

=
α2TV

CP
. (4.64)

Die Kombination von (4.63) und (4.64) liefert schließlich die weiteren Bezie-
hungen

CP =
α2TV

κT − κS
, CV =

α2TV κS

(κT − κS)κT
,

CP

CV
=

κT

κS
.

4.5.4 Gleichgewicht und Stabilität

Wir wollen nun untersuchen, wie sich Gleichgewichtsbedingungen von nicht
abgeschlossenen (offenen) Systemen formulieren lassen. Wir nehmen dabei
an, daß diese Systeme im allgemeinsten Fall Wärme und mechanische Ener-
gie in Form von Volumen V und Teilchen N mit ihrer Umgebung quasistatisch
austauschen können. (Die Verallgemeinerung auf andere mechanische Ener-
gieformen ist unproblematisch.) Ausgangspunkt ist die aus dem 2. Hauptsatz,
1. Teil folgende Gibbssche Fundamentalform (siehe Satz 4.14)

TdS ≥ dE − µdN + PdV . (4.65)

Betrachten wir zunächst den Fall eines abgeschlossenen Systems, also
dE = dV = dN = 0, dann folgt hieraus

(dS)E,V,N ≥ 0 .

Das heißt die Entropie eines abgeschlossenen Systems mit konstanter Energie,
konstanter Teilchenzahl und konstantem Volumen wird niemals kleiner und
besitzt im Gleichgewicht ein Maximum. Dies ist aber gerade der Inhalt des 2.
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Hauptsatzes, 2. Teil. Der 2. Teil ergibt sich also als notwendige Folgerung aus
dem 1. Teil. Nehmen wir nun an, das System werde von außen auf konstanter
Entropie gehalten und sei ansonsten isoliert (dS = dN = dV = 0). Dann
folgt aus (4.65)

(dE)S,V,N ≤ 0 .

Also: Die Energie eines Systems, das auf konstanter Entropie gehalten wird
und ansonsten isoliert ist, wird niemals größer und besitzt im Gleichgewichts-
zustand ein Minimum. Als nächstes betrachten wir den Fall, daß ein System
von außen auf konstanter Temperatur gehalten wird und mechanisch isoliert
ist (dT = dN = dV = 0). Dann können wir, wieder ausgehend von (4.65),
schreiben:

TdS ≥ dE − µdN + PdV

≥ d(E − TS) + TdS + SdT − µdN + PdV

=⇒ 0 ≥ dF + SdT − µdN + PdV

=⇒ (dF )T,V,N ≤ 0 .

Die freie Energie eines Systems, das auf konstanter Temperatur gehalten wird
und mechanisch isoliert ist, wird niemals größer und besitzt im Gleichgewicht
ein Minimum. Auf die hier vorgeführte Weise lassen sich leicht die entspre-
chenden Bedingungen für offene Systeme mit anderen konstant gehaltenen
Parametern herleiten. Für dS = dP = dN = 0 hat man

TdS ≥ dE − µdN + PdV

≥ d(E + PV ) − V dP − µdN

=⇒ 0 ≥ dH − V dP − µdN

=⇒ (dH)S,P,N ≤ 0 .

Für dT = dP = dN = 0 ergibt sich

TdS ≥ dE − µdN + PdV

≥ d(E − TS + PV ) + TdS + SdT − V dP − µdN

=⇒ 0 ≥ dG + SdT − V dP − µdN

=⇒ (dG)T,P,N ≤ 0 ,

und für dT = dµ = dV = 0 folgt schließlich

TdS ≥ dE − µdN + PdV

≥ d(E − TS − µN) + SdT + TdS + Ndµ + PdV

=⇒ 0 ≥ dJ + SdT + Ndµ + PdV

=⇒ (dJ)T,V,µ ≤ 0 .
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Wir erkennen hieraus folgende einfache Gesetzmäßigkeit:

Satz 4.15: Gleichgewichtsbedingungen
und thermodynamische Potentiale

Werden bei einem System die natürlichen Variablen eines bestimmten ther-
modynamischen Potentials konstant gehalten, dann wird dieses Potential
niemals größer und besitzt im Gleichgewicht ein Minimum:

E, V, N konstant =⇒ (dS)E,V,N ≥ 0 (abgeschl. System: Maximum)

S, V, N konstant =⇒ (dE)S,V,N ≤ 0

T, V, N konstant =⇒ (dF )T,V,N ≤ 0

S, P, N konstant =⇒ (dH)S,P,N ≤ 0

T, P, N konstant =⇒ (dG)T,P,N ≤ 0

T, V, µ konstant =⇒ (dJ)T,V,µ ≤ 0 .

Als Beispiel für das Minimumsprinzip der freien Energie betrachte man ein
Gas in einem Zylinder bei konstanter Temperatur, konstanter Teilchenzahl
und konstantem Volumen. Im Zylinder sei ein frei beweglicher Kolben, der
das Gesamtvolumen V in zwei Teile V1 und V2 aufteilt, in denen die Drücke
P1 und P2 herrschen. Gefragt ist nach der Gleichgewichtslage des Kolbens,
wenn man ihn an irgend einer Stelle losläßt. Die zugehörige Gleichgewichts-
bedingung lautet (dV2 = −dV1)

(dF )T,V,N =
(

∂F

∂V1

)
T,N

dV1 +
(

∂F

∂V2

)
T,N

dV2

=

[(
∂F

∂V1

)
T,N

−
(

∂F

∂V2

)
T,N

]
dV1 = 0 .

Hieraus folgt erwartungsgemäß(
∂F

∂V1

)
T,N

=
(

∂F

∂V2

)
T,N

⇐⇒ P1 = P2 .

Stabilität. Die in Satz 4.15 angegebenen Minimumsbedingungen der ther-
modynamischen Potentiale sind notwendig aber nicht hinreichend, um einen
Gleichgewichtszustand zu determinieren. Betrachten wir z.B. die Energie
E(S, V ), dann bedarf es für stabiles Gleichgewicht bei einer kleinen Variation
von S und V neben dE = 0 zusätzlich der Bedingung

d2E > 0 .

Führen wir diese Variation aus, dann erhalten wir



4.5 Thermodynamik 461

E(S + dS, V + dV ) = E(S, V ) +
(

∂E

∂S

)
V

dS +
(

∂E

∂V

)
S

dV

+
[(

∂2S

∂S2

)
V

(dS)2 + 2
∂2S

∂S∂V
dSdV

+
(

∂2E

∂V 2

)
S

(dV )2
]

+ . . .

=⇒
(

∂2E

∂S2

)
V

(dS)2 + 2
∂2E

∂S∂V
dSdV +

(
∂2E

∂V 2

)
S

(dV )2 > 0 .

Damit nun eine beliebige quadratische Form ax2 + 2bxy + cy2 positiv definit
ist, muß gelten: a > 0, c > 0 und (ac − b2) > 0. Dies bedeutet in unserem
Fall(

∂2E

∂S2

)
V

=
(

∂T

∂S

)
V

=
T

CV
> 0 =⇒ CV > 0 (4.66)

(
∂2E

∂V 2

)
S

= −
(

∂P

∂V

)
S

=
1

V κS
> 0 =⇒ κS > 0 (4.67)

(
∂2E

∂S2

)
V

(
∂2E

∂V 2

)
S

−
(

∂2E

∂S∂V

)2

=
T

V CV κS
−

(
∂T

∂V

)2

S

> 0

=⇒ T

V CV κS
>

(
∂T

∂V

)2

S

.

In gleicher Weise führt z.B. die Stabilitätsbedingung d2F > 0 zu der Unglei-
chung(

∂2F

∂V 2

)
T

= −
(

∂P

∂V

)
T

=
1

V κT
> 0 =⇒ κT > 0 . (4.68)

Die Bedingungen (4.66), (4.67) und (4.68) besagen, daß ein System nur dann
im Gleichgewicht sein kann, wenn

• die Temperatur steigt, falls es bei konstantem Volumen aufgeheizt wird
(CV > 0),

• das Volumen kleiner wird, falls es bei konstanter Entropie komprimiert
wird (κS > 0),

• das Volumen kleiner wird, falls es bei konstanter Temperatur komprimiert
wird (κT > 0).

Dies sind spezielle Beispiele des Le Chatelier-Prinzips, nach dem spontane
Änderungen eines Gleichgewichtssystems zu Prozessen führen, die bestrebt
sind, das System zurück ins Gleichgewicht zu bringen. Aus CV , κT > 0 folgt
wegen (4.63) auch CP > 0. Weiterhin folgt aus κT > 0 und (4.62), daß α
und β das gleiche Vorzeichen haben; im Normalfall sind sie positiv. Eine
Ausnahme ist z.B. Wasser am Gefrierpunkt.
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4.5.5 Wärmekraftmaschinen und Kreisprozesse

Historisch gesehen begann die Entwicklung der Thermodynamik mit dem
Studium von Wärmekraftmaschinen. Hierunter versteht man Maschinen, die
Wärme in andere Energieformen umwandeln. Aufgrund ihrer immensen tech-
nologischen Bedeutung, ganz abgesehen von ihrer historischen Bedeutung im
Zusammenhang mit der industriellen Revolution, wollen wir in diesem Un-
terabschnitt einige Eigenschaften von Wärmekraftmaschinen genauer unter-
suchen. Wir beschränken uns dabei auf zyklisch arbeitende Maschinen, also
auf solche, die nach Durchlaufen eines Zyklusses in ihren Ausgangszustand
zurückkehren.

Perpetuum mobile 1. und 2. Art. Man betrachte das in Abb. 4.5 skiz-
zierte abgeschlossene System. Es besteht aus einem Wärmereservoir R mit

R, T M S
∆Q ∆W

Abb. 4.5. Schematische Darstellung einer Wärmekraftmaschine M, die eine
Wärmemenge ∆Q in Arbeit ∆W umwandelt

konstanter Temperatur T , einer Wärmekraftmaschine M und einem Arbeits-
speicher S. Innerhalb eines Zyklusses entnimmt die Maschine dem Reser-
voir die Wärmemenge ∆Q, wandelt sie in Arbeit ∆W um und führt diese
dem Arbeitsspeicher zu. Da die Maschine nach einem Zyklus wieder in ihren
Ausgangszustand zurückkehrt, gilt ∆EM = 0. Nach dem 1. Hauptsatz folgt
hieraus

∆EM = ∆Q − ∆W = 0 =⇒ ∆Q = ∆W .

Dies bedeutet, die Maschine ist sicherlich nicht in der Lage, mehr Arbeit ab-
zugeben als sie in Form von Wärme aufgenommen hat. Mit anderen Worten:
Der erste Hauptsatz verbietet die Existenz eines Perpetuum mobiles 1. Art.
Die Maschine ist allerdings auch nicht in der Lage, genau soviel Arbeit abzu-
geben, wie sie an Wärme aufgenommen hat, weil dies im Widerspruch zum
2. Hauptsatz steht. Um dies zu sehen, benötigen wir die Entropieänderungen
von R, M und S nach einem Zyklus. Da dem Reservoir die Wärmemenge ∆Q
entzogen wurde, gilt

∆SR ≥ −∆Q

T
= −∆W

T
.

Für die Maschine ist

∆SM = 0 ,
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weil sie nach dem Zyklus wieder in denselben Zustand zurückkehrt. Neh-
men wir sinnvoller Weise an, daß der Arbeitsspeicher nur aus sehr wenigen
Freiheitsgraden besteht, z.B. aus einer Feder mit nur einem Freiheitsgrad,
dann ist seine Entropieänderung gegenüber derjenigen von R sicherlich ver-
nachlässigbar, also

∆SS ≈ 0 .

Nach dem 2. Hauptsatz muß die Entropieänderung des abgeschlossenen Ge-
samtsystems größer gleich Null sein, d.h. es muß gelten:

∆SR + ∆SM + ∆SS ≥ −∆W

T
≥ 0 =⇒ ∆W ≤ 0 .

Wir folgern hieraus: Es gibt keine Maschine, dessen Wirkung einzig und allein
darin besteht, eine Wärmemenge ∆Q in die Arbeit ∆W = ∆Q umzuwandeln
(Perpetuum mobile 2. Art). Diese Aussage ist die Kelvinsche Formulierung
des 2. Hauptsatzes. Hierzu äquivalent ist die Clausiussche Formulierung des
2. Hauptsatzes: Es gibt keine Maschine, dessen Wirkung einzig und allein
darin besteht, eine Wärmemenge ∆Q einem kälteren Wärmereservoir zu ent-
nehmen und einem wärmeren zuzuführen. Man überzeugt sich leicht von der
Richtigkeit dieser Aussage, indem man wieder die Energie- und Entropiebi-
lanz für das System R1+M+R2 anschreibt.

Wärmekraftmaschinen und Wirkungsgrad. Um eine funktionstüchti-
ge, d.h. eine mit dem 1. und 2. Hauptsatz im Einklang stehende Wärmekraft-
maschine bauen zu können, muß man dafür sorgen, daß die Gesamtentropie
während eines Zyklusses nicht abnimmt. Dies läßt sich erreichen, indem man
das oben skizzierte System um ein weiteres Wärmereservoir erweitert, an das
die Maschine einen Teil seiner aufgenommenen Wärmemenge abgeben kann,
so daß sich die Entropie dieses Reservoirs um den erforderlichen Betrag ver-
größert. Ein solches System ist in Abb. 4.6 dargestellt. Aus dem 1. Hauptsatz
ergibt sich jetzt

∆EM = ∆Q1 − ∆Q2 − ∆W = 0 =⇒ ∆Q2 = ∆Q1 − ∆W . (4.69)

Die Entropiedifferenzen der einzelnen Systemkomponenten sind

R1, T1 M R2, T2
∆Q1 ∆Q2

∆W

S

T1 > T2

Abb. 4.6. Schematische Darstellung einer realisierbaren Wärmekraftmaschine M,
die einen Teil ∆Q2 der aufgenommen Wärmemenge ∆Q1 abgibt und den Rest in
Arbeit ∆W umwandelt
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∆SR1 ≥ −∆Q1

T1
, ∆SR2 ≥ ∆Q2

T2
, ∆SM = 0 , ∆SS ≈ 0 .

Der 2. Hauptsatz liefert die Bedingung

∆SR1 + ∆SR2 + ∆SM + ∆SS ≥ ∆Q1

(
1
T2

− 1
T1

)
− ∆W

T2
≥ 0 .

Hieraus folgt, daß die maximale (positive) Arbeit, die M abgeben kann, nach
oben beschränkt ist durch

∆W ≤ ∆Q1

(
T1 − T2

T1

)
, T1 > T2 . (4.70)

In der Praxis ist das Wärmereservoir R1 nicht unendlich groß, so daß die
ihm entnommene Wärme ∆Q1 dauernd ersetzt werden muß, z.B. durch Ver-
brennung von Kohle oder Öl. Man definiert daher den Wirkungsgrad η einer
Wärmekraftmaschine durch

η =
erzeugte Arbeit

aufgebrachte Wärme
=

∆W

∆Q1
=

∆Q1 − ∆Q2

∆Q1
.

Für realisierbare Wärmekraftmaschinen gilt somit

η ≤ ηideal =
T1 − T2

T1
,

wobei der ideale Wirkungsgrad ηideal reversible Prozesse voraussetzt. In der
Praxis erreichte Wirkungsgrade liegen etwa bei η = 30%.

Man kann natürlich auch den Prozeß in Abb. 4.6 umdrehen, so daß die
Maschine M unter Arbeitsaufwand ∆W die Wärmemenge ∆Q2 dem Reser-
voir R2 entnimmt und die Wärmemenge ∆Q1 dem Reservoir R1 zuführt
(siehe Abb. 4.7). In diesem Fall drehen sich die Vorzeichen von ∆Q1, ∆Q2
und ∆W um, so daß (4.70) betragsmäßig übergeht in

∆W ≥ ∆Q1

(
T1 − T2

T1

)
, T1 > T2

oder mit (4.69)

∆W ≥ ∆Q2

(
T1 − T2

T2

)
, T1 > T2 .

R1, T1 M R2, T2
∆Q1 ∆Q2

∆W

S

T1 > T2

Abb. 4.7. Schematische Darstellung einer realisierbaren Wärmekraftmaschine M,
die unter Arbeitsaufwand ∆W eine Wärmemenge ∆Q2 aufnimmt und in eine
Wärmemenge ∆Q1 > ∆Q2 umwandelt (Wärmepumpe, Kühlschrank)
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Im Falle eines Kühlschrankes ist der Nutzen die von R2 abgezogene Wärme
∆Q2, und im Falle einer Wärmepumpe ist es die nach R1 transportierte
Wärme ∆Q1. Man definiert daher für den Kühlschrank

η =
∆Q2

∆W
≤ ηideal =

T2

T1 − T2

und für die Wärmepumpe

η =
∆Q1

∆W
≤ ηideal =

T1

T1 − T2
.

Carnotscher Kreisprozeß. Carnot-Maschinen sind ideale Wärmekraftma-
schinen, die während eines Zyklusses nur reversible Prozesse durchlaufen, so
daß ihr Wirkungsgrad gleich ihrem idealen Wirkungsgrad ist. Eine solche Ma-
schine läßt sich (zumindest theoretisch) in folgender Weise konstruieren: Sei
x ein äußerer Parameter der Maschine M, dann führt eine Änderung von x zu
einer Arbeitsleistung von M. Die Ausgangsposition von M sei charakterisiert
durch x = xa und T = T2, wobei T2 die Temperatur des kälteren Wärme-
reservoirs R2 bezeichne. Die Maschine durchlaufe nun folgende Schritte in
reversibler Weise:

1. Adiabatischer Schritt: x wird bei thermischer Isolierung von M langsam
verändert, bis M die Temperatur T1 > T2 erreicht hat (xa → xb, T2 → T1).

2. Isothermischer Schritt: M wird mit dem wärmeren Reservoir R1 der Tem-
peratur T1 in thermischen Kontakt gebracht. x wird weiter geändert, so
daß M bei gleichbleibender Temperatur T1 die Wärmemenge ∆Q1 von R1
absorbiert (xb → xc).

3. Adiabatischer Schritt: M wird wieder thermisch isoliert. x wird so geändert,
daß die Temperatur von M von T1 nach T2 zurückkehrt (xc → xd, T1 → T2).

4. Isothermischer Schritt: M wird nun mit dem kälteren Reservoir R2 der
Temperatur T2 in thermischen Kontakt gebracht. Der Parameter x wird
geändert, bis er seinen Ausgangswert xa erreicht hat, wobei M bei gleich-
bleibender Temperatur T2 die Wärmemenge ∆Q2 an R2 abgibt (xd → xa).

Der Zyklus ist nun beendet, und die Maschine ist wieder in ihrem Ausgangs-
zustand. Für die Entropie- und Energieänderung der Maschine gilt

∆SM = 0 +
∆Q1

T1
+ 0 − ∆Q2

T2
= 0 =⇒ ∆Q1

T1
=

∆Q2

T2

∆EM = ∆Q1 − ∆Q2 − ∆W = 0 =⇒ ∆W = ∆Q1 − ∆Q2 ,

wobei

∆W =

xb∫
xa

dxX +

xc∫
xb

dxX +

xd∫
xc

dxX +

xa∫
xd

dxX =
∮

dxX
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die vom System geleistete Arbeit ist. Die Entropieänderung des Gesamtsy-
stems, bestehend aus den Reservoirs R1 und R2, der Maschine M und dem
Arbeitsspeicher S, ist (∆SS ≈ 0)

∆S = −∆Q1

T1
+

∆Q2

T2
= 0 .

Das heißt es handelt sich beim Carnotschen Kreisprozeß in der Tat um einen
reversiblen Prozeß. Er kann deshalb auch in umgekehrter Richtung ablaufen
und so für einen Kühlschrank oder eine Wärmepumpe verwendet werden.

Betrachten wir als Beispiel eines Carnotschen Prozesses ein (nicht unbe-
dingt ideales) Gas, das in einem Zylinder mit einem beweglichen Kolben ein-
geschlossen ist (Abb. 4.8). Hierbei ist das Volumen V der veränderliche äußere
Parameter. Die vier Carnot-Schritte lassen sich in einem PV -Diagramm in
der in Abb. 4.9 gezeigten Weise darstellen. Die vom Gas während eines Zy-
klusses geleistete Arbeit ist dabei gerade die von den beiden Isothermen und
Adiabaten eingeschlossene Fläche.

Isolator T1 Isolator T2

Va → Vb Vb → Vc Vc → Vd Vd → Va

Abb. 4.8. Carnotscher Kreisprozeß eines mit Gas gefüllten Zylinders mit bewegli-
chem Kolben

Zusammenfassung

• Die Thermodynamik beschreibt das Verhalten makroskopischer
Gleichgewichtssysteme von einem rein makroskopischen Standpunkt aus.
Sie basiert auf den drei empirisch gefundenen Hauptsätzen der Ther-
modynamik.

• Die thermodynamischen Potentiale sind als Funktion ihrer natürli-
chen Variablen Zustandsgleichungen, mit denen sich Gleichgewichts-
zustände offener Systeme durch einfache Minimumsprinzipien aus-
drücken lassen. Ihre partiellen Ableitungen führen zu den thermody-
namischen Kräften und den Maxwell-Relationen.

�
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T1

T2

a

b

c

d

∆Q1

∆Q2

P

V

Abb. 4.9. Schematische Darstellung des Carnotschen Kreisprozesses für ein Gas
im PV -Diagramm. Die Raute wird durch zwei Isothermen (∆T = 0) und zwei
Adiabaten ∆S = 0) begrenzt. Ihre Fläche ist gleich der vom Gas geleisteten Arbeit

• Jedes dieser Potentiale enthält die vollständige thermodynamische Infor-
mation eines Systems.

• Zustandsänderungen werden durch thermische Koeffizienten charak-
terisiert. Die mit den Minimumsbedingungen der thermodynamischen
Potentiale verbundenen Stabilitätskriterien schränken das Verhalten die-
ser Koeffizienten ein.

• Die ersten beiden Hauptsätze der Thermodynamik verbieten die Exis-
tenz eines Perpetuum mobiles 1. und 2. Art. Realisierbare Wärme-
kraftmaschinen sind nur in der Lage, einen Teil der ihnen zugeführten
Wärmemenge in Arbeit umzuwandeln. Die Restwärme muß notwendi-
gerweise abgeführt werden, damit die Gesamtentropie nicht abnimmt.

• Der Carnotsche Kreisprozeß beschreibt die Arbeitsweise von Wärme-
kraftmaschinen, die alle Schritte eines Zyklusses in reversibler Weise
ausführen und deshalb ihren idealen Wirkungsgrad erreichen.

Anwendungen

62. Vollständige thermodynamische Information. Zu zeigen ist, daß
die Zustandsgleichungen

P = P (T, V ) , CV (T, V0) (4.71)
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die vollständige thermodynamische Information enthalten, d.h., daß man aus
diesen Gleichungen das thermodynamische Potential E(S, V ) erhält. Man
verifiziere diesen Sachverhalt anhand des idealen Gases, für das

P (T, V ) =
TNk

V
, CV (T, V0) = CV =

3
2
Nk

bekannt seien. N ist hier als Konstante aufzufassen. Wie groß ist die isobare
Wärmekapazität CP des idealen Gases?

Lösung. Leitet man die zweite, in (4.60) stehende Maxwell-Relation nach T
bei konstantem V ab, dann erhält man(

∂CV

∂V

)
T

= T

(
∂2P

∂T 2

)
V

.

Hieraus folgt zusammen mit (4.71)

CV (T, V ) = CV (T, V0) + T

V∫
V0

dV ′ ∂
2P (T, V ′)

∂T 2 . (4.72)

Mit Hilfe derselben Maxwell-Relation erhält man auch

dS =
(

∂S

∂T

)
V

dT +
(

∂S

∂V

)
T

dV =
CV

T
dT +

(
∂P

∂T

)
V

dV

=⇒ dE = TdS − PdV = CV dT +
[
T

(
∂P

∂T

)
V

− P

]
dV .

Da die rechte Seite dieser Gleichung wegen (4.71) und (4.72) bekannt ist,
erhalten wir hieraus die Funktionen S(T, V ) und E(T, V ) bis auf eine Kon-
stante zu

E(T, V ) =
∫

dTCV +
∫

dV

[
T

(
∂P

∂T

)
V

− P

]
+ const

S(T, V ) =
∫

dT
CV

T
+

∫
dV

(
∂P

∂T

)
V

+ const .

Eliminiert man aus diesen Gleichungen T , so ergibt sich E(S, V ) bzw.
S(E, V ). Für das ideale Gas ergeben die letzten beiden Gleichungen die Re-
lationen

E(T, V ) = E(T ) =
3
2
NkT

S(T, V ) =
3
2
Nk lnT + Nk lnV + const . (4.73)

Man erhält hieraus (vgl. (4.29))

S(E, V ) = Nk

{
ln

[
V

(
2c1E

3Nk

)3/2
]

+ c2

}
, c1, c2 = const .
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Die Wärmekapazität CP ergibt sich nun einfach aus

S(T, P ) = S[T, V (T, P )]

= Nk

(
3
2

lnT + ln(TkN) − lnP + const
)

(4.74)

=⇒ CP = T

(
∂S

∂T

)
P

=
5
2
Nk .

63. Adiabatische Expansion des idealen Gases.

a)Man zeige, daß bei der adiabatischen Expansion eines idealen Gases gilt:

PV γ = const , γ =
CP

CV
.

b)Ein ideales Gas mit dem Volumen V1 und der Temperatur T1 werde adia-
batisch auf das Volumen V2 expandiert. Wie groß ist die zugehörige Tem-
peratur T2?

Lösung.

Zu a) Es gilt(
∂V

∂P

)
S

=
(

∂V

∂T

)
S

(
∂T

∂P

)
S

. (4.75)

Aus (4.73) folgt das vollständige Differential

dS =
(

∂S

∂T

)
V

dT +
(

∂S

∂V

)
T

dV =
CV

T
dT +

Nk

V
dV

und somit(
∂V

∂T

)
S

= −V CV

NkT
. (4.76)

Andererseits ergibt sich aus (4.74) das vollständige Differential

dS =
(

∂S

∂T

)
P

dT +
(

∂S

∂P

)
T

dP =
CP

T
dT − Nk

P
dP ,

so daß(
∂T

∂P

)
S

=
NkT

PCP
.

Aus (4.75) folgt nun(
∂V

∂P

)
S

= − 1
γ

V

P
=⇒ γ

∫
dV

V
= −

∫
dP

P
=⇒ PV γ = const .
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Zu b) Aus (4.76) folgt

V2∫
V1

dV

V
= −3

2

T2∫
T1

dT

T
=⇒ ln

(
V2

V1

)
= −3

2
ln

(
T2

T1

)
=⇒ T2 = T1

(
V2

V1

)−2/3

.

4.6 Klassische Maxwell-Boltzmann-Statistik

Die statistische Physik umfaßt zwei verschiedene Beschreibungsarten von
Viel-Teilchensystemen, nämlich den klassisch-statistischen und den quanten-
statistischen Ansatz. Der klassisch-statische Zugang wird durch die klassi-
sche Maxwell-Boltzmann-Statistik vertreten, der quantenstatistische durch
die Fermi-Dirac- und die Bose-Einstein-Statistik. Alle drei Statistiken un-
terscheiden sich im wesentlichen nur durch die Art und Weise, wie die Mi-
krozustände eines Systems abgezählt werden.

Die klassische Maxwell-Boltzmann-Statistik setzt ihrem Namen entspre-
chend klassische Systeme voraus, bei denen sich die Teilchen auf wohldefi-
nierten Bahnen im Phasenraum bewegen. Aus quantenmechanischer Sicht ist
diese Annahme gleichbedeutend mit der unabhängigen Bewegung von Wel-
lenpaketen (unterscheidbare Teilchen), so daß die N -Teilchen-Wellenfunktion
einfach das tensorielle Produkt aus N Ein-Teilchen-Wellenfunktionen ist. Bei
der Berechnung der entsprechenden Zustandssummen können dabei sowohl
die rein klassischen Energien der Hamilton-Funktion als auch die Energieei-
genwerte des quantenmechanischen Hamilton-Operators verwendet werden;
einige Beispiele wurden bereits in diversen Anwendungen diskutiert.

Die Fermi-Dirac- und Bose-Einstein-Statistik tragen dagegen Quantenef-
fekten in adäquater Weise Rechnung. Insbesondere wird bei ihnen der ferm-
ionische bzw. bosonische Charakter identischer Teilchen mit den zugehörigen
antisymmetrisierten bzw. symmetrisierten Wellenfunktionen berücksichtigt,
was sich natürlich auch auf die Abzählung von Mikrozuständen auswirkt. Mit
diesen beiden Statistiken werden wir uns im nächsten Abschnitt beschäftigen.

In diesem Abschnitt diskutieren wir zwei Systeme in der klassischen
Boltzmann-Statistik etwas genauer, nämlich das N -Teilchen-Oszillatorsystem
und das N -Teilchen-Dipolsystem, wobei wir jeweils sowohl von der zu-
gehörigen Hamilton-Funktion H (”echtes klassisches System“) als auch vom
Hamilton-Operator H ausgehen. Zuvor wollen wir jedoch untersuchen, unter
welchen Voraussetzungen die klassische Maxwell-Boltzmann-Statistik gültig
ist, und das Äquipartitionstheorem für ”echte klassische Systeme“ herleiten.

4.6.1 Klassischer Grenzfall

In der klassischen Mechanik sind die Impulse und Koordinaten eines N -
Teilchensystems alle gleichzeitig spezifizierbar. Quantenmechanisch ist dies
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aufgrund des Heisenbergschen Unbestimmtheitsprinzips nicht länger möglich.
Somit ist die klassische Näherung gut, falls gilt:

∆q∆p � h . (4.77)

Betrachten wir hierzu ein aus N identischen Teilchen bestehendes ideales Gas
in einem Kasten. Für ein einzelnes Teilchen mit mittlerem Impulsbetrag p und
mittlerem Abstand r zu den anderen Teilchen folgt aus (4.77) die Bedingung

p r � h

bzw. unter Verwendung der mittleren De-Broglie-Wellenlänge λ = h/p

r � λ .

Weil λ als ein Maß für die quantenmechanische Ausdehnung der Teilchen
im Raum interpretiert werden kann, ist die klassische Beschreibung möglich,
falls die Wellenfunktionen der einzelnen Teilchen sich nicht überlappen; sie
sind dann durch ihre Positionen unterscheidbar. Nehmen wir weiter an, daß
jedes Teilchen im Mittel das Volumen r̄3 einnimmt. Für das ideale Gas gilt
dann nach (4.30)

p̄2

2m
≈ Ē =

3
2
kT , p̄ ≈ (3mkT )1/2 ,

und die mittlere Wellenlänge wird zu

λ̄ ≈ h

(3mkT )1/2 .

Demnach gilt die klassische Maxwell-Boltzmann-Statistik, falls

r̄ ≈
(

V

N

)1/3

� h

(3mkT )1/2 .

Dies entspricht den folgenden Fällen:

• N ist klein.

• T is groß.

• m ist nicht sehr klein.

Auf der anderen Seite bedeutet

r <~ λ ,

daß der Zustand des Gases im Kasten durch eine N -Teilchen-Wellenfunktion
beschrieben wird, die sich nicht in einfachster Weise in Ein-Teilchen-Wellen-
funktionen faktorisiert läßt. Wir werden diesen Fall der Quantenstatistik im
nächsten Abschnitt diskutieren.
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4.6.2 Virial- und Äquipartitionstheorem

In diesem Unterabschnitt wollen wir zunächst einige allgemeine Aussagen
über Mittelwerte von klassischen Systemen machen. Hierzu betrachten wir
ein dreidimensionales N -Teilchensystem mit konstanter Energie E, das durch
die Hamilton-Funktion H(q, p) beschrieben wird. Sei xi irgend eine Kompo-
nente aus {q1, . . . , q3N , p1, . . . , p3N}, dann können wir im mikrokanonischen
Ensemble wie folgt rechnen:

xi
∂H

∂xj
=

1
Ω(E)

∫
E−δE≤H(q,p)≤E

dΓxi
∂H

∂xj
=

δE

Ω(E)
∂

∂E

∫
H(q,p)≤E

dΓxi
∂H

∂xj
.

Wegen ∂E/∂xj = 0 läßt sich das Integral umformen zu∫
H(q,p)≤E

dΓxi
∂H

∂xj
=

∫
H(q,p)≤E

dΓxi
∂

∂xj
[H(q, p) − E]

=
∫

H(q,p)≤E

dΓ
∂

∂xj
{xi[H(q, p) − E]}

−δij

∫
H(q,p)≤E

dΓ [H(q, p) − E] . (4.78)

Der vorletzte Term dieser Gleichung enthält den Beitrag

xi[H(q, p) − E]|(xj)2
(xj)1

,

wobei (xj)1 und (xj)2 die ”Extremwerte“ der Koordinate xj bezeichnen.
Da ein Phasenraumpunkt (q1, . . . , q3N , p1, . . . , p3N ), der irgend eine extremale
Koordinate besitzt, notwendigerweise auf der Energie-Hyperfläche
H(q, p) = E liegen muß, liefert der vorletzte Term von (4.78) keinen Bei-
trag. Es folgt somit insgesamt

xi
∂H

∂xj
=

δij

g(E)
∂

∂E

∫
H(q,p)≤E

dΓ [E − H(q, p)] =
δij

g(E)

∫
H(q,p)≤E

dΓ

=
δij

g(E)
ω(E) = δij

ω(E)
∂ω(E)

∂E

= δij

(
∂

∂E
lnω(E)

)−1

= kδij

(
∂S

∂E

)−1

= δijkT .

Satz 4.16: Virial- und Äquipartitionstheorem

Für ein echtes klassisches dreidimensionales N -Teilchensystem mit der
Hamilton-Funktion H(q, p) gelten folgende Ensemble-Mittelwerte:

�
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xi
∂H

∂xj
= δijkT , xi ∈ {q1, . . . , q3N , p1, . . . , p3N} .

Insbesondere gilt

pi
∂H

∂pi
= piq̇i = kT , qi

∂H

∂qi
= −qiṗi = qiFi = kT .

Hieraus folgt für den Mittelwert der kinetischen Energie

T =
1
2

3N∑
i=1

piq̇i =
1
2
pq̇ =

3
2
NkT

und für das Virial der Kräfte
3N∑
i=1

qiFi = qF = −3NkT .

Die letzten beiden Beziehungen ergeben

T = −1
2
qF =

3
2
NkT (Virialtheorem) .

Für homogene Potentiale V (q) = α|q|d, F = −∇qV (q) gilt insbesondere

T =
d

2
V =

3
2
NkT =⇒ E =

3d + 6
2d

NkT (Äquipartitionstheorem) .

Die letzte Gleichung heißt ”Äquipartitionstheorem“, weil aus ihr zu erken-
nen ist, daß die Energie E im Mittel gleichmäßig auf die Freiheitsgrade des
Systems verteilt ist. Man beachte, daß das Virialtheorem – hier für Ensemble-
Mittelwerte gezeigt – in der Mechanik für Zeitmittelwerte hergeleitet wurde
(Unterabschn. 1.1.1, Satz 1.6).

4.6.3 Harmonischer Oszillator

Wir betrachten nun ein Oszillatorsystem, das aus N eindimensionalen unter-
scheidbaren harmonischen Oszillatoren besteht, und berechnen die zugehöri-
gen thermodynamischen Relationen.

I: Harmonischer Oszillator im mikrokanonischen Ensemble. Als
Ausgangspunkt für die Beschreibung im mikrokanonischen Ensemble wählen
wir ein Quantenoszillatorsystem mit der konstanten Teilchenzahl N und der
konstanten Energie

E = h̄ω

(
M +

N

2

)
.
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Um die zugehörige mikrokanonische Zustandssumme Ω(E, N) zu berechnen,
benötigen wir die Zahl von Möglichkeiten, M Quanten auf N Oszillatoren zu
verteilen. Das kombinatorische Resultat ist

Ω(E, N) =
N(N + M − 1)!

M !N !
=

(N + M − 1)!
M !(N − 1)!

.

Hieraus ergibt sich unter Berücksichtigung von M = E/(h̄ω) − N/2 und der
Stirlingschen Formel (4.28) die Entropie des Systems zu

S(E, N) = k

(
E

h̄ω
+

N

2

)
ln

(
E

h̄ω
+

N

2

)

−k

(
E

h̄ω
− N

2

)
ln

(
E

h̄ω
− N

2

)
− Nk lnN ,

und es folgen die Relationen

1
T

=
(

∂S

∂E

)
N

=
k

h̄ω
[ln(M + N) − lnM ]

=⇒ M =
N

eβh̄ω − 1

=⇒ E(T, N) = h̄ω

(
N

eβh̄ω − 1
+

N

2

)
=

Nh̄ω

2
coth

(
βh̄ω

2

)
(4.79)

=⇒ S(T, N) = −Nk ln
(
eβh̄ω − 1

)
+

Nkβh̄ω

1 − e−βh̄ω

= −Nk ln
[
2 sinh

(
βh̄ω

2

)]
+

Nkβh̄ω

2 tanh
(

βh̄ω
2

) . (4.80)

Betrachten wir den klassischen Grenzfall βh̄ω → 0 ⇐⇒ T → ∞, dann ergibt
sich hieraus

S(T, N) = Nk [1 − ln(βh̄ω)] , E(T, N) = NkT , (4.81)

was im Einklang mit dem Äquipartitionstheorem mit d = 2 und N → N/3
steht. Bei niedrigen Temperaturen (T → 0) hat man dagegen

E =
Nh̄ω

2
.

II: Harmonischer Oszillator im kanonischen Ensemble. Als nächstes
betrachten wir dasselbe Quantenoszillatorsystem im kanonischen Ensemble.
Die kanonische Ein-Teilchen-Zustandssumme eines Oszillators mit der Ener-
gie

En = h̄ω

(
n +

1
2

)
lautet
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Z(T, 1) = Z1(T ) =
∞∑

n=0

e−βEn = e−βh̄ω/2
∞∑

n=0

(
e−βh̄ω

)n
=

e−βh̄ω/2

1 − e−βh̄ω

=
1

2 sinh
(

βh̄ω
2

) . (4.82)

Für die N -Teilchen-Zustandssumme und die freie Energie folgt hieraus (un-
terscheidbare Teilchen!)

Z(T, N) = Z1(T )N =⇒ F (T, N) = NkT ln
[
2 sinh

(
βh̄ω

2

)]
.

Hiermit finden wir für die Entropie und Energie die Gleichungen

S(T, N) = −
(

∂F

∂T

)
N

= k lnZ − kβ
∂ lnZ

∂β

= −Nk ln
[
2 sinh

(
βh̄ω

2

)]
+

Nkβh̄ω

2 tanh
(

βh̄ω
2

)
E(T, N) = F (T, N) + TS(T, N) =

Nh̄ω

2 tanh
(

βh̄ω
2

) ,

die beide mit den mikrokanonischen Ergebnissen (4.79) und (4.80) überein-
stimmen. Zum Vergleich berechnen wir noch die entsprechenden Relationen
für ein klassisches Oszillatorsystem mit der Energie

E = H(q, p) =
N∑

i=1

(
p2

i

2m
+

mω2

2
q2
i

)
.

Hieraus ergibt sich für die kanonische Zustandssumme

Z(T, N) =
1

hN

∫
dΓ e−βH

=
1

hN

N∏
i=1

[∫
dqi exp

(
−βmω2q2

i

2

)∫
dpi exp

(
−βp2

i

2m

)]
= Z(T, 1)N ,

mit

Z(T, 1) = Z1(T ) =
1
h

∫
dq exp

(
−βmω2q2

2

)∫
dp exp

(
−βp2

2m

)
=

kT

h̄ω
.

Für die freie Energie folgt

F (T, N) = −NkT ln
(

kT

h̄ω

)
.

Entropie und Energie bestimmen sich zu (vgl. (4.81))

S(T, N) = Nk

[
ln

(
kT

h̄ω

)
+ 1

]
, E(T, N) = NkT .
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III: Harmonischer Oszillator im großkanonischen Ensemble. Wie wir
gesehen gaben, faktorisiert die kanonische Zustandssumme für ein Oszillator-
system aus N unterscheidbaren Teilchen in der Weise

Z(T, N) = φ(T )N , φ(T ) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

kT

h̄ω
klassisch

1
2 sinh

(
h̄ω
2kT

) quantenmech.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (4.83)

Die großkanonische Zustandssumme lautet deshalb

Y (T, µ) =
∞∑

N=0

[zφ(T )]N =
1

1 − zφ(T )
, z = eβµ ,

wobei für die Konvergenz dieser Reihe gelten muß: zφ(T ) < 1. Die Bestim-
mung der thermodynamischen Relationen erfolgt über das großkanonische
Potential:

J(T, µ) = kT ln [1 − zφ(T )] .

Hieraus findet man

N(T, µ) = −
(

∂J

∂µ

)
T

=
zφ(T )

1 − zφ(T )
=⇒ z =

N

φ(T )(N + 1)

S(T, µ) = −
(

∂J

∂T

)
µ

= −k ln[1 − zφ(T )] +
zkTφ′(T )
1 − zφ(T )

− Nk ln z

E(T, µ) = J(T, µ) + TS(T, µ) + NkT ln z =
zkT 2φ′(T )
1 − zφ(T )

.

Für große N gilt

zφ(T ) ≈ 1 − 1
N

, 1 − zφ(T ) ≈ 1
N

, ln z = − lnφ(T ) ,

so daß wir in diesem Fall schreiben können:

S(T, N) = Nk

(
Tφ′(T )
φ(T )

+ lnφ(T )
)

, E(T, N) = NkT 2 φ′(T )
φ(T )

.

Substituieren wir nun φ(T ) durch (4.83), so ergeben sich die bekannten Resul-
tate für den klassischen, (4.81), bzw. quantenmechanischen Fall, (4.79) und
(4.80).

IV: Harmonischer Oszillator im kanonischen Dichteoperator-For-
malismus. In der Energiebasis {|n〉}, mit

H |n〉 = En |n〉 , En = h̄ω

(
n +

1
2

)
,

ist die kanonische Dichtematrix des Ein-Teilchenoszillators trivial:

〈n| ρ |m 〉 =

〈
n| e−βH |m〉

Z1
=

e−βEm 〈n| m〉
Z1

=
e−βEn

Z1
δnm .
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Die zugehörige kanonische Ein-Teilchen-Zustandssumme berechnet sich zu

Z1 = tr
(
e−βH

)
=

∞∑
n=0

〈
n| e−βEn |n〉

=
∞∑

n=0

e−βEn =
1

2 sinh
(

βh̄ω
2

)
und steht erwartungsgemäß im Einklang mit (4.82). Um die Stärke des quan-
tenmechanischen Dichteoperator-Formalismus zu demonstrieren, berechnen
wir nun noch die Matrixelemente von ρ in der Ortsdarstellung. Hierzu benöti-
gen wir die Energieeigenfunktionen des quantenmechanischen Oszillators in
der Ortsdarstellung. Sie lauten (siehe Unterabschn. 3.3.5)

Ψn(q) =
(mω

πh̄

)1/4 Hn(x)√
2nn!

e−x2/2 , x = q

√
mω

h̄
.

Zur Berechnung von 〈q′|ρ |q 〉 verwenden wir die Integraldarstellung der
Hermite-Polynome,

Hn(x) = (−1)nex2
(

d
dx

)n

e−x2
=

ex2

√
π

∞∫
−∞

du(−2iu)ne−u2+2ixu ,

und schreiben

〈q′|ρ |q 〉 =
∑

n

〈q′|n〉 Pn 〈n| q〉

=
1
Z1

∑
n

ψn(q′)ψ∗
n(q)e−βh̄ω(n+ 1

2 )

=
1
Z1

(mω

πh̄

)1/2
e− x2+x′2

2

∑
n

1
2nn!

Hn(x)Hn(x′)e−βh̄ω(n+ 1
2 )

=
1

Z1π

(mω

πh̄

)1/2
e

x2+x′2
2

∞∫
−∞

du

∞∫
−∞

dve−u2+2ixue−v2+2ix′v

×
∞∑

n=0

(−2uv)n

n!
e−βh̄ω(n+ 1

2 ) .

Die Summe über n kann direkt ausgeführt werden und ergibt
∞∑

n=0

(−2uv)n

n!
e−βh̄ω(n+ 1

2 ) = e−βh̄ω/2e−2uv exp(−βh̄ω) .

Für das gesamte Matrixelement folgt somit

〈q′|ρ |q 〉 =
1

Z1π

(mω

πh̄

)1/2
e

x2+x′2
2 e−βh̄ω/2

∞∫
−∞

du

∞∫
−∞

dv

× exp
[−u2 + 2ixu − v2 + 2ix′v − 2uv exp(−βh̄ω)

]
. (4.84)

Zur weiteren Auswertung dieser Gleichung machen wir von der Beziehung
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∞∫
−∞

dx1 · · ·
∞∫

−∞
dxn exp

⎛
⎝−1

2

n∑
j,k=1

ajkxjxk + i
n∑

k=1

bkxk

⎞
⎠

=
(2π)n/2
√

det A
exp

(
−1

2
A−1

jk bjbk

)
Gebrauch, welche für invertierbare symmetrische Matrizen A gilt. In unserem
Fall ist

A = 2
(

1 e−βh̄ω

e−βh̄ω 1

)
, det A = 4

(
1 − e−2βh̄ω

)
,

so daß (4.84) übergeht in

〈q′|ρ |q 〉 =
1
Z1

(mω

πh̄

)1/2 e−βh̄ω/2

(1 − e−2βh̄ω)1/2

× exp
(

x2 + x′2

2
− x2 + x′2 − 2xx′e−βh̄ω

1 − e−2βh̄ω

)

=
1
Z1

(
mω

2πh̄ sinh(βh̄ω)

)1/2

× exp
(

−x2 + x′2

2
coth(βh̄ω) +

xx′

sinh(βh̄ω)

)

=
1
Z1

(
mω

2πh̄ sinh(βh̄ω)

)1/2

× exp
{

−mω

4h̄

[
(q + q′)2 tanh

(
βh̄ω

2

)

+(q − q′)2 coth
(

βh̄ω

2

)]}
.

Die Diagonalelemente dieser Dichtematrix liefern die mittlere Dichtevertei-
lung eines quantenmechanischen Oszillators mit der Temperatur T :

〈q|ρ |q 〉 =
[
mω

πh̄
tanh

(
βh̄ω

2

)]1/2

exp
[
−mω

h̄
tanh

(
βh̄ω

2

)
q2
]

.

Dies ist eine Gauß-Verteilung. Im klassischen Grenzfall βh̄ω 	 1 geht sie
über in die Verteilung

〈q|ρ |q 〉 ≈
(

mω2

2πkT

)1/2

exp
(

−mω2q2

2kT

)
,

wie man sie auch mit Hilfe der klassischen Phasenraumdichte erhält. Ande-
rerseits gilt im rein quantenmechanischen Grenzfall, also für βh̄ω � 1

〈q|ρ |q 〉 ≈
(mω

πh̄

)1/2
exp

(
−mωq2

h̄

)
.

Man beachte, daß dieser Ausdruck gerade der Wahrscheinlichkeitsdichte
|Ψ0(q)|2 eines Oszillators im Grundzustand entspricht.
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4.6.4 Ideale Spinsysteme, Paramagnetismus

In diesem Unterabschnitt beschäftigen wir uns mit Systemen, die aus N lo-
kalisierten magnetischen Dipolen der Ladung e und der Masse m bestehen
(Festkörperkristall) und einem äußeren Magnetfeld ausgesetzt sind. Wie wir
aus Unterabschn. 2.5.2 wissen, wirkt auf die Dipole ein Drehmoment, welches
bestrebt ist, diese in Richtung des Feldes auszurichten. Für Temperaturen
T > 0 kommt es jedoch nicht zu einer totalen Magnetisierung (minimale
Energie, alle Dipole ausgerichtet), da die Dipole aufgrund der thermischen
Bewegung versuchen, in einen Zustand maximaler Entropie zu gelangen. Of-
fenbar sind die Grenzfälle durch T → 0 mit verschwindender thermischer
Bewegung und maximaler Magnetisierung und durch T → ∞ mit verschwin-
dender Magnetisierung gegeben. Quantenmechanisch ist das magnetische Mo-
ment M ganz allgemein mit dem Drehimpuls J über

M =
ge

2mc
J (g = gyromagnetisches Verhältnis)

gekoppelt (vgl. Abschn. 3.6), wobei die möglichen Eigenwerte j, m von J
bzw. Jz gegeben sind durch14

J |j, m〉 = h̄2j(j + 1) |j, m〉 , j = 0,
1
2
, 1,

3
2
, . . .

Jz |j, m〉 = h̄m |j, m〉 , m = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j .

Legen wir nun ein Magnetfeld B = Bez in z-Richtung an, dann ist die
Energie ε eines magnetischen Dipols

ε = −MB = −gµBmB , µB =
eh̄

2mc
,

wobei µB das Bohrsche Magneton bezeichnet.
Im folgenden beschränken wir uns zunächst auf den einfachen Fall eines

Spin-1/2-Systems mit g = 2 und j = 1/2, das wir mikrokanonisch behandeln.
Dieses System zeigt das interessante Phänomen der negativen Temperatur.
Im Anschluß gehen wir zu Systemen mit beliebigem j im kanonischen En-
semble über und leiten das Curie-Gesetz her.

I: Paramagnetismus (j = 1/2) im mikrokanonischen Ensemble. Ge-
geben sei ein System, bestehend aus N Spin-1/2-Dipolen, deren magnetische
Momente entweder parallel oder antiparallel zum äußeren, in z-Richtung ver-
laufenden Magnetfeld der Stärke B ausgerichtet sind (m = ±1/2). Bezeichnet
N+ (N−) die Zahl der Dipole mit der Energie +µBB (−µBB), dann gilt

N = N+ + N− , n = N+ − N− =⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

N+ =
N + n

2

N− =
N − n

2
.

14 Die Unterscheidung zwischen der Masse m und der magnetischen Quantenzahl
m bleibt dem Leser überlassen.
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Die konstante Gesamtenergie des isolierten Systems läßt sich somit schreiben
als

E = nµBB .

Die Bestimmung der Zahl möglicher Mikrozustände zu dieser Energie ist ein
einfaches kombinatorisches Problem: N Teilchen können auf N ! verschiedene
Arten arrangiert werden. Jedoch ergeben die N+! (N−!) Vertauschungen der
N+ (N−) Teilchen untereinander keine neuen Mikrozustände. Die Gesamtzahl
der möglichen Zustände ist deshalb

lnΩ(E, N) =
S(E, N)

k
=

N !
N+!N−!

= N lnN − N+ lnN+ − N− lnN−

= −
[
N+ ln

(
N+

N

)
+ N− ln

(
N−
N

)]

= −
[
N + n

2
ln

(
N + n

2N

)
+

N − n

2
ln

(
N − n

2N

)]

= N ln 2 − N + n

2
ln

(
1 +

n

N

)
− N − n

2
ln

(
1 − n

N

)
,

wobei die Stirling-Formel (4.28) benutzt wurde. Da die Teilchen lokalisiert
und somit unterscheidbar sind, ist es nicht notwendig, den Gibbs-Faktor 1/N !
einzubeziehen. Offenbar ergibt sich das Maximum der Entropie bei einem
gleichverteilten System mit n = 0, was der Anzahl möglicher Besetzungs-
zustände eines Systems aus N nichtwechselwirkenden Teilchen mit je zwei
möglichen Zuständen, also insgesamt 2N Zuständen, entspricht.

Bezeichnet ∆E = 2µBB die Energielücke des Systems, dann ergeben sich
die Temperatur, die Energie und die spezifische Wärme des Systems zu

1
T

=
(

∂S

∂E

)
N,B

=
1

µBB

(
∂S

∂n

)
N,B

=
k

∆E
ln

(
N−
N+

)

=⇒ N−
N+

= exp
(

∆E

kT

)
,

N−
N

=
1

1 + exp
(−∆E

kT

) ,
N+

N
=

1
1 + exp

(
∆E
kT

)
=⇒ E(T, N, B) = −NµBB tanh

(
∆E

2kT

)

=⇒ C(T, N, B) =
(

∂E

∂T

)
N,B

= Nk

(
∆E

2kT

)2

cosh−2
(

∆E

2kT

)
.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ (4.85)

Dabei sind N+/N und N−/N die relativen Wahrscheinlichkeiten, einen
zufällig ausgewählten Dipol mit der Energie +µBB bzw. −µBB zu finden.

Betrachten wir nun die Temperatur etwas näher. Am Temperatur-Null-
punkt T = 0 sind alle Dipole im Zustand minimaler Energie −µBB, und wir
finden S = 0, wie es für ein total geordnetes System erwartet wird. Führt
man dem System Energie zu, so steigt die Entropie und nähert sich ihrem
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Maximum mit n = 0 und T = ∞, wie wir es für maximale Unordnung er-
warten. Nun ist es aber durchaus möglich, dem System noch mehr Energie
zuzuführen. Das obere Niveau wird dann stärker besetzt sein als das untere,
die Entropie fällt, da wieder mehr Ordnung ins System kommt, und die Tem-
peratur wird negativ. Bislang haben wir tatsächlich nur positive Temperatu-
ren zugelassen; solche Systeme werden auch als normal bezeichnet. Dies ist
notwendig, weil sonst die Zustandssummen nicht wohldefiniert sind, falls die
Energie des Systems beliebig groß gewählt werden kann (besonders evident im
kanonischen Ensemble!). Diese Bedingung ist jedoch nicht mehr nötig, wenn
die Energie des Systems nach oben begrenzt ist. Mit solch einem Fall haben
wir es hier zu tun. In der Region E > 0 und T < 0 ist das System anomal,
da hier die Magnetisierung dem äußeren Feld entgegengesetzt ist. Ein solcher
Zustand, in dem mehr Teilchen im oberen System vorhanden sind, heißt In-
version. Bei Lasern erreicht man ihn durch sog. Pumpen. Purcell und Pound
erreichten erstmals einen Zustand der Inversion der nuklearen Spins im Kri-
stall LiF, indem sie nach Anlegen eines starken Magnetfeldes und genügender
Relaxationszeit das Feld schnell umschalteten. Die Spins sind dann nicht in
der Lage, dem Feld sofort zu folgen, so daß ein Nicht-Gleichgewichtszustand
entsteht, in dem die Energie höher ist als die sich schließlich einstellende
Gleichgewichtsenergie. Nach ca. 10−5 Sekunden ist das System der nuklearen
Spins im internen Gleichgewicht mit negativer Magnetisierung und negati-
ver Temperatur, und erst nach ca. 5 Minuten stellt sich das Gleichgewicht
zwischen den Spins und dem Gitter wieder bei positiver Energie ein. Es ist
zu beachten, daß das Kristallgitter während der gesamten Zeit bei positiver
Temperatur verweilt; nur die Spins befinden sich im Zustand der Inversion.

In Abb. 4.10 ist die Energie und die spezifische Wärme (4.85) unseres
Dipolsystems dargestellt. Eine spezifische Wärme, die einen solch charakteri-
stischen Peak zeigt, heißt Schottky-Effekt; er ist typisch für Systeme mit einer
Energielücke.

E
NµBB

kT
µBB

0
6

-1

C
Nk

kT
µBB

0
6

0.5

Abb. 4.10. Energie (links) und spezifische Wärme (rechts) eines idealen Spinsy-
stems mit j = 1/2 (siehe (4.85))
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II: Paramagnetismus (j beliebig) im kanonischen Ensemble. Für
den Spezialfall j = 1/2 berechnet sich die kanonische Zustandssumme des
N -Dipolsystems wie folgt:

Z(T, N, B) =
∑

n

e−βEn =

⎛
⎝ ∑

m=± 1
2

exp(2βµBBm)

⎞
⎠N

= Z1(T, B)N ,

mit

Z1(T, B) =
∑

m=± 1
2

exp(2βµBBm) = 2 cosh(βµBB) .

Hieraus lassen sich leicht die Ergebnisse aus dem mikrokanonischen Ensemble
verifizieren. Wir betrachten nun stattdessen den allgemeinen Fall beliebiger
j. Die Ein-Teilchen-Zustandssumme ist dann

Z1(T, B) =
j∑

m=−j

exp(βgµBmB) =
j∑

m=−j

exp
(

mx

j

)
, x = βgµBBj

=
exp

(
(j+1)x

j

)
− exp(−x)

exp
(

x
j

)
− 1

=
exp

(
x
2j

) [
exp

(
(2j+1)x

2j

)
− exp

(
− (2j+1)x

2j

)]
exp

(
x
2j

) [
exp

(
x
2j

)
− exp

(
− x

2j

)]

=
sinh

[
x
(
1 + 1

2j

)]
sinh

(
x
2j

) .

Hieraus ergibt sich die mittlere Magnetisierung des Systems zu

Mz(T, N, B) = NgµBm =
N

β

∂

∂B
lnZ1 = NgµBjBj(x) ,

wobei

Bj(x) =
(

1 +
1
2j

)
coth

[
x

(
1 +

1
2j

)]
− 1

2j
coth

(
x

2j

)
die Brillouin-Funktion j-ter Ordnung definiert. In Abb. 4.11 ist der Verlauf
dieser Funktion für einige j zu sehen. Für große x, d.h. für starke Magnetfelder
oder niedrige Temperaturen, strebt Bj(x) für alle j gegen ihr Maximum Eins.
Dies entspricht dem Fall maximaler Magnetisierung, der sog. Saturation oder
Sättigung. Im Grenzfall schwacher Felder oder hoher Temperaturen, x 	 1,
können wir die Brillouin-Funktion in der Weise

Bj(x) =
x

3

(
1 +

1
j

)
+ O(x3)

entwickeln und erhalten somit
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x0
10

Bj(x)

1 j = 1/2

j = ∞

Abb. 4.11. Brillouin-Funktionen für j = 1/2, 1, 3/2, 5/2, 5, ∞

Mz ≈ Ng2µ2
BBj(j + 1)
3kT

.

Hieraus folgt für die magnetische Suszeptibilität das Curie-Gesetz

χm =
Mz

B
=

Cj

T
, Cj =

Ng2µ2
Bj(j + 1)
3k

,

nach welchem die magnetische Suszeptibilität proportional zu 1/T ist. Dieses
einfache Modell eines magnetisierbaren Festkörperkristalls liegt in extrem
guter Übereinstimmung mit experimentellen Resultaten. Für den Fall nur
zweier möglicher Einstellungen, j = 1/2, g = 2, gilt

Mz = NµBB1/2(x) = NµB tanhx .

Somit ist für x � 1: Mz ≈ NµB und für x 	 1: Mz ≈ NµBx.

III: Paramagnetismus (j = 1/2) im kanonischen Dichteoperator-
Formalismus. Wir betrachten zunächst wieder ein einzelnes Teilchen mit
g = 2 und J = h̄/2·σ in einem äußeren Magnetfeld B = Bez. Der zugehörige
Hamilton-Operator lautet

H = −µBBσz .

Der darstellungsfreie kanonische Dichteoperator berechnet sich unter Berück-
sichtigung von σ2

z = I und tr(σz) = 0 zu

eβµBBσz = exσz , x = βµBB

=
∞∑

i=0

xiσi
z

i!
= I

∞∑
i=0

x2i

(2i)!
+ σz

∞∑
i=1

x2i−1

(2i − 1)!

= I cosh x + σz sinhx

=⇒ tr
(
eβµBBσz

)
= 2 cosh x
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=⇒ ρ =
eβµBBσz

tr (eβµBBσz )
=

1
2
(I + σz tanhx) .

Hieraus erhält man für den Erwartungswert des Spinoperators

σz = tr(ρσz) = tanhx

und somit für die Gesamtenergie des N -Teilchensystems

E = −NµBBσz = −NµBB tanh(βµBB) ,

was mit der ersten Gleichung von (4.85) übereinstimmt. Man beachte, daß
wir zur Berechnung von σz keine spezielle Darstellung der σ-Matrizen wählen
mußten (siehe Anwendung 64).

Zusammenfassung

• In der klassischen Maxwell-Boltzmann-Statistik wird die Quanten-
natur der Teilchen nicht berücksichtigt. Diese Näherung ist gut, falls die
Temperatur groß, die Zahl der Teilchen groß und die Masse der Teilchen
im System nicht sehr klein ist.

• Für ”echte klassische Systeme“, die durch klassische Hamilton-
Funktionen beschrieben werden, gilt das Virial- und das Äquiparti-
tionstheorem.

• Anhand des eindimensionalen N -Teilchen-Oszillatorsystems lassen sich
die verschiedenen Aspekte der klassischen Boltzmann-Statistik gut stu-
dieren. Insbesondere zeigt sich hierbei, daß das Äquipartitionstheorem
nicht gilt, wenn man den quantenmechanischen Hamilton-Operator ver-
wendet.

• Das ideale Spinsystem aus N nichtwechselwirkenden Dipolen ist ein Mo-
dell für paramagnetische Systeme. Es zeigt das Phänomen der negativen
Temperatur, das z.B. in Lasern zur Anwendung kommt, und erklärt das
Curie-Gesetz für die Suszeptibilität von Paramagneten.

Anwendungen

64. Kanonische Dichtematrix des Elektrons im magnetischen Feld
in speziellen Darstellungen. Man berechne die kanonische Dichtematrix
eines Elektrons (g = 2, j = 1/2) in einem magnetischen Feld B = Bez in
zwei verschiedenen Darstellungen, in denen a) σz und b) σx diagonal ist.
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Lösung.

Zu a) Die σ-Matrizen lauten in der Darstellung, wo σz diagonal ist,

σx =
(

0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
.

Damit wird die kanonische Dichtematrix zu

ρ =
1

ex + e−x

(
ex 0
0 e−x

)
, x = βµBB ,

und es folgt

σz = tr(ρσz) =
ex − e−x

ex + e−x
= tanh(βµBB) .

Zu b) Um σx auf Diagonalform zu bringen, bedarf es der Ähnlichkeitstrans-
formation σ′

x = UσxU−1, mit

U =
1√
2

(
1 1

−1 1

)
, U−1 =

1√
2

(
1 −1
1 1

)
.

Damit ergibt sich für σ′
x, σ′

z und ρ′

σ′
x = U

(
0 1
1 0

)
U−1 =

(
1 0
0 −1

)

σ′
z = U

(
1 0
0 −1

)
U−1 =

(
0 −1

−1 0

)

ρ′ = U

(
ex 0
0 e−x

)
U−1 =

1
2

(
1 − tanhx

− tanhx 1

)
.

Mit diesen transformierten Matrizen berechnet sich der Erwartungswert von
σ′

z zu

σ′
z = tr(ρ′σ′

z) = tanh(βµBB) .

Anhand dieses Beispiels zeigt sich noch einmal explizit, daß Erwartungswerte
darstellungsunabhängig sind.

65. Kanonische Dichtematrix des freien Teilchens in der Ortsdar-
stellung. Man berechne die kanonische Dichtematrix eines freien Teilchens
in der Ortsdarstellung.

Lösung. Der Hamilton-Operator eines freien Teilchens der Masse m lautet
in der Ortsdarstellung

H = − h̄2

2m
∇2 .

Seine auf das Volumen V = L3 normierten Eigenfunktionen sind

Ψn(x) =
1

L3/2 eik·x , En =
h̄2k2

2m
, k =

2π

n
n , ni = 0,±1,±2, . . . .



486 4. Statistische Physik und Thermodynamik

Somit gilt

〈x| e−βH |x′〉 =
∑
n

〈x|Ψn〉 e−βEn 〈Ψn|x′〉

=
∑
n

e−βEnΨn(x)Ψ∗
n(x′)

=
1
L3

∑
k

exp
(

−βh̄2

2m
k2 + ik(x − x′)

)

≈ 1
(2π)3

∫
exp

(
−βh̄2

2m
k2 + ik(x − x′)

)
d3k

=
(

m

2πβh̄2

)3/2

exp
(

− m

2βh̄2 (x − x′)2
)

.

Dabei haben wir die Summe durch ein Integral ersetzt und durch quadratische
Ergänzung gelöst. Mit

tr
(
e−βH

)
=

∫
d3x

〈
x| e−βH |x〉

= V

(
m

2πβh̄2

)3/2

ergibt sich

〈x|ρ |x′ 〉 =

〈
x| e−βH |x′ 〉
tr (e−βH)

=
1
V

exp
(

− m

2βh̄2 (x − x′)2
)

.

Wie zu erwarten, sind die Matrixelemente symmetrisch unter Vertauschung
von x und x′. Ebenso ist anschaulich zu verstehen, daß die Diagonalelemente
〈x|ρ |x 〉 unabhängig von x sind, denn sie geben die Wahrscheinlichkeit an,
das Teilchen in der Nähe von x zu finden. Desweiteren ist anzumerken, daß die
Ausdehnung des Wellenpaketes eines Teilchens ein rein quantenmechanischer
Effekt ist; im Grenzfall hoher Temperaturen wird diese Ausdehnung immer
kleiner und geht schließlich gegen die δ-Funktion, also gegen die rein klassische
Lösung. Zum Schluß berechnen wir noch aus der Dichtematrix ρ die Energie:

H = − ∂

∂β
ln tr

(
e−βH

)
= − ∂

∂β

[
lnV +

3
2

ln
(

m

2πβh̄2

)]
=

3
2
kT .

4.7 Quantenstatistik

Nachdem wir im letzten Abschnitt die klassische Maxwell-Boltzmann-Statis-
tik diskutiert haben, wenden wir uns in diesem Abschnitt der Quantenstatis-
tik zu, in der die Quantennatur von Teilchen (Bose- bzw. Fermi-Charakter)
adäquat berücksichtigt wird. Wie in den vorangegangenen Abschnitten be-
schränken wir uns auch hier auf Systeme nichtwechselwirkender Teilchen, also
auf ideale Systeme.
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Unter Bezugnahme auf Abschn. 3.9 beginnen wir unsere Diskussion mit
der Rekapitulation einiger Eigenschaften von fermionischen und bosonischen
Teilchensystemen und führen den Besetzungszahlenformalismus ein. Mit sei-
ner Hilfe lassen sich viele Zusammenhänge innerhalb der Fermi-Dirac-, Bose-
Einstein- und auch Maxwell-Boltzmann-Statistik bequem darstellen. Im An-
schluß betrachten wir das ideale Fermi-Gas und berechnen die zugehörigen
Zustandsgleichungen sowohl für den klassischen Grenzfall hoher Temperatu-
ren als auch für den rein quantenmechanischen Fall sehr kleiner Tempera-
turen. Ein wichtiges Resultat wird sein, daß aufgrund des Pauli-Verbotes
selbst bei T = 0 die Fermi-Teilchen angeregte Zustände besetzen, deren
Energien unterhalb der Fermi-Energie liegen. Danach wenden wir uns dem
idealen Bose-Gas zu und leiten die zum fermionischen Fall korrespondieren-
den Relationen ab. Für kleine Temperaturen, die unterhalb einer kritischen
Temperatur liegen, begegnen wir hierbei dem Phänomen der Bose-Einstein-
Kondensation.

4.7.1 Allgemeiner Formalismus

Betrachtet man ein aus N nichtwechselwirkenden Teilchen bestehendes Quan-
tensystem, so zerfällt der zugehörige Hamilton-Operator H in eine Summe
über die N Ein-Teilchenoperatoren Hi:

H =
N∑

i=1

Hi .

Sind die Eigenwertprobleme der Ein-Teilchenoperatoren gelöst,

Hi |ki〉 = Ei |ki〉 ,

dann ergibt sich die Gesamtenergie des Systems zu

E =
∑

i

Ei .

Der Gesamtzustand des Systems läßt sich über das tensorielle Produkt der
normierten Ein-Teilchenzustände |ki〉 konstruieren. Wie diese Konstruktion
konkret aussieht, hängt entscheidend vom Teilchencharakter ab.
Fermi-Dirac-Statistik. Hat man es mit identischen Teilchen mit halbzahli-
gen Spin (Fermionen) zu tun, dann wissen wir aus der quantenmechanischen
Diskussion von N -Teilchensystemen, Abschn. 3.9, daß der Gesamtzustand
|k1, k2, . . . , kn, A〉 antisymmetrisch unter Vertauschung der Freiheitsgrade
zweier Teilchen ist. Diese Antisymmetrie läßt sich durch folgende Konstruk-
tion erreichen:

|k1, k2, . . . , kN , A〉 =
1√
N !

∑
P

ε(P ) |kP1〉 |kP2〉 · · · |kPN
〉

=
1√
N !

∑
P

ε(P ) |kP1 , kP2 , . . . , kPN
〉 , (4.86)
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wobei

P =
(

1 . . . N
P1 . . . PN

)
, ε(P ) =

{
+1 für P gerade

−1 für P ungerade

eine Permutation von 1, . . . , N bezeichnet. Der Faktor 1/
√

N ! in (4.86) ist
notwendig, da es N ! solcher Permutationen gibt. Man beachte, daß aufgrund
des Pauli-Prinzips alle Quantenzahlen ki verschieden sind. Für Fermionzu-
stände hat man somit die Normierungsrelation15

〈k′
1, . . . , k

′
N , A| k1, . . . , kN , A〉

=
1

N !

∑
P

ε(P )
∑
P ′

ε(P ′)
〈

k′
P ′

1
, . . . , k′

P ′
N

∣∣∣ kP1 , . . . , kPN

〉
=

∑
P

ε(P ) 〈k′
1, . . . , k

′
N | kP1 , . . . , kPN

〉

=
∑
P

ε(P )δk′
1kP1

· · · δk′
N

kPN
. (4.87)

Hierbei wurde ausgenutzt, daß die zweifache Summe über alle Permutationen
gleich N ! mal der einfachen Summe über alle Permutationen ist.

Bose-Einstein-Statistik. Im Falle identischer Teilchen mit ganzzahligem
Spin (Bosonen) ist der Gesamtzustand symmetrisch unter Vertauschung der
Freiheitsgrade zweier Teilchen und lautet

|k1, . . . , kN , S〉 =
1√

N !n1! · · ·nN !

∑
P

|kP1 , . . . , kPN
〉 .

Im Gegensatz zum fermionischen Fall gibt es hier keine Besetzungsbeschrän-
kungen der Quantenzahlen. Besitzen ni Teilchen die gleiche Quantenzahl,
dann führen die ni! Permutationen der Quantenzahlen dieser Teilchen zu
keinen neuen physikalischen Zuständen; dies wird durch den Normierungs-
faktor berücksichtigt. Die zu (4.87) korrespondierende Normierungsrelation
lautet

〈k′
1, . . . , k

′
N , S| k1, . . . , kN , S〉

=
1√

n′
1! · · ·n′

N !n1! · · ·nN !

∑
P

δk′
1kP1

· · · δk′
N

kPN
.

Maxwell-Boltzmann-Statistik. Gelten die N Teilchen als unterscheidbar,
dann ist der Gesamtzustand gegeben durch

|k1, k2, . . . , kN 〉 = |k1〉 |k2〉 · · · |kN 〉 ,

mit der Normierung

〈k′
1, . . . , k

′
N | k1, . . . , kN 〉 = δk′

1k1 · · · δk′
N

kN
,

15 Wir nehmen an, daß es sich bei den ki um diskrete Quantenzahlen handelt (ge-
bundene Zustände).
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wobei der Austausch zweier verschiedener Quantenzahlen einen neuen phy-
sikalischen Zustand bewirkt. Wie wir im folgenden genauer sehen werden,
kann die Maxwell-Boltzmann-Statistik in vielen Fällen auch zur approxima-
tiven Beschreibung identischer Teilchen herangezogen werden, wie wir es in
den vorangegangenen Abschnitten desöfteren getan haben. In diesem Fall
hat man die Ununterscheidbarkeit durch das ad hoc Hinzufügen des Gibbs-
schen Korrekturfaktors 1/N ! zu berücksichtigen, wogegen sich dieser Faktor
in den Fermi-Dirac- und Bose-Einstein-Statistik auf natürliche Weise durch
Normierung der Zustandsvektoren ergibt.

Besetzungszahlenformalismus. Zur Vereinfachung der nachfolgenden
Diskussion bietet es sich an, die fermionischen und bosonischen System-
zustandskets durch die Besetzungszahlen der Ein-Teilchenzustände auszu-
drücken. Ordnet man die möglichen Quantenzahlen ki der Ein-Teilchenzu-
stände in aufsteigender Reihenfolge an, dann legt der Satz von Besetzungs-

zahlen {n0, n1, . . .}, mit
∞∑

k=0
nk = N , zusammen mit der Angabe des Teilchen-

charakters den N -Teilchenzustand eindeutig fest, und wir können schreiben:

|n0, n1, . . . ,S,A〉 = |k1, k2, . . . , kN , S,A〉 .

Der linke Ausdruck bedeutet: n0 Teilchen befinden sich im niedrigsten Ein-
Teilchenzustand |0〉 , n1 Teilchen im nächsthöheren Ein-Teilchenzustand |1〉
usw. Aufgrund dieser Identität gilt weiterhin

H |n0, n1, . . . ,S,A〉 = E |n0, n1, . . . ,S,A〉 , E =
∞∑

k=0
nkEk

N |n0, n1, . . . ,S,A〉 = N |n0, n1, . . . ,S,A〉 , N =
∞∑

k=0
nk .

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (4.88)

Die letzte Beziehung kann als Definitionsgleichung für den Teilchenopera-
tor N angesehen werden, weil durch sie alle Matrixelemente von N in der
|n0, n1, . . . ,S,A〉 -Basis bestimmt sind. In gleicher Weise können wir den Be-
setzungszahloperator nk definieren durch

nk |n0, n1, . . . ,S,A〉 = nk |n0, n1, . . . ,S,A〉 ,

mit

nk =

{
0, 1 für Fermionen

0, 1, 2, . . . für Bosonen .

Die Normierungsrelation für die Besetzungszahlenkets lautet

〈n′
0, n

′
1, . . . ,S,A|n0, n1, . . . ,S,A〉 = δn′

0n0δn′
1n1 · · · .

Demnach sind zwei Zustände genau dann gleich, wenn alle ihre Besetzungs-
zahlen übereinstimmen. Aufgrund von (4.88) folgt für die Matrixelemente des
kanonischen Dichteoperators in der |n0, n1, . . . ,S,A〉 -Basis
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〈n′
0, n

′
1, . . . ,S,A|ρ |n0, n1, . . . ,S,A 〉

=
1
Z

〈
n′

0, n
′
1, . . . ,S,A| e−βH |n0, n1, . . . ,S,A

〉
=

1
Z

exp

(
−β

∑
k

nkEk

)
δn′

0n0δn′
1n1 · · · ,

mit

Z =
′∑

n0,n1,...

exp

(
−β

∑
k

nkEk

)
.

Die entsprechenden Relationen für die großkanonische Dichtematrix lauten

〈n′
0, n

′
1, . . . ,S,A|ρ |n0, n1, . . . ,S,A 〉

=
1
Y

〈
n′

0, n
′
1, . . . ,S,A| e−β(H−µN) |n0, n1, . . . ,S,A

〉
=

1
Y

exp

(
−β

∑
k

nk(Ek − µ)

)
δn′

0n0δn′
1n1 · · · ,

mit

Y =
∑

n0,n1,...

exp

(
−β

∑
k

nk(Ek − µ)

)
.

Das Symbol ′ in der kanonischen Zustandssumme deutet an, daß in die Sum-
me nur Besetzungszahlen eingehen, für die gilt:

∑
k

nk = N . In der großka-

nonischen Zustandssumme gibt es dagegen keine solche Einschränkung. Die
Diagonalelemente der Dichtematrizen lassen sich offenbar interpretieren als
die Wahrscheinlichkeit W , den Satz von Besetzungszahlen, {n0, n1, . . .}, im
betrachteten N -Teilchensystem vorzufinden:

W (n0, n1, . . .) = 〈n0, n1, . . . ,S,A|ρ |n0, n1, . . . ,S,A 〉 .

Da es in der großkanonischen Zustandssumme im Gegensatz zur kanonischen
Zustandssumme keine Einschränkung bzgl. der Summation gibt, läßt sich die
großkanonische Zustandssumme in folgender Weise weiter vereinfachen: Im
bosonischen Fall hat man

Y =
∞∑

n0,n1,...=0

[
e−β(E0−µ)

]n0
[
e−β(E1−µ)

]n1 · · ·

=
∏
k

∞∑
nk=0

[
e−β(Ek−µ)

]nk

=
∏
k

1
1 − ze−βEk

, z = eβµ .

Für den fermionischen Fall ergibt sich
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Y =
1∑

n0,n1,...=0

[
e−β(E0−µ)

]n0
[
e−β(E1−µ)

]n1 · · ·

=
∏
k

1∑
nk=0

[
e−β(Ek−µ)

]nk

=
∏
k

(
1 + ze−βEk

)
.

Der Vollständigkeit halber liefern wir noch die entsprechenden Ausdrücke
für die Maxwell-Boltzmann-Statistik im Besetzungszahlenformalismus. Of-
fensichtlich bestimmen in diesem Fall die Besetzungszahlen {n0, n1, . . .} den
Gesamtzustand |k1, k2, . . . , kN 〉 nicht eindeutig, da aus ihnen nicht hervor-
geht, welches Teilchen sich in welchem Ein-Teilchenzustand befindet. Da je-
doch alle, mit dem Satz {n0, n1, . . .} verträglichen Zustände die gleiche Ener-
gie und somit die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen, müssen wir lediglich die
Anzahl dieser Zustände bestimmen. Nun gibt es N ! verschiedene Möglichkei-
ten, die N Teilchen durchzunumerieren. Befinden sich aber nk Teilchen im Zu-
stand |k〉 , dann führen Permutationen dieser Teilchen selbst auf klassischem
Niveau zu keinen neuen physikalischen Zuständen. Jeder Satz {n0, n1, . . .}
erhält also das Gewicht N !/(n0!n1! · · ·), und wir können für die kanonische
Zustandssumme schreiben:

Z =
1

N !

′∑
n0,n1,...

N !
n0!n1! · · · exp

(
−β

∑
k

nkEk

)
,

wobei der Gibbs-Faktor 1/N ! im Falle identischer Teilchen von Hand ein-
gefügt wurde.16 Für die großkanonische Zustandssumme (wiederum identi-
sche Teilchen) finden wir

Y =
∞∑

n0,n1,...=0

1
n0!n1! · · ·

[
e−β(E0−µ)

]n0
[
e−β(E1−µ)

]n1 · · ·

=
∏
k

∞∑
nk=0

1
nk!

[
e−β(Ek−µ)

]nk

=
∏
k

exp
[
ze−βEk

]
.

16 Man beachte, daß diese Gleichung natürlich wieder auf (4.45) führt:

Z =
1

N !

′∑
n0,n1,...

N !
n0!n1! · · ·

[
e−βE0

]n0 [e−βE1
]n1 · · ·

=
1

N !

[∑
k

e−βEk

]N

=
1

N !
ZN

1 .
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Satz 4.17: Großkanonische Zustandssumme der Bose-Einstein-,
Fermi-Dirac- und Maxwell-Boltzmann-Statistik

Gegeben sei ein System aus N nichtwechselwirkenden identischen Teilchen.
Bezeichnen Ek die möglichen Energien der Ein-Teilchenzustände, dann ist
die großkanonische Zustandssumme je nach betrachteter Statistik gegeben
durch (siehe (4.61))

lnY (T, V, µ) =
PV

kT
=

1
σ

∑
k

ln
[
1 + σze−βEk

]
,

mit

σ =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−1 Bose-Einstein-Statistik

+1 Fermi-Dirac-Statistik

0 Maxwell-Boltzmann-Statistik .

Der Fall σ = 0 ist hierbei als Grenzfall σ → 0 aufzufassen. Für die mittlere
Energie und Teilchenzahl erhält man hieraus

E(T, V, µ) = −
(

∂ lnY

∂β

)
z,V

=
∑

k

Ek
1
z eβEk + σ

=
∑

k

nkEk

N(T, V, µ) =
1
β

(
∂ lnY

∂µ

)
T,V

= z

(
∂ lnY

∂z

)
T,V

=
∑

k

nk ,

wobei die mittleren Besetzungszahlen gegeben sind durch

nk =
ze−βEk

1 + σze−βEk
=

1
1
z eβEk + σ

.

Für Fermionen gilt 0 ≤ nk ≤ 1, während die Besetzungszahlen der Bo-
sonen keine obere Grenze haben. Bei Bosonen ist das chemische Potential
wegen nk ≥ 0 stets kleiner als die kleinste Ein-Teilchenenergie E0. Der Fall
T → 0 muß für Bosonen gesondert behandelt werden und führt auf die
Bose-Einstein-Kondensation.

Die großkanonische Zustandssumme lautet, ausgedrückt durch die Beset-
zungszahlen,

lnY = − 1
σ

∑
k

ln(1 − σnk) .

Unter Beachtung von

E − µN =
∑

k

nk(Ek − µ) = kT
∑

k

nk ln
(

1 − σnk

nk

)
erhält man daraus für die Entropie den Ausdruck

S = k lnY +
1
T

(E − µN)
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= −k

σ

∑
k

[
ln(1 − σnk) − σnk ln

(
1 − σnk

nk

)]

= −k
∑

k

[
nk lnnk +

1
σ

(1 − σnk) ln(1 − σnk)
]

.

Demnach tragen unbesetzte Zustände nicht zur Entropie bei. Dies gilt auch
für Fermionzustände mit nk = 1. Dieses Verhalten spiegelt sich auch in der
Unschärfe der Besetzungszahlen,

(∆nk)2 = kT
∂nk

∂µ
= nk(1 − σnk) ,

wider, welche für nk = 0 und bei Fermionen auch für nk = 1 verschwindet.
Man beachte, daß die Fehlerbreiten für nk � 1 (Bosonen) proportional zu
nk sind, im Gegensatz zum klassischen

√
nk-Verhalten.

Zustandsgleichungen des idealen Quantengases. Wir können die in
Satz 4.17 stehende Zustandssumme vereinfachen, indem wir die Summe über
die Ein-Teilchenzustände durch ein Integral ersetzen. Hierzu verfahren wir
analog zur Diskussion des klassischen idealen Gases im mikrokanonischen
Ensemble (Anwendung 56) und schreiben

∑
k

−→ V

h3

s∑
m=−s

∫
d3p =

4πgsV

h3

∫
p2dp =

∫
g(ε)dε ,

mit der Energiedichte

g(ε) =
4πgsV

h3 p2(ε)
(

∂ε

∂p

)−1

,

wobei die Summe über etwaige Spinfreiheitsgrade durch den Entartungsfak-
tor gs = (2s + 1) berücksichtigt ist. Beschränken wir uns auf die Spezialfälle
nichtrelativistischer (NR) und ultrarelativistischer (UR) Teilchen, mit

εNR =
p2

2m
, εUR = cp ,

dann lauten die zugehörigen Energiedichten

g(ε) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

CNR
√

ε , CNR =
2πgsV (2m)3/2

h3

CURε2 , CUR =
4πgsV

c3h3 .

Führen wir nun die Distributionsfunktion

f(ε, T, µ) =
1

1
z eβε + σ

ein, dann ergeben sich die großkanonische Zustandssumme sowie die Mittel-
werte für N und E aus folgenden Integralen:
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lnY (T, V, µ) =
1
σ

∫
dεg(ε) ln

(
1 + σze−βε

)
N(T, V, µ) =

∫
dN =

∫
dεf(ε, T, µ)g(ε)

E(T, V, µ) =
∫

εdN =
∫

dεεf(ε, T, µ)g(ε) .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.89)

Wir werden diese gesondert in den Unterabschnitten 4.7.2 und 4.7.3 berech-
nen. Man kann jedoch auch ohne ihre explizite Auswertung einige nützliche
Relationen herleiten. Dies wollen wir nun für die o.g. energetischen Grenzfälle
tun: Im nichtrelativistischen Grenzfall lautet die großkanonische Zustands-
summe

lnY =
CNR

σ

∞∫
0

dεε1/2 ln
(
1 + σze−βε

)
. (4.90)

Hieraus folgen die Erwartungswerte

N = CNR

∞∫
0

ε1/2dε
1
z eβε + σ

, E = CNR

∞∫
0

ε3/2dε
1
z eβε + σ

.

Wegen PV = kT lnY ergibt sich

PV =
2
3

CNR

σ
kT

⎛
⎝[

ε3/2 ln
(
1 + σze−βε

)]∞

0
+ σβ

∞∫
0

ε3/2dε
1
z eβε + σ

⎞
⎠

=
2
3
E ,

wobei partielle Integration benutzt wurde. Dies ist die gleiche Relation, wie
wir sie bereits für das ideale Boltzmann-Gas gefunden haben (siehe (4.30) und
(4.31)). Die korrespondierenden Beziehungen für den ultrarelativistischen Fall
lauten

lnY =
CUR

σ

∞∫
0

dεε2 ln
(
1 + σze−βε

)

N = CUR

∞∫
0

ε2dε
1
z eβε + σ

, E = CUR

∞∫
0

ε3dε
1
z eβε + σ

,

woraus in gleicher Weise wie im vorigen Fall folgt:

PV =
1
3
E .



4.7 Quantenstatistik 495

Satz 4.18: Energie-Impuls-Relationen des idealen Quantengases

Unabhängig von der betrachteten Statistik (Fermi-Dirac, Bose-Einstein,
Maxwell-Boltzmann) gilt für ein ideales Quantengas

PV =

⎧⎪⎨
⎪⎩

2
3
E nichtrelativistisch

1
3
E ultrarelativistisch .

Zustandsgleichungen im klassischen Grenzfall. Für den Fall, daß gilt

z = eβµ 	 1 ,

können wir weitere Relationen herleiten. Hierzu setzen wir x = βε und ent-
wickeln den in (4.90) stehenden Logarithmus bis zur 2. Ordnung um z = 0.
Dies ergibt

lnY =
CNR

σβ3/2

∞∫
0

dxx1/2
(

σze−x − σ2z2

2
e−2x

)

=
CNR

σβ3/2

(
σz − σ2z2

25/2

) ∞∫
0

dxx1/2e−x

=
√

π

2
CNR

β3/2 z
(
1 − σz

25/2

)

= gsV

(
2πmkT

h2

)3/2

z
(
1 − σz

25/2

)
. (4.91)

Der erste Term dieser Gleichung ist gerade die großkanonische Zustandssum-
me des idealen klassischen Gases und stimmt mit (4.48) aus Anwendung 58
überein, sofern dort der Entartungsfaktor gs berücksichtigt wird. Die mittlere
Teilchenzahl ergibt sich aus (4.91) zu

N = z

(
∂ lnY

∂z

)
T,V

= gsV

(
2πmkT

h2

)3/2

z
[(

1 − σz

25/2

)
− σz

25/2

]
, (4.92)

so daß folgt:

lnY = N + gsV

(
2πmkT

h2

)3/2
σz2

25/2 .

Da (4.91) ein Ausdruck 2. Ordnung ist, können wir in diese Gleichung den
aus (4.92) in 1. Ordnung folgenden Ausdruck

z2 =
N2

g2
sV 2

(
2πmkT

h2

)−3

einsetzen. Damit erhalten wir schließlich den



496 4. Statistische Physik und Thermodynamik

Satz 4.19: Zustandsgleichung des idealen Quantengases
im klassischen Grenzfall

Im klassischen Grenzfall z 	 1 hat man in erster Näherung folgende Kor-
rektur zur Zustandsgleichung des klassischen Gases:

E =
3
2
PV =

3
2
kT lnY =

3
2
NkT

[
1 +

σN

gsV 25/2

(
h2

2πmkT

)3/2

+ . . .

]
.

Der Korrekturterm ist groß für niedrige Temperaturen. Er impliziert im
fermionischen Fall einen erhöhten Druck (bei konstanter Dichte) und somit
eine effektive gegenseitige Abstoßung der Fermionen. Dagegen ist der Druck
im bosonischen Fall reduziert, so daß sich die Bosonen gegenseitig effektiv
anziehen.

Um weitere Ergebnisse abzuleiten, ist es notwendig, die Integrale (4.89) expli-
zit zu berechnen. Dies werden wir in den folgenden beiden Unterabschnitten
für das ideale Fermi- und Bose-Gas getrennt tun.

4.7.2 Ideales Fermi-Gas

Ausgangspunkt unserer Diskussion ist die Fermi-Diracsche (FD-)Distributi-
onsfunktion

fFD(ε, T, µ) =
1

1
z eβε + 1

sowie die nichtrelativistische Energiedichte

g(ε) = CNR
√

ε , CNR =
2πgsV (2m)3/2

h3 ,

die wir zur Berechnung der Integrale (4.89) heranziehen. In Abb. 4.12 ist der
qualitative Verlauf der Verteilungsfunktion fFD für verschiedene Tempera-
turen dargestellt. Am absoluten Temperatur-Nullpunkt ist fFD eine Stufen-
funktion. Dort sind alle Ein-Teilchenzustände unterhalb der Fermi-Energie

T = 0

T � 0

T > 0

1

µ0

fFD

ε

Abb. 4.12. Fermi-Diracsche Distributionsfunktion für verschiedene Temperaturen
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EF = µ besetzt, während alle anderen Zustände mit ε > EF unbesetzt blei-
ben. Bei steigender Temperatur kommen immer mehr Fermionen in höhere
angeregte Zustände, und die Kantenstruktur der Verteilung weicht zuneh-
mend auf. Mit Hilfe der partiellen Integration und der Substitution x = βε
lassen sich die Integrale in (4.89) in folgende Ausdrücke überführen:

lnY (T, V, µ) =
CNR

β3/2

2
3

∞∫
0

x3/2dx
1
z ex + 1

=
gsV

λ3 f5/2(z)

N(T, V, µ) =
CNR

β3/2

∞∫
0

x1/2dx
1
z ex + 1

=
gsV

λ3 f3/2(z)

E(T, V, µ) =
CNR

β5/2

∞∫
0

x3/2dx
1
z ex + 1

=
3
2

gsV

λ3β
f5/2(z)

=
3
2
NkT

f5/2(z)
f3/2(z)

,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.93)

mit

λ =
(

h2

2πmkT

)1/2

und den Fermi-Dirac-Funktionen

fν(z) =
1

Γ (ν)

∞∫
0

xν−1dx
1
z ex + 1

, zf ′
ν(z) = fν−1(z) .

Im allgemeinen ist man daran interessiert, die in (4.93) stehende Fugazität z
mit Hilfe der Beziehung für N zu eliminieren. Dies ist jedoch aufgrund der
integralen Darstellung der Funktionen fν(z) nicht so ohne weiteres möglich.
Man betrachtet daher gewisse Spezialfälle, für die eine Elimination von z
durchführbar ist.

Klassischer Grenzfall: T � 0 ⇐⇒ z 	 1. Im Falle kleiner z lassen sich
die Funktionen fν durch folgende Taylor-Reihe darstellen:

fν(z) =
∞∑

n=1

(−1)n+1 zn

nν
. (4.94)

Setzt man diese Reihe in die mittlere Gleichung von (4.93) ein und setzt

z =
∞∑

l=1

aly
l , y =

Nλ3

gsV
,

dann folgt
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y =
∑

l

aly
l − 1

23/2

∑
l,l′

alal′y
l+l′ +

1
33/2

∑
l,l′,l′′

alal′al′′y
l+l′+l′′ + . . .

= a1y +
(

a2 − a2
1

23/2

)
y2 +

(
a3 − 2a1a2

23/2 +
a3
1

33/2

)
y3 + . . . .

Hieraus ergeben sich die ersten Entwicklungskoeffizienten von z zu

a1 = 1 , a2 =
1

23/2 , a3 =
1
4

− 1
33/2 .

Geht man nun mit dieser z-Reihe z.B. in die letzte Gleichung von (4.93),
dann erhält man eine Virialentwicklung der Form

E(T, V, N) =
3
2
NkT

∞∑
l=1

bl

(
Nλ3

gsV

)l−1

,

mit den ersten Koeffizienten

b1 = 1 , b2 =
1

25/2 , b3 =
1
8

− 2
35/2 .

Berücksichtigt man hierbei nur den ersten Term, so ergibt sich wieder die
kalorische Zustandsgleichung (4.30) des idealen klassischen Gases, während
die Berücksichtigung der ersten beiden Terme wieder auf Satz 4.19 führt.

Total entartetes Fermi-Gas: T = 0 ⇐⇒ z → ∞. Im Falle des total
entarteten Fermi-Gases konvergiert die Reihenentwicklung (4.94) nicht. Wir
können jedoch in diesem Fall ausnutzen, daß die Verteilungsfunktion stu-
fenförmig ist:

fFD(ε, 0, µ) =
1

1
z eε/kT + 1

=

{
1 für ε ≤ µ0

0 für ε > µ0

}
, µ0 = µ(T = 0) = EF .

Damit berechnen wir:

N = CNR

EF∫
0

dε
√

ε =
2
3
CNRE

3/2
F =

4πgsV (2m)3/2

3h3 E
3/2
F .

Für die Fermi-Energie bzw. für das chemische Potential folgt hieraus

EF = µ0 =
h2

2m

(
3N

4πgsV

)2/3

.

Die Grundzustandsenergie ergibt sich zu

E = CNR

EF∫
0

dεε3/2 =
2
5
CNRE

5/2
F =

4πgsV (2m)3/2

5h3 E
5/2
F .
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Satz 4.20: Total entartetes Fermi-Gas

Beim total entarteten Fermi-Gas gilt für die mittlere Energie (Nullpunkts-
energie)

E(T = 0, V, N) =
3
5
NEF .

Aufgrund des Paulischen Ausschließungsprinzips befinden sich nicht alle
Teilchen im Grundzustand. Vielmehr sind alle Zustände bis zur Fermi-
Energie

EF =
h2

2m

(
3N

4πgsV

)2/3

besetzt.

Der Fall T = 0 ist insofern von praktischem Interesse, als daß für viele quan-
tenstatistische Systeme typische Anregungstemperaturen weit oberhalb der
jeweiligen Systemtemperatur liegen, so daß solche Systeme gut durch ihre Ei-
genschaften am Temperatur-Nullpunkt beschrieben werden. Typische Werte
für Fermi-Temperaturen TF = EF/k sind: 0.3 K in flüssigem 3He, 5 · 104 K
für Leitungselektronen einfacher Metalle, 3 · 109 K in weißen Zwergen und
3 · 1012 K in Neutronensternen.

Entartetes Fermi-Gas: 0 < T 	 TF ⇐⇒ z � 1. Auch im Falle des entar-
teten Fermi-Gases konvergiert die Reihenentwicklung (4.94) nicht. Wir wis-
sen nun aber, daß die Verteilungsfunktion fFD nur schwach mit der Energie
variiert, mit Ausnahme des engen Bereiches um ε ≈ µ. Mit anderen Worten:
∂fFD/∂ε hat ein extrem scharfes Maximum um den Wert ε = µ,

∂fFD

∂ε

∣∣∣∣
ε=µ

= − 1
4kT

,

und kommt einer δ-Funktion sehr nahe. Betrachten wir nun die Funktion

F (ε) =

ε∫
0

dε′g(ε′) ,

dann folgt unter Verwendung der partiellen Integration für die mittlere Teil-
chenzahl

N =

∞∫
0

dεfFD(ε)F ′(ε) = −
∞∫
0

dεf ′
FD(ε)F (ε) .

Die Entwicklung von F (ε) um µ,

F (ε) = F (µ) + F ′(µ)(ε − µ) +
1
2
F ′′(µ)(ε − µ)2 + . . . ,

liefert weiterhin
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N = I0F (µ) + I1F
′(µ) + I2F

′′(µ) + . . . ,

mit

I0 = −
∞∫
0

dεf ′
FD(ε) , I1 = −

∞∫
0

dε(ε − µ)f ′
FD(ε)

I2 = −1
2

∞∫
0

dε(ε − µ)2f ′
FD(ε) .

Da nur niedrige Temperaturen betrachtet werden, können die unteren In-
tegrationsgrenzen von I0, I1 und I2 nach −∞ verschoben werden. I0 ist
dann Eins, und I1 verschwindet, da (ε − µ)f ′

FD(ε) eine ungerade Funktion
in x = β(ε − µ) ist. Somit verbleibt

I2 =
1

2β2

∞∫
−∞

dx
x2ex

(ex + 1)2
=

π2

6β2 .

Wir haben dann

N = F (µ) +
π2

6β2 F ′′(µ) + . . . =

µ∫
0

dεg(ε) +
π2

6β2 g′(µ) + . . . ≈
EF∫
0

dεg(ε)

=⇒ g(µ)(EF − µ) ≈ π2

6β2 g′(µ) .

Mit g(ε) = CNR
√

ε finden wir schließlich

µ(T ) ≈ EF

2
+

√
E2

F

4
− π2

12β2 ≈ EF

(
1 − π2

12β2E2
F

)
.

Hieraus ergibt sich für die mittlere Energie

E =

∞∫
0

dεεfFD(ε)g(ε) ≈
µ∫

0

dεεg(ε) +
π2

6β2

[
d
dε

εg(ε)
]

ε=µ

≈
EF∫
0

dεεg(ε) +

µ∫
EF

dεεg(ε) +
π2

4β2 g(EF)

≈ 3
5
NEF + (µ − EF)EFg(EF) +

π2

4β2 g(EF)

≈ 3
5
NEF +

π2

6β2 g(EF) =
3
5
NEF

[
1 +

5π2

12

(
kT

EF

)2
]

.
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Satz 4.21: Entartetes Fermi-Gas

Für T 	 TF = EF/k hat man folgende Korrekturen zur Nullpunktsenergie:

E(T, V, N) =
3
5
NEF

[
1 +

5π2

12

(
kT

EF

)2

+ . . .

]
.

Die Wärmekapazität ergibt sich hieraus zu

CV (T, V, N) =
(

∂E

∂T

)
V

=
Nkπ2

2
T

TF

und ist somit sehr viel kleiner als die klassische Wärmekapazität
CV = 3Nk/2.

Für die Entropie des entarteten Gases erhält man mit (4.61) und Satz 4.18

S =
1
T

(E − F ) =
1
T

(
5
3
E − µN

)
=

Nkπ2

2
T

TF
.

Im Gegensatz zur Entropie des klassischen Gases (siehe (4.32) in Anwendung
56) gilt hier in Übereinstimmung mit dem 3. Hauptsatz: T → 0 =⇒ S → 0.

Zum Schluß dieses Unterabschnittes merken wir noch an, daß sich die hier
vorgeführte Entwicklung von

∞∫
0

dεfFD(ε)g(ε)

für z � 1 nach Sommerfeld verallgemeinern läßt und auf folgende Entwick-
lungen der Funktionen fν(z) in ln z hinausläuft:

f5/2(z) =
8

15
√

π
(ln z)5/2

[
1 +

5π2

8
(ln z)−2 + . . .

]

f3/2(z) =
4

3
√

π
(ln z)3/2

[
1 +

π2

8
(ln z)−2 + . . .

]

f1/2(z) =
2√
π

(ln z)1/2
[
1 − π2

24
(ln z)−2 + . . .

]
.

In den meisten Fällen ist es hierbei nicht nötig, mehr als die ersten Terme
zu betrachten, da das Verhältnis zweier aufeinander folgender Terme von der
Größenordnung (kT/µ)2 ist.

4.7.3 Ideales Bose-Gas

Wir betrachten nun das ideale Bose-Gas und verfahren dabei analog zum vor-
herigen Unterabschnitt. Ausgangspunkt sind die in Satz 4.17 stehenden Sum-
men für lnY , E und N bzw. die Integrale (4.89), mit der Bose-Einsteinschen
(BE-)Distributionsfunktion
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fBE(ε, T, µ) =
1

1
z eβε − 1

und der nichtrelativistischen Energiedichte

g(ε) = CNR
√

ε , CNR =
2πgsV (2m)3/2

h3 .

Wegen nk =
(
eβ(Ek−µ) − 1

)−1 ≥ 0 gilt für das Bose-Gas bei allen Tempera-
turen

µ ≤ Ek
E0=0=⇒ µ ≤ 0 , 0 < z ≤ 1 .

Die Besetzungszahl des Grundzustandes ist

n0 =
z

1 − z

und kann im Gegensatz zum Fermi-Gas beliebig groß werden. Offensichtlich
wird diese Tatsache durch die naive Ersetzung der Summen in Satz 4.17 durch
die Integrale in (4.89) nicht berücksichtigt, da die Energiedichte g(ε) für ε = 0
verschwindet und der Grundzustand somit das Gewicht Null bekommt. Wir
spalten deshalb den Grundzustand aus den Summen ab und approximieren
die verbleibenden Ausdrücke durch Integrale:

lnY = −
∫

dεg(ε) ln
(
1 − ze−βε

) − ln(1 − z)

N =
∫

dεf(ε, T, µ)g(ε) + N0 , N0 = n0 =
z

1 − z

E =
∫

dεεf(ε, T, µ)g(ε) .

Hierbei ist folgendes zu beachten: Im klassischen Limes z 	 1 kann N0 ver-
nachlässigt werden, während N0 für z ≈ 1 signifikant beiträgt. Der Term
− ln(1 − z) = ln(1 + N0) ist jedoch im gesamten Bereich 0 < z ≤ 1 höchstens
von der Größenordnung O(lnN) und somit für alle z vernachlässigbar. Substi-
tuieren wir nun in diesen Integralen wieder x = βE und wenden die partielle
Integration an, dann erhalten wir die zu (4.93) korrespondierenden bosoni-
schen Ausdrücke

lnY (T, V, µ) =
gsV

λ3 g5/2(z)

N(T, V, µ) =
gsV

λ3 g3/2(z) + N0

E(T, V, µ) =
3
2

gsV

λ3β
g5/2(z) ,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

, λ =
(

h2

2πmkT

)1/2

, (4.95)

mit den Bose-Einstein-Funktionen

gν(z) =
1

Γ (ν)

∞∫
0

xν−1dx
1
z ex − 1

, zg′
ν(z) = gν−1(z) . (4.96)
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Klassischer Grenzfall: T � 0 ⇐⇒ z 	 1. Für kleine z können wir von
der Entwicklung

gν(z) =
∞∑

n=1

zn

nν

Gebrauch machen. Mit ihrer Hilfe läßt sich aus der mittleren Gleichung von
(4.95) wie im fermionischen Fall eine Entwicklung für z gewinnen, die, in die
letzte Gleichung von (4.95) eingesetzt, zu der Virialentwicklung

E(T, V, N) =
3
2
NkT

∞∑
l=1

bl

(
Nλ3

gsV

)l−1

, (4.97)

mit den Koeffizienten

b1 = 1 , b2 = − 1
25/2 , b3 =

1
8

− 2
35/2

führt. Für die spezifische Wärme erhalten wir hieraus

CV (T, V, N) =
(

∂E

∂T

)
N,V

=
3
2
Nk

∞∑
l=1

5 − 3l

2
bl

(
Nλ3

gsV

)l−1

,

welche für T → ∞ erwartungsgemäß gegen den klassischen Wert
CV = 3Nk/2 strebt. Man beachte, daß der zweite Term dieser Entwicklung
positiv ist, so daß bei großen aber endlichen Temperaturen die spezifische
Wärme größer als ihr klassischer Wert ist. Auf der anderen Seite wissen wir,
daß CV für T → 0 gegen Null streben muß. Daraus ist zu erkennen, daß
es bei einer kritischen Temperatur Tc ein Maximum von CV geben muß. Es
stellt sich heraus, daß an dieser Stelle die Ableitung der spezifischen Wärme
nach der Temperatur unstetig ist, was auf einen Phasenübergang 2. Ordnung
hindeutet.

Bose-Einstein-Kondensation: T klein ⇐⇒ z ≈ 1. Für kleine Temperatu-
ren verliert die Entwicklung (4.97) ihre Gültigkeit. Schreiben wir in diesem
Fall die mittlere Gleichung in (4.95) um zu

N = Nε + N0 , Nε =
gsV

λ3 g3/2(z) ,

wobei N0 und Nε die Zahl der Teilchen im Grundzustand E0 = 0 bzw. in
angeregten Zuständen bezeichnen, dann läßt sich folgendes feststellen: Da
die Funktion g3/2(z) im Bereich 0 < z ≤ 1 monoton wächst, ist die Zahl der
angeregten Zustände auf den Bereich

0 ≤ Nε ≤ Nmax
ε =

gsV

λ3 g3/2(1) , g3/2(1) = 2.612

beschränkt. Hieraus können wir für die Fälle z < 1 und z = 1 folgern:
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Satz 4.22: Bose-Einstein-Kondensation

Das ideale Bose-Gas zeigt in Abhängigkeit der Fugazität z folgendes Ver-
halten:

• Im Falle z < 1 kann der Term N0 = z/(1 − z) im thermodynamischen
Limes vernachlässigt werden, und man erhält die Fugazität aus

N ≈ Nε =
gsV

λ3 g3/2(z) .

Das heißt faktisch alle Teilchen befinden sich in angeregten Zuständen.

• Gilt auf der anderen Seite z = 1, dann wird N0 im Prinzip beliebig groß
und trägt signifikant zur Gesamtteilchenzahl bei. Man hat dann

N > Nmax
ε =

gsV

λ3 g3/2(1) . (4.98)

In diesem Fall können nicht alle Teilchen in angeregten Zuständen un-
tergebracht werden. Vielmehr kondensieren N0 = N − Nmax

ε Teilchen in
den Grundzustand.

Wir wollen dieses Phänomen der Bose-Einstein-Kondensation nun etwas ge-
nauer untersuchen. Nach (4.98) lautet die Bedingung für das Einsetzen der
Bose-Einstein-Kondensation bei konstanter Teilchenzahl und konstantem Vo-
lumen

T < Tc =
h2

2πmk

(
N

gsV g3/2(1)

)2/3

.

Im allgemeinen besteht das System für T < Tc aus einem Gemisch beider
Phasen, denn es gilt

Nε

N
=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1 für T ≥ Tc(
T

Tc

)3/2

für T < Tc

N0

N
=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 für T ≥ Tc

1 −
(

T

Tc

)3/2

für T < Tc .

Diese Verhältnisse sind in Abb. 4.13 graphisch veranschaulicht. Für den
Druck erhalten wir aus der ersten Gleichung in (4.95)

P (T, V, N) =
kT

V
lnY =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

NkT

V

g5/2(z)
g3/2(z)

für T > Tc

NkTc

V

g5/2(1)
g3/2(1)

≈ 0.5134
NkTc

V
für T = Tc

gskT

λ3 g5/2(1) für T < Tc ,
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N0
N

Nε
N

T
Tc1

1

0
Abb. 4.13. Zahlenvergleich zwischen bosonischen Grundzuständen und angeregten
Zuständen in Abhängigkeit von der Temperatur

wobei für T ≥ Tc ausgenutzt wurde, daß gilt:

N0 ≈ 0 =⇒ Nλ3

gsV
= g3/2(z) . (4.99)

Man erkennt, daß der Druck am kritischen Punkt nur etwa halb so groß ist
wie der des klassischen Gases. Desweiteren ist der Druck unterhalb von Tc
unabhängig von N und V . Dies resultiert aus der Tatsache, daß Teilchen im
Grundzustand nicht zum Druck beitragen. Als nächstes berechnen wir unter
Berücksichtigung von

E = kT 2
(

∂ lnY

∂T

)
z,V

=
3
2
kT

gsV

λ3 g5/2(z)

die spezifische Wärme

CV

Nk
=

1
Nk

(
∂E

∂T

)
N,V

.

Für T < Tc ist z = 1 und unabhängig von T , und wir erhalten

CV

Nk
=

3
2

gsV

N
g5/2(1)

d
dT

(
T

λ3

)
=

15
4

gsV

Nλ3 g5/2(1) ∼ T 3/2 .

Dagegen ist z für T ≥ Tc temperaturabhängig. In diesem Fall ergibt sich
unter Ausnutzung von (4.96) und (4.99)

CV

Nk
=

3
2

gsV

N

d
dT

(
T

λ3 g5/2(z)
)

=
15
4

gsV

Nλ3 g5/2(z) +
3
2

gsV

N

T

λ3 g′
5/2(z)

dz

dT

=
15
4

g5/2(z)
g3/2(z)

+
3
2

T

z

dz

dT
.

Die Ableitung dz/dT können wir in der Weise

dz

dT

1
z
g1/2(z) =

dz

dT
g′
3/2(z) =

dz

dT

dg3/2

dT

dT

dz
=

d
dT

(
Nλ3

gsV

)
= − 3

2T
g3/2(z)

umformen, so daß insgesamt folgt:
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CV

Nk
=

15
4

g5/2(z)
g3/2(z)

− 9
4

g3/2(z)
g1/2(z)

.

Hieraus ergibt sich der klassische Grenzfall (z → 0 , T � Tc) zu

CV = Nk

(
15
4

− 9
4

)
=

3
2
Nk .

Am kritischen Punkt (z → 1 , T = Tc) divergiert g1/2, so daß die spezifische
Wärme dort durch

CV =
15
4

g5/2(1)
g3/2(1)

Nk = 1.925Nk

gegeben und somit deutlich größer ist als die des klassischen idealen Boltz-
mann-Gases (CV = 3Nk/2). Man beachte, daß CV im Gegensatz zu dCV /dT
am kritischen Punkt stetig ist.

Zusammenfassung

• Im Gegensatz zur klassischen Maxwell-Boltzmann-Statistik wird in der
Quantenstatistik der fermionische bzw. bosonische Charakter von Teil-
chen berücksichtigt.

• Innerhalb der Quantenstatistik erweist sich der Besetzungszahlenfor-
malismus für Systeme nichtwechselwirkender Teilchen als sehr nützlich,
in welchem der N -Teilchen-Quantenzustand durch die Besetzungszahlen
aller möglichen Ein-Teilchenzustände spezifiziert wird. Mit diesem For-
malismus gewinnt man relativ einfache Formeln für die großkanonische
Zustandssumme, die mittlere Energie und die mittlere Teilchenzahl. Aus
ihnen läßt sich für gewisse Spezialfälle (T groß: klassischer Grenzfall und
T klein: rein quantenmechanischer Grenzfall) die Fugazität eliminieren.

• Aufgrund des Paulischen Ausschließungsprinzips befinden sich selbst
am absoluten Temperatur-Nullpunkt nicht alle Teilchen eines idea-
len Fermi-Gases im Grundzustand. Vielmehr sind alle Ein-
Teilchenzustände mit Energien kleiner gleich der Fermi-Energie be-
setzt.

• Beim idealen Bose-Gas tritt für kleine Temperaturen die Bose-
Einstein-Kondensation auf. Dieses Phänomen resultiert aus der Tat-
sache, daß angeregte Zustände nur durch eine begrenzte Zahl von Teil-
chen besetzt werden können, so daß alle weiteren Teilchen im thermody-
namischen Limes notwendigerweise in den Grundzustand kondensieren.
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Anwendungen

66. Ideales Photonengas. Man berechne die freie Energie, Entropie und
Energie sowie den Druck eines idealen Photonengases.
Lösung. Photonen sind masselose Spin-1-Teilchen und werden deshalb durch
die Bose-Einstein-Statistik beschrieben. Für sie gilt die ultrarelativistische
Energie-Impuls-Relation

ε = c|p| = h̄ω , p = h̄k , ω = c|k| ,

wobei ω die Frequenz und k den Wellenvektor der Lichtteilchen bezeichnen.
Aufgrund der Tatsache, daß Photonen durch Atome absorbiert und emittiert
werden können, ist die Gesamtzahl der Photonen nicht erhalten, so daß gilt:
µ = 0. Hieraus folgt sofort für die freie Energie

F = µN − PV = −PV .

Andererseits gilt nach Satz 4.17

PV = kT lnY = −kT
∑

k

ln
(
1 − eβEk

)
,

wobei über alle möglichen Wellenvektoren k summiert wird. Diese Summe
können wir wieder mit Hilfe der ultrarelativistischen Energiedichte

gUR(ε) = CURε2 , CUR =
4πgsV

c3h3

in das Integral

F = kT

∞∫
0

dεg(ε) ln
(
1 − e−βε

)
= kT

8πV

c3h3

∞∫
0

dεε2 ln
(
1 − e−βε

)
umschreiben. Hierbei ist zu beachten, daß der Entartungsfaktor gs aufgrund
der Transversalität des elektromagnetischen Feldes gleich Zwei (und nicht
Drei wie bei anderen Spin-1-Teilchen) ist. Es folgt mit partieller Integration
und der Substitution x = βε

F (T, V ) = − (kT )4V
3π2h̄3c3

∞∫
0

dxx3

ex − 1︸ ︷︷ ︸
π4/15

= −4σ

3c
V T 4 , σ =

π2k4

60h̄3c2
,

wobei σ ebenfalls Boltzmann-Konstante genannt wird. Aus der freien Energie
erhält man die übrigen gesuchten Größen zu

P (T, V ) = −
(

∂F

∂V

)
T

= P (T ) =
4σ

3c
T 4 (Boltzmann-Gesetz)

S(T, V ) = −
(

∂F

∂T

)
V

=
16σ

3c
V T 3

E(T, V ) = F + TS =
4σ

c
V T 4 = 3PV .
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67. Ideales Phononengas. Man berechne die spezifische Wärme eines
Festkörpers in einem Modell, wo die Auslenkungen der Atome um ihre Gleich-
gewichtspositionen durch quantisierte harmonische Schwingungen genähert
werden.

Lösung. Das physikalische Ausgangsproblem besteht in der Beschreibung
von N Atomen eines kristallinen Festkörpers. In der harmonischen Näherung
werden die Auslenkungen der Atome um ihre Gleichgewichtslagen durch eine
Taylor-Reihenentwicklung der potentiellen Energie beschrieben, die nur bis
zum quadratischen Term geht. Da der lineare Term in der Gleichgewichts-
lage verschwindet, besteht die klassische Hamilton-Funktion des Systems in
dieser Genauigkeit nur aus einer konstanten Nullpunktsenergie, der kineti-

schen Energie T = m
2

3N∑
i=1

ẋ2
i und der potentiellen Energie V =

3N∑
i,j=1

Aijxixj .

Solch eine Hamilton-Funktion kann nun aber immer auf Normalform gebracht
werden (siehe Anwendung 7 in Abschn. 1.2), wobei die Normalkoordinaten
den Normalschwingungen des Gitters entsprechen. Diese Normalkoordinaten
der 3N ungekoppelten linearen harmonischen Oszillatoren lassen sich formal
quantisieren. Die quantisierten Gitterschwingungen, sog. Phononen, können
somit als ein ideales ultrarelativistisches Bose-Gas mit der Energiedichte

gUR(ε) = CURε2 , CUR =
12πV

c3h3 , ε = h̄ω (gs = 3)

betrachtet werden. Da Phononen in beliebiger Zahl erzeugt werden können,
ist ihr chemisches Potential Null, also z = 1.

Einstein-Modell. Wir berechnen die spezifische Wärme zunächst in der
Einstein-Näherung. Dort werden alle 3N Oszillatoren als unabhängig von-
einander und mit der gleichen Frequenz ωE schwingend betrachtet. Diese
Problemstellung haben wir bereits in Unterabschn. 4.6.3 diskutiert. Nach
(4.79) ergibt sich deshalb die Energie des Systems zu

E =
3Nh̄ωE

2 tanh
(

βh̄ωE
2

) .

Hieraus folgt für die spezifische Wärme

CV =
(

∂E

∂T

)
V

=
3Nh̄2ω2

E

kT 2

eβh̄ωE

(eβh̄ωE − 1)2
= 3Nk

x2ex

(ex − 1)2
,

mit

x =
h̄ωE

kT
.

Für hohe Temperaturen, x 	 1, erhalten wir sofort

CV = 3Nk (Gesetz von Dulong und Petit).

Für kleine Temperaturen, x � 1, ergibt sich



Anwendungen 509

CV = 3Nkx2e−x .

Während das Hochtemperaturverhalten experimentell gut bestätigt ist, findet
man im Experiment für kleine Temperaturen ein T 3-Verhalten, welches das
simple Einstein-Modell offenbar nicht erklären kann.

Debye-Modell. Das Debye-Modell ersetzt die Einstein-Frequenz ωE durch
ein kontinuierliches Spektrum an Schwingungsmoden, die wir analog zum
Photonenspektrum berechnen können. Die Anzahl der Moden im Frequenz-
intervall [ω : ω + dω] ist

gUR(ω)dω =
12πV

c3 ω2dω .

Die maximale Frequenz (Debye-Frequenz) ωD bestimmt sich aus
ωD∫
0

g(ω)dω = 3N

zu

ω3
D =

3Nc3

4πV
.

Sie trägt der Tatsache Rechnung, daß sich im Gitter keine Schwingungen
ausbreiten können, deren Wellenlänge kleiner ist als die Gitterkonstante des
Kristalls. Solch eine Einschränkung gab es beim Photonengas nicht. Nach
Satz 4.17 lautet die mittlere Energie

E(T, V ) =
∑

k

h̄ωk

eβh̄ωk − 1
,

die sich im Limes V → ∞ in folgendes Integral umschreiben läßt:

E(T, V ) =

ωD∫
0

dωgUR(ω)
h̄ω

eβh̄ω − 1
= 3NkTD(xD) , xD = βh̄ωD .

Hierbei bezeichnet

D(xD) =
3

x3
D

xD∫
0

dx
x3

ex − 1
=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1 − 3xD

8
+

x2
D

20
+ . . . für xD 	 1

π4

5x3
D

+ O (
e−xD

)
für xD � 1

die Debye-Funktion. Unter Berücksichtigung von

xD =
h̄ωD

kT
=

TD

T
, TD =

h̄ωD

k

erhalten wir für die Energie



510 4. Statistische Physik und Thermodynamik

E = 3NkTD(xD) = 3NkT

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1 − 3
8

TD

T
+

1
20

(
TD

T

)2

+ · · · für T � TD

π4

5

(
T

TD

)3

+ O
(
e−TD/T

)
für T 	 TD

und für die spezifische Wärme

CV

Nk
=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

3 − 3
20

(
TD

T

)2

+ · · · für T � TD

12π4

5

(
T

TD

)3

+ O(e−TD/T ) für T 	 TD .

Das Debye-Modell ist also in der Lage, das T 3-Tieftemperaturverhalten der
spezifischen Wärme zu erklären.



A. Mathematischer Anhang

Dieses Kapitel rekapituliert einige grundlegende, in diesem Buch häufig be-
nutzte mathematische Relationen aus den Bereichen der Analysis und der
Vektoranalysis. Es wird hierbei auf mathematische Strenge verzichtet, um
dem Leser das schnelle Nachschlagen zu erleichtern.

A.1 Vektoroperationen

Vektoroperatoren. Die dreidimensionalen Vektoroperationen Gradient,
Divergenz und Rotation sind in kartesischer Darstellung mit kanonischer,
orthonormierter Basis {ex, ey, ez} definiert durch

Gradient: ∇ψ = ex
∂ψ

∂x
+ ey

∂ψ

∂y
+ ez

∂ψ

∂z

Divergenz: ∇A =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z

Rotation: ∇ × A = ex

(
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
+ ey

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
+ ez

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
,

wobei A = Ax(x, y, z)ex + Ay(x, y, z)ey + Az(x, y, z)ez ein Vektorfeld und
ψ = ψ(x, y, z) ein Skalarfeld bezeichnen. Hängen die kartesischen Koordina-
ten x, y, z von Zylinderkoordinaten in der Weise

x = r cos ϕ , y = r sin ϕ , z = z

ab (Abb. A.1 links), dann gilt

∂

∂x
= cos ϕ

∂

∂r
− sin ϕ

r

∂

∂ϕ

∂

∂y
= sinϕ

∂

∂r
+

cos ϕ

r

∂

∂ϕ

∂

∂z
=

∂

∂z
.
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r

Abb. A.1. Zusammenhang zwischen kartesischen und sphärischen Koordinaten
(links) bzw. zylindrischen Koordinaten (rechts)

Im Falle einer Abhängigkeit von sphärischen Koordinaten (Kugelkoordina-
ten),

x = r cos ϕ sin θ , y = r sin ϕ sin θ , z = r cos θ ,

gilt (Abb. A.1 rechts)
∂

∂x
= cos ϕ sin θ

∂

∂r
− sin ϕ

r sin θ

∂

∂ϕ
+

cos ϕ cos θ

r

∂

∂θ

∂

∂y
= sinϕ sin θ

∂

∂r
+

cos ϕ

r sin θ

∂

∂ϕ
+

sin ϕ cos θ

r

∂

∂θ

∂

∂z
= cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ
.

Die entsprechenden Gleichungen für Gradient, Divergenz und Rotation in
anderen Basissystemen, wie z.B. der sphärischen Basis {er, eθ, eϕ} oder der
Zylinderbasis {er, eϕ, ez}, werden in diesem Buch nicht verwendet und des-
halb nicht diskutiert.

Häufig benutzte Formeln der Vektorrechnung und -analysis sind:

A(B × C) = B(C × A) = C(A × B)
A × (B × C) = B(AC) − C(AB)

(A × B)(C × D) = (AC)(BD) − (AD)(BC)
∇ × ∇ψ = 0

∇(∇ × A) = 0
∇ × (∇ × A) = ∇(∇A) − ∇2A

∇(ψφ) = ψ∇φ + φ∇ψ

∇(ψA) = ψ∇A + A∇ψ

∇ × (ψA) = ψ∇ × A − A × ∇ψ

∇(A × B) = B(∇ × A) − A(∇ × B)
∇ × (A × B) = (B∇)A − B(∇A) − (A∇)B + A(∇B)

∇(AB) = (B∇)A + B × (∇ × A) + (A∇)B + A × (∇ × B).
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A.2 Integralsätze

Gaußscher Satz. Gegeben sei ein Vektorfeld A(x) und ein Volumen V
mit einer geschlossenen Oberfläche F , deren Normale dF = dFn in jedem
Oberflächenpunkt senkrecht nach außen gerichtet ist. Dann gilt∫

V

dV ∇A =
∮
F

dFA .

Hieraus folgt insbesondere für A = cψ bzw. A = c × B, c = const∫
V

dV ∇ψ =
∮
F

dFψ ,

∫
V

dV ∇ × B =
∮
F

dF × B .

Stokesscher Satz. Gegeben sei ein Vektorfeld A(x) und eine geschlossene
Kurve C mit Umlaufsinn (Wegelement: dl), über die eine reguläre Fläche F
mit orientierter Flächennormalen dF = dFn gespannt ist. Dann gilt∫

F

dF∇ × A =
∮
C

dlA .

Die Ersetzung von A durch cψ bzw. c × B führt zu∫
F

dF × ∇ψ =
∮
C

dlψ ,

∫
F

(dF × ∇) × B =
∮
C

dl × B .

Die Orientierung der Fläche F ist hierbei so zu wählen, daß der Umlaufsinn
von C mit der Normalen n der im Oberflächenintegral gewählten Seite von
F eine Rechtsschraube bildet (Abb. A.2).

n

C

F

Abb. A.2. Eine Kurve C mit Umlaufsinn und eine von C eingespannte bzw. über
C gestülpte Fläche F

1. Greensche Identität. Setzt man A = φ∇ψ, dann folgt aufgrund von
∇(φ∇ψ) = φ∇2ψ + ∇φ∇ψ und des Gaußschen Satzes∫

V

dV (φ∇2ψ + ∇φ∇ψ) =
∮

dFφ∇ψ . (A.1)
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2. Greensche Identität. Schreibt man (A.1) unter Vertauschung von φ
und ψ noch einmal an und subtrahiert diese Gleichung von (A.1), dann folgt∫

V

dV (φ∇2ψ − ψ∇2φ) =
∮
F

dF (φ∇ψ − ψ∇φ) . (A.2)

A.3 Partielle Differentialquotienten

Totale Differentiale. Im folgenden betrachten wir eine Funktion f(x, y) in
den Variablen x und y, die mindestens zweimal differenzierbar ist, so daß gilt:

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
(A.3)

(die Erweiterung auf mehr Variable ist unproblematisch). Das Differential df
heißt totales Differential von f , falls gilt:

df = f(x + dx, y + dy) − f(x, y) =
(

∂f

∂x

)
y

dx +
(

∂f

∂y

)
x

dy .

Offensichtlich ist dieser Ausdruck äquivalent zu der Wegunabhängigkeit von
Linienintegralen über df ,

(x2,y2)∫
(x1, y1)

C1

df =

(x2,y2)∫
(x1, y1)

C2

df ⇐⇒
∮

df = 0 ,

da bei der Summation der Differenzen df nur die Werte an den Endpunkten
übrig bleiben. Wegen (A.3) folgt für einen beliebigen Ausdruck

df = A(x, y)dx + B(x, y)dy

die Vorwärtsrichtung der Aussage:

df ist vollständiges Differential ⇐⇒
(

∂A

∂y

)
x

=
(

∂B

∂x

)
y

.

Die rückwärtige Richtung läßt sich mit Hilfe des Stokesschen Satzes folgen-
dermaßen zeigen:

∮
C

df =
∮
C

dlV =
∫
F

dF∇ × V =
∫
F

dF

⎛
⎝ 0

0
∂B
∂x − ∂A

∂y

⎞
⎠ ,

mit

dl = dxex + dyey , V = Aex + Bey .
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Umformung partieller Differentialquotienten. Aus der Gleichung

df =
(

∂f

∂x

)
y

dx +
(

∂f

∂y

)
x

dy

lassen sich eine Reihe von Beziehungen zwischen Differentialquotienten ab-
leiten. Hält man z.B. die Variable y fest (dy = 0), dann folgt(

∂f

∂x

)
y

=
(

∂x

∂f

)−1

y

.

Bei festgehaltenem f (df = 0) ergibt sich(
∂f

∂y

)
x

= −
(

∂f

∂x

)
y

(
∂x

∂y

)
f

. (A.4)

Mit dieser Beziehung lassen sich festgehaltene und veränderte Variable ge-
geneinander austauschen. Geht man zu einer anderen Variablen über, z.B.
y → g(x, y), dann gilt wegen

df =
(

∂f

∂x

)
g

dx +
(

∂f

∂g

)
x

[(
∂g

∂x

)
y

dx +
(

∂g

∂y

)
x

dy

]
(A.5)

für dy = 0(
∂f

∂x

)
y

=
(

∂f

∂x

)
g

+
(

∂f

∂g

)
x

(
∂g

∂x

)
y

.

Diese Gleichung wird dazu benutzt, um die festgehaltene Variable neu zu
wählen. Für dx = 0 ergibt sich aus (A.5) die partielle Form der Kettenregel:(

∂f

∂y

)
x

=
(

∂f

∂g

)
x

(
∂g

∂y

)
x

. (A.6)

Wegen (A.4) und (A.6) folgt weiterhin(
∂f

∂g

)
x

(
∂g

∂f

)
y

=
(

∂f

∂x

)
g

(
∂x

∂g

)
f

(
∂g

∂y

)
f

(
∂y

∂f

)
g

=
(

∂x

∂y

)
f

(
∂y

∂x

)
g

.

Hiermit läßt sich das Paar (f, g) gegen (x, y) austauschen.

A.4 Vollständige Funktionensysteme, Fourier-Analyse

Gegeben sei ein vollständiges, reelles oder komplexes diskretes Funktionen-
system {gn(x), n = 0, 1, 2, . . .}, das im Sinne des Skalarproduktes



516 A. Mathematischer Anhang

〈gi, gj〉 =

a+2L∫
a

dxgi(x)g∗
j (x)

im Intervall [a : a + 2L] orthonormiert ist, also 〈gi, gj〉 = δij . Desweiteren
besitze eine Funktion f folgende Eigenschaften:

• f und f ′ sind in [a : a + 2L] stückweise stetig.

• f besitzt eine endliche Zahl von endlichen Sprungstellen.

• f ist periodisch: f(x) = f(x + 2L).

Dann läßt sich f in der Weise

f(x) =
∑

n

angn(x) , an = 〈f, gn〉 =

a+2L∫
a

dxf(x)g∗
n(x)

entwickeln.

Fourier-Reihen. Die komplexen Funktionen

gn(x) =
1√
2L

exp
(

inπ

L
x

)
, n = 0,±1,±2 . . .

bilden ein vollständiges Orthonormalsystem im obigen Sinne. Hierfür lautet
die Reihenentwicklung (Fourier-Reihe) einer Funktion f

f(x) =
1√
2L

∞∑
n=−∞

an exp
(

inπ

L
x

)
,

mit

an =
1√
2L

a+2L∫
a

dxf(x) exp
(

− inπ

L
x

)
.

Insbesondere gilt für die δ-Funktion

δ(x − x′) =
∞∑

n=−∞

exp(ikn(x − x′))
2L

, kn =
nπ

L
. (A.7)

Fourier-Integrale. Weiten wir nun das Periodizitätsintervall auf Unendlich
aus, L → ∞, dann geht (A.7) über in

δ(x − x′) =

∞∫
−∞

dk
exp(ik(x − x′))

2π
=

∞∫
−∞

dk
exp(ikx)√

2π

(
exp(ikx′)√

2π

)∗
,

bzw. wegen der Symmetrie in k und x

δ(k − k′) =

∞∫
−∞

dx
exp(ikx)√

2π

(
exp(ik′x)√

2π

)∗
.
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Offensichtlich bilden die Funktionen

g(k, x) =
exp(ikx)√

2π

ein vollständiges kontinuierliches Funktionensystem mit Normierung auf die
δ-Funktion. Für eine beliebige Funktion f gilt daher die Fourier-Integralent-
wicklung

f(x) =

∞∫
−∞

dx′δ(x − x′)f(x′) =

∞∫
−∞

dkg(k, x)

∞∫
−∞

dx′f(x′)g(k, x′)∗

=
1√
2π

∞∫
−∞

dka(k) exp(ikx) ,

mit

a(k) =
1√
2π

∞∫
−∞

dxf(x) exp(−ikx) .

Die Verallgemeinerung auf n Dimensionen lautet

f(x) =
1

(2π)n/2

∫
dnka(k) exp(ikx) , x =

⎛
⎜⎝ x1

...
xn

⎞
⎟⎠ , k =

⎛
⎜⎝ k1

...
kn

⎞
⎟⎠

a(k) =
1

(2π)n/2

∫
dnxf(x) exp(−ikx) .

A.5 Bessel-Funktionen, sphärische Bessel-Funktionen

Bessel-Funktionen. Die Besselsche Differentialgleichung lautet[
d2

dx2 +
1
x

d
dx

+
(

1 − m2

x2

)]
f(x) = 0 , m ∈ R .

Ihre Lösungen sind die Bessel-Funktionen Jm und J−m, mit

Jm(x) =
(x

2

)m ∞∑
i=0

(−1)i

i!Γ (m + i + 1)

(x

2

)2i

.

Ist m ganzzahlig, dann gilt

Jm(x) =
(x

2

)m ∞∑
i=0

(−1)i

i!(m + i)!

(x

2

)2i

, J−m(x) = (−1)mJm(x) .
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Sphärische Bessel-Funktionen. Die sphärische Besselsche Differential-
gleichung lautet[

d2

dx2 +
2
x

d
dx

+ 1 − l(l + 1)
x2

]
f(x) = 0 , l = 0, 1, 2, . . . .

Ihre Lösungen sind die sphärischen Bessel-Funktionen jl, nl (letztere heißen
auch Neumann-Funktionen) und somit auch die Hankel-Funktionen h

(±)
l :

jl(x) =
( π

2x

)1/2
Jl+1/2(x)

nl(x) = (−1)l
( π

2x

)1/2
J−l−1/2(x)

h
(±)
l (x) = nl(x) ± ijl(x) .

Ihre explizite Form lautet

jl(x) = Rl(x)
sin x

x
+ Sl(x)

cos x

x

nl(x) = Rl(x)
cos x

x
− Sl(x)

sin x

x

h
(±)
l (x) = [Rl(x) ± iSl(x)]

e±ix

x
,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(A.8)

mit

Rl(x) + iSl(x) =
l∑

s=0

is−l

2ss!
(l + s)!
(l − s)!

x−s , Rl, Sl ∈ R .

Rl und Sl sind Polynome in 1/x vom Grade l mit reellen Koeffizienten
und der Parität (−1)l bzw. −(−1)l. Für eine beliebige Linearkombination
fl = ajl + bnl, a, b fest, gelten die Rekursionsformeln

(2l + 1)fl(x) = x [fl+1(x) + fl−1(x)] (A.9)

fl−1 =
[

d
dx

+
l + 1

x

]
fl =

1
xl+1

d
dx

(
xl+1fl

)
fl =

[
− d

dx
+

l − 1
x

]
fl−1 = −xl−1 d

dx

(
fl−1

xl−1

)
,

woraus folgt:

fl =

[
xl

(
− 1

x

d
dx

)l
]

f0 .

Aus (A.8) ergeben sich die ersten sphärischen Funktionen zu

j0(x) =
sin x

x
, j1(x) =

sin x

x2 − cos x

x

n0(x) =
cos x

x
, n1(x) =

cos x

x2 +
sin x

x
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h
(±)
0 (x) =

e±ix

x
, h

(±)
1 (x) =

(
1
x2 ∓ i

x

)
e±ix

x
.

A.6 Legendre-Funktionen, Legendre-Polynome,
Kugelflächenfunktionen

Legendre-Funktionen. Die Legendresche Differentialgleichung lautet[
(1 − x2)

d2

dx2 − 2x
d
dx

+ l(l + 1) − m2

1 − x2

]
f(x) = 0 ,

mit l = 0, 1, 2, . . ., m = 0, . . . ,±l. Ihre im Intervall [−1 : 1] beschränkten
Lösungen sind die Legendre-Funktionen

Pl,m(x) =
(1 − x2)m/2

2ll!
dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l . (A.10)

Pl,m ist das Produkt von (1 − x)m/2 mit einem Polynom vom Grade l − m
und der Parität (−1)l−m, das im Intervall [−1 : 1] l −m Nullstellen aufweist.
Es gelten die Rekursionsformeln (P−1,... = 0)

(2l + 1)xPl,m = (l + 1 − m)Pl+1,m + (l + m)Pl−1,m (A.11)

(1 − x2)
d
dx

Pl,m = −lxPl,m + (l + m)Pl−1,m

= (l + 1)xPl,m − (l + 1 − m)Pl+1,m

und die Orthogonalitätsrelationen
1∫

−1

dxPl,m(x)Pl′,m(x) =
2

2l + 1
(l + m)!
(l − m)!

δll′ .

Legendre-Polynome. Im Falle m = 0 erhält man aus (A.10) die Legendre-
Polynome

Pl(x) = Pl,0(x) =
1

2ll!
dl

dxl
(x2 − 1)l .

Pl ist ein Polynom vom Grade l, der Parität (−1)l und besitzt im Intervall
[−1 : 1] l Nullstellen. Die Legendre-Polynome lassen sich gewinnen, indem
man die Funktion (1 − 2xy + y2)−1/2 nach Potenzen von y entwickelt:

1√
1 − 2xy + y2

=
∞∑

l=0

ylPl(x) , |y| < 1 . (A.12)

Die ersten 5 Legendre-Polynome lauten

P0(x) = 1 , P1(x) = x , P2(x) =
1
2
(3x2 − 1)

P3(x) =
1
2
(5x3 − 3x) , P4(x) =

1
8
(35x4 − 30x2 + 3) .
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Kugelflächenfunktionen. Die Kugelflächenfunktionen Yl,m sind als die Ei-
genfunktionen der quantenmechanischen Drehimpulsoperatoren L2 und Lz

definiert:

L2Yl,m = h̄2l(l + 1)Yl,m , l = 0, 1, 2, . . .

LzYl,m = h̄mYl,m , m = 0, . . . ,±l .

Ihre explizite Form lautet

Yl,m(θ, ϕ) =
(−1)l

2ll!

√
(2l + 1)!

4π

√
(l + m)!

(2l)!(l − m)!

×eimϕ sin−m θ
dl−m

d(cos θ)l−m
sin2l θ .

Sie bilden ein vollständiges orthonormales Funktionensystem auf dem Ein-
heitskreis. Das heißt es gelten folgende Orthonormalitäts- und Vollständig-
keitsrelationen:∫

Y ∗
l,mYl′,m′dΩ =

2π∫
0

dϕ

π∫
0

dθ sin θY ∗
l,m(θ, ϕ)Yl′,m′(θ, ϕ) = δll′δmm′

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y ∗
l,m(θ, ϕ)Yl,m(θ′, ϕ′) =

δ(ϕ − ϕ′)δ(cos θ − cos θ′)
sin θ

= δ(Ω − Ω′).

Weitere Eigenschaften sind:

• Parität:

Yl,m(π − θ, ϕ + π) = (−1)lYl,m(θ, ϕ) .

• Komplexe Konjugation:

Y ∗
l,m(θ, ϕ) = (−1)mYl,−m(θ, ϕ) . (A.13)

• Zusammenhang mit den Legendre-Funktionen:

Yl,m(θ, ϕ) =

√
2l + 1

4π

(l − m)!
(l + m)!

Pl,m(cos θ)eimϕ , m ≥ 0 . (A.14)

• Additionstheorem: Mit

x = r

⎛
⎝ cos ϕ sin θ

sin ϕ sin θ
cos θ

⎞
⎠ , x′ = r′

⎛
⎝ cos ϕ′ sin θ′

sin ϕ′ sin θ′

cos θ′

⎞
⎠

und

xx′ = rr′ cos α , cos α = sin θ sin θ′ cos(ϕ − ϕ′) + cos θ cos θ′

gilt
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Pl(cos α) =
4π

2l + 1

l∑
m=−l

Y ∗
l,m(θ′, ϕ′)Yl,m(θ, ϕ) .

Hieraus folgt unter Berücksichtigung von (A.12)

1
|x − x′| =

1

r

√
1 − 2 r′

r cos α +
(

r′
r

)2
=

1
r

∞∑
l=0

(
r′

r

)l

Pl(cos α)

=
∞∑

l=0

l∑
m=−l

4π

2l + 1
r′l

rl+1 Y ∗
l,m(θ′, ϕ′)Yl,m(θ, ϕ) . (A.15)

Die ersten Kugelflächenfunktionen lauten

Y0,0(θ, ϕ) =
1√
4π

, Y1,1(θ, ϕ) = −
√

3
8π

eiϕ sin θ

Y1,0(θ, ϕ) =

√
3
4π

cos θ , Y2,2(θ, ϕ) =

√
15
32π

e2iϕ sin2 θ sin θ cos θ

Y2,1(θ, ϕ) = −
√

15
8π

eiϕ , Y2,0(θ, ϕ) =

√
5

16π

(
3 cos2 θ − 1

)
.
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Anfang des Buches gestellt werden. Dies erlaubt es Oppenheimer, sehr schnell
auf tiefere Probleme der Elektrodynamik einzugehen (etwa die Selbstenergie
des Elektrons). Im 2. Teil des Buches wird die Relativitätstheorie eingeführt
und die Elektrodynamik in ihrem Rahmen erläutert.

[16] L.H. Ryder: Quantum Field Theory, Cambridge University Press, 1996.

Für den Leser, der den Übergang von den klassischen Theorien zu modernen
Quantenfeldtheorien vollziehen möchte, empfehlen wir dieses Buch. Unsere
Darstellung des Noether-Theorems folgt Ryder.

B.4 Quantenmechanik

Von den o.g. allgemeinen Lehrbüchern hat uns auf dem Gebiet der Quanten-
mechanik Band 5 der Nolting-Reihe besonders gefallen.

[17] S. Gasiorowicz: Quantenphysik, Oldenbourg Verlag, 2001.

Eine sehr schöne Einführung in die Quantenmechanik. Der mathematische
Apparat wird bewußt so einfach wie möglich gehalten, um dem Neuling den
Einstieg zu erleichtern. Die quantenphysikalischen Prinzipien werden über-
wiegend im Rahmen der Wellenmechanik diskutiert, wobei an geeigneten
Stellen auch auf die algebraische Struktur der Quantenmechanik eingegangen
wird.

[18] A. Messiah: Quantenmechanik, Band 1–2, W. de Gruyter, 1990–1991.

Ein sowohl inhaltlich als auch quantitativ sehr umfangreiches Standardwerk.
Der erste Band beginnt im ersten Teil nach einer ausführlichen phänome-
nologischen Motivation mit der Wellenmechanik. Im weiteren Verlauf wird
dieser Teil zunehmend abstrakt, wobei der Leser in didaktisch geschickter
Weise immer mehr zu den darstellungsfreien algebraischen Strukturen der
Quantenphysik geführt wird. Im zweiten Teil werden viele konkrete Quan-
tensysteme behandelt und ausführlich diskutiert. Die ersten beiden Teile des
zweiten Bandes ergänzen den ersten Band durch umfangreiche Diskussionen
von Symmetrieprinzipien und Näherungsverfahren. Der letzte Teil gibt eine
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Einführung in die relativistische Quantenmechanik. Insgesamt liefern die bei-
den Bände (ca. 1000 Seiten) eine lückenlose Darstellung der Quantentheorie,
deren mathematische Rahmen sich auf relativ hohem Niveau bewegt.

[19] H. Rollnik: Quantentheorie, Band 1, Springer Verlag, 1995.

Nach einer Motivation der Quantenmechanik ist der erste Teil dieses Buches
der Wellenmechanik gewidmet, wobei Rollnik klar die allgemeinen Prinzi-
pien herausarbeitet und in diesem Teil des Buches bereits Themen wie die
Bornsche Näherung und Eichtheorien abhandelt. Teil 2 beschreibt den axio-
matischen Aufbau der Quantenmechanik, wobei Symmetrieprinzipien einen
breiten Raum finden. Man findet hier auch einen Abschnitt zur Grundlagen-
diskussion der Quantenmechanik mit einer kleinen Literaturliste.

[20] J.J. Sakurai: Modern Quantum Mechanics, Addison Wesley, 1993.

Dieses Buch bietet in der Tat eine moderne Darstellung der Quantenmecha-
nik. Sakurai erläutert sehr klar die Symmetrieprinzipien, die das Fundament
moderner Quantenfeldtheorien bilden. Sicherlich ein Buch für den fortge-
schrittenen Leser.

[21] R. Shankar: Principles of Quantum Mechanics, Plenum Press, 1994.

Didaktisch sehr ansprechendes Lehrbuch, von dem wir die Idee, ein einführen-
des Kapitel in die mathematischen Aspekte der Quantenmechanik in der
Dirac-Schreibweise vorne anzustellen, geborgt haben. Man findet hier eine
schöne Einführung in die Pfadintegralmethode.

[22] A. Sudbery: Quantum Mechanics and the Particles of Nature, Cambridge
University Press, 1989.

Dieses Buch hat den Untertitel An outline for mathematicians. Doch keine
Angst, Sudberys Buch ist auch oder gerade für Physiker sehr empfehlens-
wert. Die Prinzipien der Quantenmechanik werden didaktisch äußerst klar
aus einem axiomatischen Aufbau heraus erläutert. Wo immer es geht ver-
wendet Sudbery Symmetrien. So wird etwa zur Berechnung des Wasserstoff-
spektrums der Runge-Lenz-Vektor verwendet. Schließlich diskutiert Sudbery
im Gegensatz zu fast allen anderen hier genannten Büchern ausführlich die
Quantenmetaphysik.

B.5 Statistische Physik und Thermodynamik

Von den o.g. allgemeinen Lehrbüchern haben uns auf dem Gebiet der stati-
stischen Physik insbesondere die Bücher von Fließbach und Nolting gefallen.
Desweiteren profitierten wir von:

[23] B.K. Agarwal, M. Eisner: Statistical Mechanics, John Wiley and Sons,
1988.
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Auf nur 260 Seiten gelingt es den Autoren, die Konzepte der Gibbsschen
statistischen Mechanik klar darzustellen. Die Thermodynamik erhält kein
eigenes Kapitel sondern ist in den Text eingebettet. Gut hat uns die frühe
Einführung der Quantenstatistik gefallen.

[24] D. ter Haar: Elements of Statistical Mechanics, Butterworth and Heine-
man, 1995.

Äußerst fundierte Einführung in die statistische Physik über den Gibbs-
schen Ansatz mit einer ausführlichen Diskussion des Boltzmannschen H-
Theorems.

[25] D. ter Haar, H. Wergeland: Elements of Thermodynamics, Addison-
Wesley, 1966.

Ein Text, der die Prinzipien der Thermodynamik sehr lesbar darstellt.

[26] K. Huang: Statistical Mechanics, John Wiley and Sons, 1987.

Besteht aus 3 Teilen (Thermodynamik, statistische Physik, Spezielle The-
men), wobei der letzte Teil über unsere Themenauswahl hinausgeht. Ein
Standardwerk, dessen Darstellung uns sehr geholfen hat.

[27] J. Kestin, J.R. Dorfman: A Course in Statistical and Thermodynamics,
Academic Press, 1971.

Ein zum Einstieg in das Gebiet hervorragend geeignetes Lehrbuch. Enthält
Thermodynamik und statistische Physik für nichtwechselwirkende Syste-
me. Auch die notwendigen quantenmechanischen Herleitungen werden ein-
geführt.

[28] R. Kubo et al.: Statistical Mechanics, an Advanced Course with Problems
and Solutions, North Holland Publishing Company, 1988.

Jedes Kapitel besteht aus einer knapp gehaltenen Präsentation der wich-
tigsten Ergebnisse, gefolgt von einer riesigen Sammlung von Beispielen und
gelösten Aufgaben. Kaum ein Problem, daß hier nicht gerechnet wird. Offen-
sichtlich für Studenten gut zu gebrauchen!

[29] R.K. Pathria: Statistical Mechanics, Butterworth and Heineman, 1996.

Vom Umfang und Inhalt etwa dem Werk von Huang vergleichbar und ebenso
gut lesbar. Sicherlich eines der Bücher, das uns vom Aufbau und der Art der
Darstellung am meisten gefällt.

[30] F. Reif: Statistische Physik und Theorie der Wärme, W. de Gruyter,
1987.

Sehr ausführliche und didaktische Diskussion der Themen, die wir behandeln.
Zum Einstieg in das Gebiet sehr geeignet.

[31] H. Römer, Th. Filk: Statistische Mechanik, VCH Verlagsgesellschaft
Weinheim, 1994.
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Klar und gut lesbare Darstellung, welche die Konzepte der statistischen Phy-
sik deutlich herausstellt; enthält auch die Thermodynamik. Sehr klar wird
hier die Boltzmann-Statistik als klassischer Grenzfall (h̄ → 0) der Quanten-
statistik herausgearbeitet.

[32] H.S. Robertson: Statistical Thermophysics, Prentice Hall, 1993.

In diesem Buch wird die Shannonsche Informationsentropie als Ausgangs-
punkt der Gibbsschen Ensemble-Theorie gewählt. Der Autor geht dezidiert
auf vorhandene Kritik zu diesem Ansatz ein. Das Buch enthält in klarer
Schrift auch viele Beispiele, die nicht unbedingt zum Standard-Repertoire
gehören.
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Kugelflächenfunktion 300, 520
Kugelfunktion 315

Laborsystem 92, 388
Ladung 129
Ladung, elektrische 120, 121
– magnetische 131
Ladungsdichte 119, 124
– makroskopische 196
– oszillierende 164
– statische 168
Ladungserhaltung 120
Länge 5
Längenkontraktion 104
Lagrange-Dichte 226
– des elektromagnetischen Feldes 227
Lagrange-Funktion 32
– lorentzinvariante 112

– relativistische 111
Lagrange-Gleichung 32, 33, 40, 226
Lagrange-Multiplikator 32, 34
Laguerresches Polynom 319
Lamb-Shift 343
Laplace-Gleichung 179
– in Kugelkoordinaten 184
Larmorsche Formel 160
Le Chatelier-Prinzip 461
Legendre-Funktion 184, 519
Legendre-Polynom 184, 519
Legendresche Differentialgleichung

184, 519
Leistung 8
Lenzsche Regel 121
Levi-Civita-Symbol 148
Liénard-Wiechert-Potential 156
lichtelektrischer Effekt 363
Lichtkegel 105
Linearkraft 16
Liouville-Gleichung 407
lokale Eichtransformation 231
lokales Gleichgewicht 417
Lorentz-Boost 102
Lorentz-Eichung 135
Lorentz-Gruppe 101
Lorentz-Invarianz 106
Lorentz-Kontravarianz 99
Lorentz-Kovarianz 99, 106
Lorentz-Kraft 34, 120, 151
– makroskopische 197
Lorentz-Skalar 106
Lorentz-Tensor(feld) 145, 146
Lorentz-Transformation 101

magnetische Abschirmung 205
magnetische Induktion 123
magnetische Ladung 131
magnetische Quantenzahl 300
magnetische Suszeptibilität 199
magnetischer Fluß 122
– quantisierter 328
magnetischer Monopol 122, 130
magnetisches Dipolmoment 174, 175,

196, 326
magnetisches Feld 119
– makroskopisches 196
– statisches 168
magnetisches Monopolmoment 174
Magnetisierung 196
Magnetostatik 168
Makrozustand 398



534 Sachverzeichnis

Masse 5
– reduzierte 77, 311
– relativistische 108
– schwere 8
– träge 8
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Trägheitstensor 68
Translationskraft 16
Transmissionskoeffizient 284, 285
transversale Eichung 134
transversale Welle 207



Sachverzeichnis 537

Triplett 389
Tunneleffekt 284
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Vollständigkeitsrelation 3, 242
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